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Resumen Es conocido que dado un sistema de ecuaciones diferenciales lineales simultdneas con coefi
cientes constantes se puede aplicar el método de Laplace para resolverlo. Seshedlasférmadas de
Laplace y el problema queda reducido a la resolucién de un sistema algebraico de ecdadame
funciones determinantes, y aplicando la transformacién inversa se determifuenti@ses generatri-
ces, soluciones del sistema dado. Esto implica la necesidad de conocer la forma analtteasderta
mada inversa de la funcion. En este caso las condiciones iniciales consisten ereteatmagjue toma
la funcién generatriz y sus derivadas en el cero. Se propone en este trabajo una genmeddieate
método, el cual consiste en definir un operador integral mas general que la tradafdenh.aplace, las
condiciones iniciales consisten en condiciones de Cauchy en el contorno. Y por Ultinte ee toeima
aproximada la trasformacion inversa de las funciones generatrices en fan@acauwitilizando las
técnicas de problema inverso de momentos, sin ser necesario conocer la forma dedtttransfor-
mada inversa de la funcién.
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1 INTRODUCCION

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias con coeficientes constantes
de la forma

vy (x) = fl(x, V1, Y2 s Vo V2, sy, 7Y, ...,y,gn_l))
: 0
y(x) = fk(x, V1, Y2 s Vo L, sy, y Y, ...,y,fn_l))
donde yi(")(x) indica la derivada de ordem de y;(x) i=1,..,k y
ﬁ(x,yl,yz,...,yk,yl(l), ey, Y, ...,y,E"‘“) i=1,..,k son funciones lineales

de x, vi(x), v,(x), .., yr(x), yl(l)(x), ...,y,gl) (%), ...,yl(”_l)(x), ...,y,gn_l) (x) con co-
eficientes constantes, se quiere hallar las funcigp@s, y, (x), ..., ¥k (x) que son solucion del
sistema dado.

Existen una variedad de métodos para resolver este problema, expuestos en detalle en la litera-
tura Oavid Kincaid, Ward Cheney, 1984Rubio Sanjuan, 1951Algunos consisten en aprox-
imaciones numéricas, otros dan las solucion exacta.

Si el dominio de las funciones incognitag @s») y se conoce

y:(0), ¥ (0), ... . . ¥V (0)

yk(O),yﬁl)(O), ......... ,ylgn_l)(o)

un método conocidoR{Ubio Sanjuan, 199 es aplicar la transformada de Laplace a cada
ecuacion del sistema)(. Recordar que la transformada de Laplace se define como

[ee)

L) = [ yeoe ax @)
0
y que integrand@2) por partes repetidas veces, se llega a la conocida propiedad

L(y™@) = a"L(y®) - (@ 'y(0) + - + ay™D(0) + y"~(0))

De esa forma, aplicando transformada de Lapladg queda determinado un sistema de ec-
uaciones algebraicas

a1 (a)L(yq) +-a12(a)L(YZ) + . +a1k(a)L(:Yk) = ¢y (a)
i (@LON) + G (@LE) + o+ @LK) = 6 (@)
donde las incognitas soh(y;), L(y,), ..., L(yi).

Al resolver este sistema quedan expresadas las transformadas de Laplace en funcion de una
expresion que depende de
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L(yi(x)) = f v, (e dx =pi(a) i=1,..,k

El problema reside en encontrar la antitransformada;@e) i=1,...,k

En este trabajo se propone hallar una aproximacion numérica de la antitransformada de
u;(a) i=1,..,k utlizando las técnicas de problema inverso de momentos. Mas aln, se gen-
eraliza la transformada de Laplace en un operador mas general definido sobre un intervalo
(a,b), con condiciones de Cauchy enay b.

2 PROBLEMA INVERSO DE MOMENTOS

El problema de momentos generalizado&.(Shohat and J.D. Tamarkin, 1948ng, R.
Gorenflo, V.K. Le and D.D. Trong ,20p2onsiste en encontrar una funciftx) sobre un
dominioQ c R% que satisface la sucesion de ecuaciones

= f g(OfWdx  ieN 3)
Q

donde N es el conjunto de los nimeros naturalgs) es una sucesion dada de funciones en
L*(Q) linealmente independientes conocidas y la sucesion de nimerogugalgsson datos
conocidos.

El problema de momentos de Hausd@iffA. Shohat and J.D. Tamarkin, 1943. Talenti,
1987 es un ejemplo clasico de un problema de momentos, consiste en encontrar una funcién
f(x) en(a,b) tal que

ui=f:xif(x)dx ieN.

En este casg;(x) = x! coni perteneciente al conjunto N.

Si el intervalo de integracion €8, ) se tiene el problema de momentos de Stieltjes; si el
intervalo de integracién gs-oo, ) se tiene el problema de momentos de Hamburgér

Shohat and J.D. Tamarkin, 194G. Talenti, 198Y.

El problema de momentos es un problema mal condicionado en el sentido que puede no existir
solucion y de existir no hay dependencia continua sobre los datos daddshohat and J.D.
Tamarkin, 1943; Ag, R. Gorenflo, V.K. Le and D.D. Trong ,200Hay varios métodos para
construir soluciones regularizadas. Uno de ellos es el método de la expansion tiincada

R. Gorenflo, V.K. Le and D.D. Trong ,2002

Dicho método consiste en resoly8i) considerando el problema finito de momentos

Hi = fﬂ gl(x)f(x)dx i=12,..,n (4)

donde la solucion aproximada fiéx) es p,(x) = XiL1 4; ;(x) , y las funcionesy; (x) re-

sultan de ortonormalizay,, g, -.., gn SiendoA; coeficientes en funcion de los dajgs En el
subespacio generado pgr,g- , ..., gn la solucion es estable. SienNV es elegido en forma
apropiada entonces la solucion @é) se aproxima a la solucion del problema orig{i33l
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En el caso en que los datos u,, ..., i, Sean inexactos se deben aplicar teoremas de conver-
gencia y estimaciones del error para la solucion regularizada (pag. 19 a136 ée Gorenflo
V.K. Le and D.D. Trong ,2002

Otro método es el método de Tikhonov (pagdd8ng, R. Gorenflo, V.K. Le and D.D.
Trong ,2003. En este método se escri@d® en la formadf = u con

Af = (fﬂ glf’ fﬂ ng; )1 U= (,ul,.uz, )
y se debe encontrgire L2(Q) que satisfaga la ecuacion variacional
ﬁ(fi v)LZ(Q) + (Af,Av)lZ = (f,AU)IZ ) Vv € LZ (‘Q):

donde (.,.);2(q) ¥ (.,.);z son los productos internos usualedd@) y I2 respectivamente y
B> 0.

3 SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS LINEALES

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con coeficientes constantes
de la forma

v = A5y Y e vy y )
s 9
y(x) = fk(x, Y1, Y2 s Vi Vs s y 8,y Y, ...,ylgn_l))
donde yi(")(x) indica la derivada de ordem de y;(x) i=1,..,k y

ﬂ(x,yl,yz,...,yk,yl(l), ...,y,gl), ...,yl(n_l), ...,y,gn_l)) i=1,..,k son funciones lineales

de x, vi(x), ¥,(%),.., yr(x), yl(l)(x),...,y,gl)(x),...,yl(n_l)(x),...,ylgn_l)(x) con co-
eficientes constantes, se quieren hallar aproximaciones numeéricas de las funciones
v1(%), v, (x), ..., vi(x) que son solucién del sistema dado. Asumimos condiciones de Cauchy
en un intervalda, b)

v, (a), yl(l) (a), SRR , yl(n_l) (a)
yi (@), y,gl) (a), ....... ) y,gn_l) (a)
6) (
y1(b), v (b), S ,y 0 ()
Ve ),y (), e vV (b)

Ademas suponemos que cag#x) € L?(a,b).
Se define el operador
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b
(@) = [ e dx ™)
a
Integrando(7) por partes se llega a la relacién

I (yO@) = y(b)e™® - y(@)e™* + al’ (y(x))
Integrando por partg¥’) repetidas veces se llega a

L (y(n) (x)) = e [y D (b) + ay® P (b) + -+ "My (b)] -
—e~® [y (g) + ay™D(a) + - + a" y(a)] + (8)
+a" L (y(x))

Notar que si erf7) b — oo, y a = 0 entonces se vuelve a la propiedad de la transformada de
Laplace nombrada anteriormente.

Aplicamod.” a cada ecuacion del sisterbay teniendo en cuentéB) se llega a un sistema
de ecuaciones algebraicas

a1 (@)L (y1) + a(@L (y2) + ... ta(@L (y) = c1(a)
: : 9
a (L' (Y1) + ar (L' () + . +ag(@)L* (i) = cp(a)

donde las incognitas soki (y,), L*(y3), ..., L*(¥x)-
Al resolver el sistem@9), las incognitad*(y;) i =1, ...,k quedan expresadas en funcién de
a,esdeci”(y;) = w(a) i=1,..,k.

Anotamos A a la matriz de los coeficientes

(an(a) aj(@).. a(a) )
A= : ;
agr(a)  apz(a@) ... +ag(a)

SiDet(A) # 0 entonces el sisten{@) tendra solucion unica.
Se hace el cambio de variable= e ™ y obtenemos

—-a

by
Y-z = [y (e
b a

1

e

O f iG)e T = j

dondea, = e~y by = e~ y y{(2) = y;(—In(2)).

Entonces se puede interpretar a
b,
| @iz = w@ (10)
a

como un problema inverso de momentos dandwalores tales quBet(A) # 0.
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Se resuelve el problema de momentos considerando el correspondiente problema de momen-
tos finito, esto es, asignandaain namero finito de valores, = alfa, ..., n, conalfa elegido
convenientemente para gDet(A) # 0.

Esto se repitencadal*(y;) = y;(a) i =1,..., k. Paraaplicar el método de la expansion
truncada se escrib€l0) como

by
f y;(z)zalfa—l Za—alfadz — 'ui(a)
as

Se obtiene una solucién aproximaga(z) para caday; (z)z*Y%~. Luego la solucion aprox-
imada parg;(x) seray;(x) ~ (e*)®/a1p .(e™).

En el caso de sdu, b) un intervalo no acotado, por ejemglg =), es conveniente pro-
ceder de otra forma, sin hacer cambio de variable debido a que en ciertos casos 14 derma
la diferenciay;(x) — (e*)®/%1p.(e™) seria divergente.

Este segundo procedimientd. (B. Pintarelli and F. Vericat (200€pnsiste en tomar una
base{y, (a)}, deL?(a, )y entonces

f yix)e % dx = ()

puede ser transformado en un problema de momentos generalizado al multiplicamaiernes
bros de la igualdad pgar,.(a) e integrar con respectaraDe esta forma se llega a

f yi (x)gr(x)dx = p;y r=12,..
a

donde

gr(x) =f e_axlpr(a)da
a
y los momentog,;,- son

wr = [ i (@, (a)da .

Este procedimiento también se puede aplicéa,4i) es un intervalo acotado.

4 SOLUCION DEL PROBLEMA INVERSO DE MOMENTOS

Para resolve(10) numericamente como un problema de momentos, se aplica el método
de expansion truncada detalladoGenralenti (1987)y generalizado ekl. B. Pintarelli and F.
Vericat (2008) con el fin de encontrar una aproximacign(z) de y;(z)z*¥*"! para el
correspondiente problema finito can= alfa, ..., n; donden es el nUmero de momentoga)
gue se consideran.
Sea¢,(z) a = alfa,...,n la base obtenidal ortonormalizarz*~%/¢;, « = alfa,..,n Yy
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adicionando al conjunto resultante las funciones necesarias hasta alcanzar una base ortonormal.
O, escrito de otra form&”; r=0,..,n" n*=n-—alfa+1.

Si el intervalo es no acotado se ortonormalizan las funcigpd€s) definidas previamente.

Mediante el método de la expansion truncada se aproxima la fyr€n con:

n* r
Pri@d= % 4réy (@ 1 ir= X Chuj r=0L..n%
r=0 J:O

y C;j son los coeficientes de una matriz que verifican

Zl(— <Z |¢k() —————=Cyj H¢r l<r<n; 1<j<r,
s
Los términos de la diagonal son ¢, = j¢, (z)||_l r=01...n*

El siguiente teorema da una cota de la exactitud de la aproximacion.

Teorema Sea el conjunto de nimeros reafgs}™., y supongamos que(z) enL?(ay,b;)
verifica para algum*, € y M (dos numeros positivos):

<g2

b 2
ol itz y(@)dz —

b 2
L@@ dz < m? (11)
entonces

b,y 2 T 2, (b1—a)?, o
fal ly(2) —pp-(D|*dz < ||C"Clle* + 5 M (12).

4(n*+1)2

Si el intervalo ega, ), entonces la condiciofil1) cambia por
f ze? (y(l)(z))zdz < M?
a

Y la conclusion(12) cambia por

2

L ly(z) — ppr(2)|? dz < ||CTC||e% + ot 12
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Ademas debe cumplirse que
z"y(z) >0 si z—> o paratodo r€E€N .=
La demostracion de este Teorema se detalld.eb. Pintarelli and F. Vericat (200@ara

el caso de intervalo acotado, yMnB. Pintarelli (2016)para el caso de intervala,, «).

5 EJEMPLOS NUMERICOS

llustramos lo expuesto anteriormente con ejemplos sencillos
Ejemplo 1
Se considera el sistema de ecuaciones

{y(z)(x) + 2y(x) + 4z(x) = e*
z@(x) = y(s) = 3z(x) = —x

en el interval(1,3) bajo las condiciones

{ y(1) = —2+e+e V2 4+ eY2 4 cos(1) + sen(1) (13)
y(3) = =6+ €3 + 732 4 3V2 4 ¢0s(3) + sen(3)
2(1) =1 —E—e‘ﬁ—eﬁ—cos(l) _sen(l)
632 vz vz 035(3) s:n(S) (14)
_ 32 _ 32 _ _
z(3) =3+ 5 e e 2 2
yD(1) = =2+ e —V2e V2 +/2eV2 + cos(1) — sen(1)
(15)
yM(3) = =2 + e73 — V2 3V2 + 2e3V2 + cos(3) — sen(3)
e cos(1) sen(1
20(1) =1 - £ 4 VEer T - 2007 - 5D D)
e’ cos(3) sen(3) (16)
z® = 1_74_\/59—3\/5_\/593\/5_ yE—

La solucidon exacta del sistema es

y(x) = e¥VZ 4 72 4 gen(x) + cos(x) + e* — 2x

X

1 1 e
z(x) = —eXVZ _ omxV2 _ Zsen(x) - Zcos(x) -5 +x
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Aplicamos el operaddi® a ambas ecuaciones del sistema y se llega a
{(a2 + 2)L*(y) + 4L*(z) = L*(e*) — cy(a) a7
—L*(y) + (a? = 3)L*(2) = L*(—x) — cz(a)

dondecy(a) y cz(a) son expresiones en funcion de las condicignaés, (14), (15) y (16).
El determinante de la matriz de los coeficientes del sisémMpes

a®+2 24 |:a4_a2_2
-1 a“—3
Yseanulapara=—i,a=i,a =v2, a=—/2
Resolvemos el sistema con el software Mathematica y obtenemos expresiones para
L*(y) y L*(2) en funcion de a.
Evaluamos estas expresiones dando valosesi&de alfa = 2 hastan = 8, es decir toma-
mos 7 “momentos” u(a).
El valor paraalfa se fija igual a 2 con el fin de evitar discontinuidades.
Aplicando el método de expansion truncada obtenemos una aproximacifrixdadada por

y(x) = (e¥)V py,(e™)
cuya exactitud es
ffly(x) — (em)V “_1pyn(e_")|2 dx = 0.0557505
Analogamente, para(x) se obtiene una exactitud de
f13|z(x) - (e")“lfa—lpzn(e_")|2 dx = 0.0543516

En laFiguraly en laFigura2 se observan los graficos giéx) y z(x) con sus respectivas
aproximacioes superpuestas

15 20 25 30

Figura 1: y(x) y su aproximacion
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15 20 25 30

V4

N\,
\L
\

3 8 8 &5 8 ¥

Figura 2: z(x) y su aproximacion

Ejemplo 2
Se considera el sistema de ecuaciones

yD(x) = 3z(x) — 4u(x)
zW(x) = —u(x)
u®(x) = z(x) — 2y(x)

en el intervalq0,1) bajo las condiciones

1 1
y(0)=3; y(1) =e® tzt7
2(0) = 1.6 ; z(1) = 4.43912
u(0) =1.2 ; u(1l) =-11.5752

(18)

La soluciéon exacta del sistema es

y(x) =e™ +e 2 4 3%
z(x) = e * + 0.4e7%* + 0.2e3¥
u(x) = e+ 0.8e72* — 0.6e3*

Aplicamos el operadadi® a ambas ecuaciones del sistema y se llega a

al*(y) — 3L (z) + 4L (u) = —cy(@)
al*(z) + L*(uw) — cz(a) (19)
2L'(y) = L' (z) + al*(u) = —cu(a)

dondecy(a), cz(a) y cu(a) son expresiones en funcién de las condicigné&3
El determinante de la matriz de los coeficientes del sisterfa es

a —3 4
0 a 1l=a®—-7a-6
2 -1 «
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Yseanulapara=-2; a=-1; a=3.

Resolvemos el sistema con el software Mathematica y obtenemos expresionEgypara

L*(z) y L* (u) en funcion de a.

Aplicamos el primer procedimiento para resolver el sistema hacienda cambio de variable, ya
gue al intentar aplicar el segundo procedimiento nos encontramos con una discontinuidad al
ortonormalizar la base.

Evaluamos estas expresiones dando valores a a desde alfa = 4 hastan = 8, es decir toma-

mos 5 “momentos” u(a).

El valor paraalfa se fija igual a 4 con el fin de evitar discontinuidades y para que la solucion
sea Unica..

Aplicando el método de expansion truncada obtenemos una aproximacidtixdatada por

(e 1py. (™)

cuya exactitud es
folly(x) — (e¥)afa-1py, (e=*)|" dx = 0.00135636

En laFigura 3 se observan los graficos gléx) y de su aproximacién superpuestos

o) /

02 04 06 08 10

Figura 3: y(x) y su aproximacion

Andlogamente, para(x) se obtiene una exactitud de
[H200 = (€99 1pz, (e )| dx = 0.000542543

En laFigura 4 se observan los graficos déx) y de su aproximacién superpuestos
Por ultimo obtenemos la aproximacion pata). Se tiene en este caso una exactitud de

1
j [u(x) = (e¥)¥a1pu, (e=)|* dx = 0.00108509
0

En laFigura 5 se observan los gréaficos déx) y de su aproximacién superpuestos
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Figura 4: z(x) y su aproximacion

02 04 06 08 10

/

- 10+

Figura 5: u(x) y su aproximacién

Ejemplo 3

Se considera el sistema de ecuaciones

{ym () + 3y(0) +2() = 0 (20)

zZW) —y(x) +z(x) =0
En el intervalo(0, ) bajo las condiciones

y(0)=1; z(0) =-2
La solucion exacta del sistema es

{ y(x) =1 +x)e™
z(x) = —(2+x)e %

Aplicamos la transformada de Laplace a ambas ecuaciones del fi8tmyese llega a
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(a+3)Lly)+L(z)=1
{—L(y) + (a4 DL(Z) = -2 (1)

El determinante de la matriz de los coeficientes del sis(gmpes

3+« 1

— 2
_q 1+t—a +4a + 4

gue se anula para= —2
Resolvemos el sistema con el software Mathematica y obtenemos expresiones para
L(y) y L(z) en funcién de a:

L(y) = 3+«
= >

(—25+—a2)a (22)
L@ =Gae

Consideramos la bad@), (a)}, = {a"e %}, de L?(0,»). Aplicamos el segundo procedi-
miento parax = 4 momentos.

Con el método de expansion truncada obtenemos una aproximacigr{(yacaya exacti-
tud es

foooly(x) — py(x)|?dx = 0.0203557
Anélogamente, pata(x) se obtiene una exactitud de
J, 12(x) = pza(x)|? dx = 0.02963743.
En laFigura 6 se observan los graficos giéx) y su aproximacion superpuestas.
Analogamente en laigura 7paraz(x) y su aproximacion.
020 f \
015+

010+

005t

Figura 6 : y(x) y su aproximacion
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- 005+

- 010

- 015}

- 020+

-025 ¢

- 030

Figura 7: z(x) y su aproximacion

6 CONCLUSIONES

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales con coeficientes constantes
de la forma

v = A5y Y2 e vy y )

y(x) = fk(x, Y1, Y2 s Vi Vs s y 0,y Y, ...,ylgn_l))
donde yi(")(x) indica la derivada de ordem de y;(x) i=1..,k y
ﬂ(x,yl,yz,...,yk,yl(l), ey, Y, ...,y,E"‘l)) i=1,..,k son funciones lineales

de x, vi(x), ¥,(%),.., yr(x), yl(l)(x),...,y,gl)(x),...,yl(n_l)(x),...,ylgn_l)(x) con co-
eficientes constantes, se pueden hallar en forma aproximada, las funciones
1 (%), y,(x), ..., yi(x), que son solucion del sistema dado, bajo condiciones de Cauchy en un
intervalo(a, b), considerando el operador

b
L*(y(x)) =f y(x)e **dx

el cual coincide con la Transformada de Laplace=i0 y b = co.

Ademas suponemos que cagdx) € L?(a, b).

Al aplicar dicho operador sobre cada ecuacion del sistema se obtiene un sistema de ecuaciones
algebraicas donde las incognitas sbity;), L*(v,), ..., L*(y,) Y los coeficientes estan dados

por expresiones en funciéon de

Por lo tanto, al resolver el sistema de ecuaciones algebraicas las incognitas quedan igualadas a
expresiones en funaiGle a

b
[ wiweerdx = w@

a
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Haciendo cambio de variable y discretizando el problema, dando a o valores apropiados, se
lo puede interpreter como un problema inverso de momentos y resolverlo utilizando las técnica
de la expansion truncada. De esa manera obtenemos una aproximacion numerica para cada
yi(x).

En el caso de tener un intervalo de la foifmac), multiplicamos ambos miembros de la
igualdad anterior por una baseldéa , ) e integramos. De esa forma obtenemos la igualdad

f yi () g-(x)dx = py, r=1.2,..
a

donde

oo

gr(x) zf e~ Y, (a)da

a

y los momentog,. son

wr = [, i (@, (a)da .

Este procedimiento también se puede aplicés,4i) es un intervalo acotado.
Nuevamente aplicando el método de expansion truncada al correspondiente problema de
momentos finito, se encuentra una aproximacion numérica parayp@ada

REFERENCIAS

D.D. Ang, R. Gorenflo, V.K. Le and D.D. Trong, Moment theory and some inverse problems
in potential theory and heat conductibegctures Notes in Mathematics, Springer-Verlag,
Berlin, 2002.

David Kincaid, Ward Cheney, Andlisis Numeérico, las mateméticas del calculo cientifico,
Addison-Wesley Iberoamericarig94.

M. B. Pintarelli and F. Vericat, Stability theorem and inversion algorithm for a generalize
moment problemEar East Journal of Mathematical Sciencpp. 253-274. 30, 2008

M. B. Pintarelli, Parabolic Partial Differential Equations as Inverse Moments Profsgem,
plied Mathematics, Vol7 Numbemip. 77-99. (Publicacién Online, disponible en
http://www.scirp.org/journal/AM), 2016

Rubio SanjuanAmpliacion de Matematicakditorial Labor, 1951

J.A. Shohat and J.D. Tamarkin, The problem of Moménéthematic Surveys, Am. Math.
Soc., Providere, RI, 1943.

G. Talenti, Recovering a function from a finite number of momeént&rse Problems,3
pp.501- 517, 1987.

Copyright © 2017 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar


http://www.scirp.org/journal/AM/

