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Resumen Desde su primera implementacion en el afio 1984 a la actualidad, el estudio y detmrroll
materiales avanzados cuyas propiedades varian gradualmente con alguna de sus dimensiones (FGM
por su hombre en inglés: Functionally Graded Materials), se ha convertido en un iragodande
atraccion tecnolégico e innovador para las modernas y futuras aplicaciones ilegeiarcuanto a

su implementacioren el elemento estructural viga, ha adquirido un notable desarrollo en materia
investigativa en la Ultima década. En particular, nuestro interés senlradoeen estudiar el
comportamiento dinamico del elemento cuando las propiedades del material varianga litel su
directriz (AFG por su nombre en inglés: Axially Functionally Graded). Estiundamenta, en que
cuando la viga se encuentra en entornos vibratorios, el efecto inercial magnififluéncia del
material constituyente, por lo que las caracteristicas del mismo adquieren impgdancia. El
problema dinamico de la viga AFG se dificulta de sobremanera en su tratamiento imateiabido

a que las ecuaciones que lo representan poseen coeficientes variables. Es por ello quel, gragene

la determinacién de los parametros que caracterizan el comportamiento dindmiceigle las
necesario recurrir a métodos aproximados. En el presente trabajo, las ecuaciones gqntareptes
movimiento de la viga AFG son formuladas en base a la teoria de Timoshenkeltasasediante la
implementacion de los métodos aproximados de Rayleigh-Ritz, Cuadratura DifereneialliGada y
Elementos Finitos. Se evallan variados ejemplos numéricos con distintas condiciones de borde,
variaciones de la seccién transversal y diversos tipos de materiales de propiadatéssycon la
finalidad realizar una comparacion de la precision de los métodos. Los resultados concuerdan con
situaciones particulares del modelo, disponibles en la literatura cientifica.
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1 INTRODUCCION

El revolucionario avance de la tecnologia en el ultimo siglo, ha hecho que el mundo que
hoy conocemos, evolucione de tal manera que en pocos lapsos de tiempo surjan nuevos
descubrimientos. En materia ingenieril, precisamente en el afio 1984, aparece una nueva clase
de material avanzado denominado FGM (por su nombre en inglés: Functionally Graded
Materials), Niino et al. (1987Ede novedoso material, posee la particularidad de que sus
propiedades varian gradualmente con alguna de sus dimensiones, eliminando la formacion de
interfaces bruscas y consecuentemente evitando el proceso de delaminacion que se origina en
los materiales compuestddartinez et al. (2011)Ademas, los FGM pueden ser disefiaglos
fabricados mediante una ley de variacion predeterminada, de manera tal que el contenido en
porcentaje de los dos 0 mas materiales que constituyan al nuevo material, permitan obtener las
propiedades requeridas pasa aplicacion especifica.

En virtud de las caracteristicas favorables citadas, diversas areas de la ingenieria estan
desarrollando numerosos estudios acerca del comportamiento estatico y dinamico de
estructuras resistentes constituidas por FGM, asi cemla implementacion de nuevas
tecnologias de fabricacidon. El principal objetivo es sin duda, innovar en las modernas y
futuras aplicaciones ingenieriles.

El presente trabajo trata sobre el andlisis delas vibraciones libres en el plano transversal, de
vigas Timoshenko construidas parcial o totalmente por FGM. El material se asume variable
en el sentido longitudinal de la viga, por lo cealenomina AFG (por su nombre en inglés:
Axially Functionally Graded). Se considera la presencia de cambios bruscos (egcalon)
graduales en la seccién transversal de la viga. Para resolver el problema dinamico de la viga
AFG se recurre a la implementacion de los métodos de RayleighHRitko( et al. 201%
Cuadratura Diferencial Generalizadau(y Wu, 2003 y Elementos FinitosRossi, 200Y.

2 GENERALIDADES DEL MODELO DE ANALISIS

El modelo de viga Timoshenko AFG desarrollado, de dos tramos, permite adosar una masa
puntualm en cualquier posicion dentro dalongitudL. La viga presenta seccion transversal
A de doble simetria (rectangular), de anbhg alturah. Ademas,A puede variar de manera
ahusada en la direccién axial y a cada tramo se le pueden adjudicar propiedades AFG
distintas. El ejex, con origen el extremo izquierdo de la viga, coincide con el eje neutro (en
la posicion sin flexionar) y el ej§ es perpendicular &l en el baricentro de la seccidén

transversal inicial. L&igura 1presenta un esquema del modelo desarrollado.
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Figura 1: Esquema general del modelo.
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Cada parametro geométrico y del material, posee un primer subindice que identifica el
extremo del tramo al que se esta haciendo referencia, “0” para el extremo izquierdo y “1” para
el derecho. A continuacidivs subindices “1” y “2” indican el tramo en consideracion.

3 LEY DE VARIACION PARA LAS CARACTERISTICAS GEOMETRIAS Y
PROPIEDADES DEL MATERIAL

Las vigas con seccién transversal variable y constituidas por material AFG, cuyas
propiedades elasticas en consideracionisa modulo de Yound; el modulo de corte y
la masa por unidad de volumen, requieren una expresion que describa la variacion de una
propiedadT (X) (del material o geométrica) segin su eje

T(X)=T £(X) v xe[0. U, (1)
con T, como valor inicialy asumiendo una ley potencial para dicha variacion:
Q=1+ L 1) X)
fT(x)_l+[_|_0 1]( Lj : 2)

donde n es el exponente que determina el grado de variacion de la funcion. Luego, las
caracteristicas geométricas y propiedades del material quedan definidas como:

E(X)=E (X, A¥=G (¥ p(H=po J(7}.
|()7):|0f|()_(), A(R)Z'AG fA(j()’ t(_x): B J(_);' I('_)): h hf(_*;

donde | es el momento de inercia de la seccién transveksaEl material se considera
iSOtropo G(x) = E(%)/ 2(1+v), por lo tantof, ()= f,(X), y v esel coeficiete de Poisson.

3)

4 METODOS APROXIMADOS
4.1 Método de Rayleigh-Ritz

Para la determinacion de los coeficientes de frecuencias naturales del sistema viga-masa
adosada, se parte dee expresion de la deflexion transversaly del angulo de rotacion
normaly (debido a la flexion), para sus modos normales de vibracion:

WX, ) =W(Rcos@ t) , v (=¥ (X)cosg t) 4)

donde o es la frecuencia natural circular de vibracién transversal de laWiga) y ¥ (X)

sonlas amplitueés del desplazamiento y del giro, respectivamente. Para el desarrollo de los
calculos, se considera la adimensionalizacién global de la coordenada eEpacadd las

amplitudes, respecto de la longitudde la viga. Ademas, se define la coordenadaomo la
posicion donde la seccidén puede presentar una discontinuidad geométrica o del material.
X W - L
Xx=—, W=— , ¥Y=V¥, =— 5
1 1 X=7 (5)

Luego, las amplitudes son aproximadas, de acuerdo con el megndadorma:

N

PRV, (9=3CR0) W= W x=jN§1 D o X (6)

Las C; y D, son constantes arbitrarigs(x) y q;(x) son funciones coordenadas que
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satisfacen las condiciones de borde esencialey, Ng determinan el nUmero de términos a

sumar. Sea adoptap= Nqg para el analisis.
El funcional de energia, para el problema de vibraciones en vigas, viene dado por:

I =Upi~ T 7)

max

dondeU ,, es la energia maxima de deformacior y, es la energia cinética maxima. Para
el caso de la viga de dos tramos, pueden escribirse como:

1 L(X)(d¥, (%)) d ’
Umaxzzj.:{El(xzz (X)[ dx(X)j +i,G(x) Ai(X)[ V:jé‘)(())—‘l’a(gj ] L dx+

: : 8)
%E[EZ(XEZIZ(X)[d\I;a;X)j *Ksz(X)%(@[deix—‘Pa(&] ] Ldx
Tmax=§w2{Jf[p1<xm(x)(vvl< 3 Bro( 3 1OPAO07 [+ [ ol X AN WOX L dx
©)

P (1 (X)(Fa00)' [} L 20" nf E(WC )+ £(¥a( )]

x, €s la posicion donde se ubica la masa adosadar, es la distancia que existe entre el

eje neutro de la viga y el centro de rotacion de la masa. Se asumg=gue=v, y ademas,
que los coeficientes de corte =«,=x, por tener los tramos la misma forma geométrica.

Seguidamente, se reemplazan las Efjself lasEcs. @) y (9), y posteriormente éstas en la
Ec. (7). Entonces, el funcional adopta la forma:

J[vvam,avaw]ﬁf{ BP0 6 WO x)z} ax ¢l o (rOf +

>, fAz(vva’(x)—‘Pam)z} dx G cjjs{ LA 2 g WO )ﬂ o

0 If{fplfAl(Wa(@)z+%(wa(@)2}dx+ C, CALZ{ £, fa (W) + fﬂ;‘;z(wa( 1)2} dx
M [(Wa00))" + € (¥a0R) ) (10)

con

df.
SJ_:L i’ %: i’ ﬂ,:z(l—i—‘/), fjlz_j
los \jlo2 K X

donde Q es el coeficiente de frecuencraferenciado a las caracteristicas geométricas de la

seccion inicial y a las propiedades mecénicas del material que la conshtwenrel

coeficiente de masas que relaciona la masa puntuabn la masa de una viga de material

homogéneo y seccion constarstes el parametro que tiene en cuenta la esbeltez de la viga.
A continuacion, el funcionasminimizado respecto a cada constante arbitf@ria D, )
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aJ[V\/a(X)a‘PaM]ZO ©i=12,..Np

oG
(11)

IR g - 10 Ng
o =12,

lo que da como resultado, un sistema de ecuaciones lineales:
Ci
R ={0}. (12)
J

Sea el determinante de la matriR la ecuacion de los coeficientes de frecuencmas, |
misma puede expresarse de la siguiente manera:

R=K - O*M (13)
donde
b
kji H]
. Xs ' ’ 512 1 i r %2
kii['v']zj.0 f fu R R +7 Eofpp|dx % (FLS P o |p+7 ef, o2 PP d
2 2
K;[ivf]}ﬁs[% fer fa P q’]dx— %QE[% f, fo P q’J dx (14)
2 2
kji[iwll =_J.OXS(% fEl fAl qj, Hj dx- c:t_c| J‘i[% sz fAZ qj, Hj dx
2 . 2 .
kji[j,n:.[:s[% ey fa quq']d)@r of qj&(% £, f. ¢ q] dx
2
m; m
1 C CA 1
i =— f.f dxr —2 f p) dx MT . §.9 0.3
m sizIo(l.llw) : [ (£ £ pp) | s
mj[i,r]zO
m; =0

mjj”v’]:_[:s( fplfAl q; Q) dx+ % C,;\JZ( ,Iz £ d g) dx qu 2 43

ki son los elementos que componen a la matriz de ridgidgzos m; a la matriz de masi .
Entonces, el problema de autovalores puede expresarse como:

KM 0% |=B- 2 |=0 (16)

con 2=+Q como los autovalores de la matsz
Para considerar las condiciones de borde (C.B.) clasicas de la viga, el método requiere

elegir una funcion coordenada que satisfaga al menos las condiciones de borde esenciales
Debido a que existen dos variables, estas funciones aproximantes no necesariamente deben
ser las mismas, en Tabla 1se presentan los polinomios elegidos para el analisis. El extremo

de la viga, segun las C.B. clasicas puede dstgibre), E (Empotrado) y A (Apoyado).
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C.B. p (%) q; (%)
E-L X x!
E-E | (x)X | (x-1x
E-A X (x-1)x
A-A X (x-1)x

Tabla 1: Polinomios para las distintas condiciones de borde clasicas.

4.2 Método de Cuadratura Diferencial Generalizada (GDQM)

Los coeficientes de frecuencias naturales, resultan de resolver un sistema de ecuaciones
analogas de cuadratura diferencial, es detsistema de ecuaciones lineales equivalente que
se obtiene de transformar el sistema de ecuaciones diferenciales gobernante.

Para implementar el método en el estudio de las vibraciones transversales libres de la viga
AFG, se parte del sistema de ecuaciones diferenciales correspondiente

1] ;{KG(R) A('x)[a”g't)—w(-x oﬂ POy Ay o0 (17)
0 o X, t _ o? t
2] W[E(x)l(x)a‘“‘a; ﬂ G(M»(‘MX )—w(xlj PRE aAuLE, (18)

Debido a que se esta considerando una viga de dos tramos, teniendo en cuentad)as Ecs. (
y (5), resulta conveniente la siguiente adimensionalizacién local (por tramo):

Tramol: x=%/, ,W=W/L ,V¥,=¥,

- = 5 (19)
Tramo2: x, =% /L, , W,=W /L , ¥,=¥,
Seguidamente, se determinan las ecuaciones gobernantes para cada tramo.
e Ecuacion [1]- Tramo 1 (Ec1y)):
[G0AGH (Wv)| 23 A3y w=0  con f=S0y =T (20)
! ne Pax T T dt
se reemplaza las EA.9) en la Ec. 20), entonces:
d [cE(XAR [d(Weos(ot) _ o (Weos( 9)
lex{ 2L+ v) ( L dx ¥y coq(at) || -p KA (X )— 0 (22)

Luego, se introducen las expresiones analogas de I8)Epefo adimensionalizadas por
tramo:

{on:bl[ fAl(Wl’ —‘I’l):|,+,001A01 fplfA 1a)2 LlW}COia)Qz 0 (22)

trabajando algebraicamente, se llega a la expresion:

’

&2 (LY [fﬂ’ fat fo
L

](wl'—%)+%(vw—w;) +0? W=0 (23)

fpl fAl pl
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De manera analoga, se obtienen las demas ecuaciones, recordando:qti ’;Zl'l%l .
e Ecuacion [1]- Tramo 2 (Ec10)):
[¥G.IAM) (W -v.)] ~pu 3 A X W=0 (24)
se llega a:
%12 CE L 2 |:fE2,fA2+ sz fA2,:| , sz " , ) 3
TC_p(Ej s fao (v _W2)+ﬂ(v‘4 —¥] )|+ @tw=o (25)
e Ecuacion [2]- Tramo 1 (Ec18)):
(L0 ¥ +x G ACY (W)= oL X U Y7,=0 (26)
se obtiene la expresion:
%12 L ? ! ! ’ " %14 fEl f,/.\l 4 2 _
> fll(flj (fer it fea 10 P fety e |+ Tm(wl—\y Jrorw =0 (27)
e Ecuacion [2]- Tramo 2 (Ec18)):
(L0, ) + KGO8 ACH W-02)-p L X I Xi7,=0 (28)

se llega a:

2(f . f +f f')‘P' ff W
» Ce( L (EZ 12t Tea Ty 2t Teals 2+%12%22&fE2fA2
el f,f, A C f,f,

(W-w,)+otv, -0 (29)
P p2 P P2
A continuacion, se definen los coeficientes de forma:

o, = fEi fAi + fEi fAi ;a2i :h ;ag — fEi fli + fEi fIi : a, = fEi fAi i=1,2. (30)
f/)i fAi pi fpl fli f 1:

a i

Con la finalidad de obtener las ecuaciones gobernantes analogas de cuadratura, la viga
AFG es discretizada en una grilla d& nodos de prueba, por tramo, del tipo Chebyshev
GaussLobato gong y Zhang, 2009

1 i—1 . _
X i :E{l—co (Nk—_);'[:|} coni=12,..N,y k=12; (31)
dondex; , esla coordenada espacial que ubica al nogio el tramdk de la viga. Siguiendo las

reglas de la cuadraturBdrt y Malik, 1997%, la derivada de orde() del desplazamientavy
el giroy para un punto de la griliapuede expresarse como:

d(ﬂ)\/\{<

dx“

N, s SAYY
_ (a) k
- JZ=:1 Rik V\ﬂk dx?

K K

Ny
:jz:;ll'h‘f)‘{’jk con k=12 (32)

dondeW, y ¥, son el desplazamiento y el giro del ngém el tramok, respectivamente.
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Los R se denominan coeficientes de ponderacion, para el orden de detvaggpueden
obtenerse a través de las funciones de interpolacion de Lagkargen( et al. 2008

N

[1(x,) = jzlgjnjﬂ()ﬁk - %) coni,j=1,2..N yk=12 (33)
ORI 1 () 1) R'k
Rije = (%=X ) TT(%) E%k ‘% X = X I (34)

ihj=12,..N,_ cornk= 12y para= j

Ny

Rl(llk) =7 Z. J F%? 'i%q)’ @1

j=lconj= i 1c0r] # (35)
ij=12..N_cok= 12ypara=j.
Aplicando la regla definida en la EGZ a las Ecs.43), (25), (27) y (29); y utilizando los
coeficientes de forma de la E20j, se obtiene la ecuacidn gobernante analoga de cuadratura
Lll\le+ L12V\{ 2t LlSle ;t Llﬂlj ~ 0?2 W,
1VVj1+ LZZ\M 2+ LZB\PJ' 1+ I—24IPJ- = QZ ViVZ coni .j = 2,3,...Nk -1 (36)
L3;|_\/vjl+ L32V\{ 2+ L33\PJ- 1+ L34‘*Pj = QZ ‘Pi ] Yy k:1'2

L41\le+ L42W 2t L43‘Pj it L44l{jj 2= Q? \Pi ‘

L, =- SO; [ﬁj I:all(xi ) El R'(?l +a (X)) El 5“12)1}’

S(LY
L13:$)ﬂ [_] |:all()ﬂl)+a21()$l)z R(J 1}

2 2 N N,

S0 C( L -
L,=-— N C_;KCJ |:a12(xi2) ngR*?z + ol X)) ]Z "_1“12)2}’

s2C (LY <
Ly, n C_p[EJ {alz()ﬁz)ﬁLazz()? 2 j§1 JDZ:I'
(37)

So

Loy =———a41(X9) Z R(l 1

, L 2 ) Ny 14
Lss =—Su [Ej {0‘31()?1) é:l Fﬁ)l +ay( X9 E‘l %2)1}“%0‘ A iXd

S S
L, =— 1ﬂ . 42(X|2)ZR(12’

44 = Sy (LLJ {0‘32()?2)2 F}‘)z +a o ?(2)2 F§2) } Sos /1%2 o o X))

Lyp=Lg=L,=L 0

Para constituir el sistema de ecuaciones del problema es necesario, ademas, obtener las
condiciones de continuidag de borde analogas de cuadratura. Las condiciones de
continuidad se deben cumplir para asegurar integridad del sistema. Estas implican que se deba
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satisfaceta compatibilidad, ex = x,, entre los tramos 1 y @elos desplazamientos y giros;
y ademas, de los esfuerzos internos de corte y momento flector.
¢ Desplazamiento:

W =W (38)
Considerando la adimensionalizacion de la E8): (
LW, = LW, (39)
¢ Giro:
P =P, (40)
ldem a la Ec.38) se considera la Ecl9), entonces:
P =, (41)
e Esfuerzo de corte:
KG9 A (W-P,)=x G( X A W= )+a* mYy (42)
Se reemplaza las EA9) en la Ec. 42):
A ) K LA (W w0t W (43)

A continuacion, se introduce la E8),(ya adimensionalizada segun la E®){(

Eozobl fe Tag (W' = W))— EO;A)Z feo fao (W, = ¥ ))=0" m LW (44)

=

T PorPo . .
Multiplicando porpoll—4°1°1al segundo miembro, y agrupando:
01 1 01" 01

o1 A N v _ B2 Az L il . _ o’p aAl  m
AL for fa Eoilos (Wl ‘Pl) ALy ez fAzEmI 01'6‘01(\/\/2 ¥ 2)_ Edow oAk W (45)

y considerando las expresiones definidas en lalfysé llega a la expresion:

5012 L v _ L — 0?2
MAE{fElfAl(VVl \Pl) CECA sz fAZ(VVZ \Pz)}_Q W (46)

La cual se transforma de acuerdo a las reglas de la cuadratura a:

s;l/li{f'ﬂ fu [le R(lll) VVl'i:N1 - ¥ ]Ji—NlJ_ ¢ Gt LZ[ZZ; FI?)Z VVJi:l - i—lj}zgz W:Nl (47)

j=:

e Momento flector:
E(XL(X) ¥, =E(J (Y, +0® mp ¥, (48)
Se reemplaza la E®)(y se introduce la ley de la Ed) (@l igual que para la Ec40)

’ ’

v v
11 toa iy T FRoele2 od o T : g2 .
EOfIlelEfIZsza)mr\P (49)
2

Multiplicando porLA‘“l‘4 al segundo miembro, y agrupando:

01" 01
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2

fey fll\{_/ B lo fes f|2\P " @ poPAol’ m fy 1

2 vy, 50
L ' Eulos L. ’ Eddoo Pofidk L' L ' (50)
Si se continla trabajando, considerando la Hi), ée obtiene la expresion:
L fEl fll ! fE2 fl 2 ’} 2 4

¥, -C.C ¥, =07, 51
M CZ{ L, 1 E v L 2 1 ( )

gue de acuerdo con las reglas de la cuadratura se transforma a:
L |fy f, i M) | ol feo |2Z | — 02y | . (52)

M C2 L1 ~ 2 i 1li=N,

Se ha considerado el caso geneatal que exista una masa puntual adosada en la
continuidad. En caso de que no hayaama®n dicha continuidad, solo bastaria con igualar
las expresiones encerradas entre llaves en lasfty. (62) a cero.

Por otra parte, las C.B. clasicas se presentan €abla 2 Y en caso de que la masa esté
adosada en uno de los extremos, se pueden visualizarf @olda3

C.B. x =0 x, =1
W, =0coni=1 W, =0coni=N,
E
¥, =0coni=1 ¥,,=0coni=N,
%R-(-l)w. —w_=0coni=1 %R-(-l) W, |-w.=0coni=N
= ij1 j1 i1 = ij2 j2 i2 2
L
ZR(,NP =0 con i=1 ZRI(]l%‘P =0coni=N,
],
W,=0coni=1 W,=0coni=N,
A Ny 1 . N, 1 .
jZ::lRi(jl) v, =oconi=1 EIRI(]% ¥, =0 coni=N,

Tabla 2: Expresion de las condiciones de borde clasicas segiin GDQM.

) S)lszEl fA1|:Z ) Wl . :| \/,\/1 con i= 1
ML | | x =0
_fElfll ZR(l)\P =Q*¥,, coni=1
Masa| Mc” L3
C C sz fA2 St)l ©) i
i2|= W, con i=
Mﬂ L2 z V\{z ir2 l\L X2_1
CC e, f, L ZRj(lz)\}/ \{fizconizNz
M ¢? L, =

Tabla 3:Masa puntual adosada en uno de los extremos de la viga.

4.3 Método de Elementos Finitos (MEF)

El elemento viga a utilizar es denominado cubico-cuadratico de dos rRaks, (200Y,
debido al orden de los polinomios con que se aproximan las variabteg . Cada elemento

posee una longitud =2a y un nodo en cada extremo, con dos grados de libgBad),
debido a las variables mencionadas. Bridaira 2se presenta el esquema del elemento.
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E=-1 &=/ a;(=l=séxl)

Figura 2: Esquema del Elemento Finito AFG.

Teniendo en cuenta que las funciones de forma permiten representar las elasticas estéaticas
de una barra sin carga en el tramo, surge la idea de imponer esta propiedacapatadet
elemento finito de viga Timoshenko. Entonces, hacieido0 y 7 =0 enlas ecuaciones de
movimiento,Ecs. (L7) y (18), y considerando una viga de un tramo de seccion transversal

uniforme y de material homogéneo, se obtienen las ecuaciones diferenciales de equilibrio
estatico:

o 0
[1] %G w\;v_%j -0 (53)
2
[2] El ‘;‘é’meA{%"—wj:o. (54)
Derivando la Ec.54) respecto a la variable y restando la EESQ), resulta:
63
6;3’ =0. (55)

Derivando dos veces la E&3] respecto a la variabley reemplazando en la E&S), se
obtiene:

o*w

ox*

=0. (56)

Sustituyend& = a&, las soluciones de la Ec85] y (56) son los polinomios completos:

WE) =g +as+as’+ ag’. (57)
w(&)=h+hS+he”. (58)
Introduciéndolos en las ecuaciones diferenciales en lasE}y. (64), se llega a:
~ (28, +68,5)- (8+ 206)= 0. (59)
El

5P+ 20,6 +3a6%)- 7 (2)- K GAp+ B+ BET)=0 (60)

Las Ecs.$9) y (60) se deben satisfacer para todo punto del elemento, entonces

1o B, po2, 3 __FE

b="a+—a; h=—3a; b=—2a con g=——". (61)

Derivando la Ec.57) respecto a y reemplazando la EGT) en la Ec. §8), la expresiéon
de la distorsiory que resulta es:
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low = 2¢a
= Y=L (62)
Luego, los cuatro grados de libertad del elemento tienen la siguiente forma:
W=w-)=g-a+3a-a
W =W+l =g+ as+a+ g
(63)

v, =y(-1)=(a+2pa,- 2a,+ 3a,) /a
v, =y(+1)=(a+2pa,+2a,+ 3a) /a

Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales se determinan los coefigientas a,

en funcion de los grados de libertag, W, ,y, y v,.Reemplazando en la Ec87) y (58) se
obtiene finalmente:

W(E) = Ny (§) W+ Nop(€) wi+ Niold) W No&) v o= N(E]{S (64)

(&) =N,,(&) W+ N,,(&) wi+ N, &) wr N (&) w,=[ N©& (.} (65)

donde las ocho funciones de interpolacién adoptan la siguiente forma:

1
N, (€) = 4(1 ¢)[2(1+¢) 3+ B E+&)

N,o($) = [L+4-&—(Lg)* +&°]

4(1 ¢)

Nus(€) = 2 ¢)[2(1+¢)+3(1+w &)

(66)

Nw4 (5)

Hir ¢)[ —1-g—E+ L+ g)* +&° ]

N, (&)= 4(1 ¢)[ 1+&°]

N, (&)= [-1+2p- 20+ g+ F* |

4(1 9) (67)

N,(5)= =N,,(5)

4(1 ¢)[ )=

N, 4(£)= 1+ 2%+ 2L+ g+ & |

4(1+ ¢)[
paraé =X/ a,(—ls £<1).Y ladistorsiony del elemento queda expresada como:

0
7(&) :i%_v/(é): Nyl(é) W+ N72(§) 2% N/3(§) W+ N4(§) V/zzi[ I\J(g)]{é‘e}

¢ .
con N”:_N”:_Z(lw))a ; N,=N,=aN

(68)

Seguidamente, se obtienen las matrices de masa y de rigidez del elemento.
La matriz de masa del elemento se obtiene de sustituir los veldtio(g¥y[ N, (¢)] en la
expresion de energia cinética:
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:_jp X)( W %) dx = jp Xy (¥ dx
=518} J P A [N [ NE)] acf{a‘e}%{ée}‘ flp< ¥ O NO][ V@] agld
-3 o) 9

[m]= a{J P() AN [ NGO T N@] d‘+jlp( X (x[ O Mo a}.

Como se menciono al principio, el modelo debe contemplar una masa puntual adosada a la
viga. Al considerarse el efecto de inercia traslacional y rotacional de la misma, deberan
sumase dos términos a la matriz de masa del elemento, definida en 1&3cqge lleve
dicha masa. El algoritmo desarrollado, plantea ubicarla en el nodo derecho del elemento, es
decir, en& =1. Por lo tanto los términos que se deben adicionar son:

N, @] [N,@]+ mE[ N @] [N @) (70)
Por otra parte, para obtener la matriz de rigidez del elemento se reemplazan los vectores
[NW’ (5)} y [Ny(.f)] en la expresion de la energia de deformacion. Sea:

e d(;):éN“’,(g){ée}’ (71)
entonces:
e%iE(X v [ GOy AN Kv( Y o
IE o [N @][ve] df{ffe}%{o‘e}‘ iLWM(:)T[N@] E(5,)
=§{ae}t[ke]{5e} (72)

[ke]=5{le(X)'(X)[N,'(é)}t[N/(é)Jd§+f<le( ¥ Ax[ V][ No)] 5}-

Seoptd por un mallado regular, es decir, todos los elementos con la misma longitud. De
esta manera la semi-longitud del elemento viene dada por

L

o (73)

e

donden, es el nimero de elementos.

El elemento desarrollado de forma genérica se implementa para los dos tramos. La
necesidad de generar otro tramo depende de la existencia de alguna singularidad del material
(cambio de ley de distribucion), geometria (cambio brusco o de forma) o bien se adose una
masa. Ademas, todas estas singularidades pueden producirse en una misma coordenada

Debido a que se considera una viga AFG de seccion variable, estas matrices iran
cambiando, elemento a elemento, ya que las propiedades del material y las caracteristicas
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geomeétricas poseen una ley de variacion que depende de la coorgeBEhdamoceso de
ensamblado es idéntico al de una viga de seccidn constante y de material uniforme.

Para considerar las distintas condiciones de borde clasicas, el método so6lo anula las
condiciones esenciales (desplazamiento y giro) conocidas. Basta, entonces, con eliminar las
filas y columnas correspondientes,las matrcesresultantes de masa y de rigidez.

5 RESULTADOS NUMERICOS

5.1 Casos de comparacion

El grado de certeza que brinda un método, sobre la solucion de un problénajresro
gue se debe comprobar. Seguidamente, los métodos aproximados desarrollados son
contrastados con dos casos particulares disponibles en la literatura.

5.1.1 Viga de material homogéneo en voladizo:

Co 0.0 0.5
Ch GDQM M.R-Ritz MEF DTM |GDOQM M.R-Ritz MEF DTM

3.42466 3.42466 3.42466 3.424664.15186 4.15186 4.15186 4.15186
15.8905 15.8905 15.8905 15.8905 16.9642 16.9642 16.9642 16.9642
35.4301 35.4301 35.4301 35.4301 36.3101 36.3101 36.3101 36.3101
56.8910 56.8910 56.891056.891057.6759 57.6759 57.6759 57.6759
79.3608 79.3608 79.3608 - 80.0873 80.0873 80.0873 -

3.56054 3.56054 3.56054 3.56054 4.29314 4.29314 4.29314 4.29314
15.3528 15.3528 15.3528 15.3528 16.3651 16.3651 16.3651 16.3651
33.7876 33.7876 33.7876 33.7876G 34.6531 34.6531 34.6531 34.6531
54.7561 54.7561 54.7561 54.7561 55.5115 55.5115 55.5115 55.5115
77.1391 77.1391 77.1391 - 77.7984 77.7984 77.7984 -

3.76227 3.76227 3.76227 3.762274.50198 4.50198 4.50198 4.50198
14.6448 14.6448 14.6448 14.6448 15.5954 15.5954 15.5954 15.5954
31.6239 31.6239 31.6239 31.623932.4786 32.4786 32.4786 32.4786
51.6225 51.6225 51.6225 51.622552.3699 52.3699 52.3699 52.3699
73.4126 73.4126 73.4126 - 74.0525 74.0525 74.0525 -

411768 4.11768 4.11768 4.11768 4.86899 4.86899 4.86899 4.86899
13.7574 13.7574 13.7574 13.7574 14.6445 14.6445 14.6445 14.6445
28.6360 28.6360 28.6360 28.6360 29.4779 29.4779 29.4779 29.4779
46.8288 46.8288 46.8288 46.8288 47.5848 47.5848 47.5848 47.5848
67.1978 67.1978 67.1978 - 67.8538 67.8538 67.8538 -

®

0.2

0.4

0.6

0.8

a b~ WODNPFRPOPWODNMNPFRPOBSMWOWDNRPRPOPMWODNPRE

Tabla 4: Coeficientes de frecuenci@ = @ L./ pA, | E |, viga de material homogéneo en voladizo

El primer caso a comparar corresponde una viga Timoshenko rotante, de seccion
transversal rectangular y doblemente ahusada; estudiadazgomusy Kaya (2008) Estos
autores obtuvieron los primeros cuatro coeficientes de frecuencias, empleando el método de
transformacion diferencial (Differential Transform Method-DJM:-a ley de variacion que
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optaron para la variacion de los parametros geométricos fue

b(x) = b (1- >§n; 3= p(1- ¢ X" con = 1—% , = 1—% y

En particular, se compara el caso en que la velocidad de rotacion esadat y
E/xG=3.059.En laTabla 4 se pueden apreciar los distintos casos comparados.

Los coeficientes de frecuencias determinados reflejan una excelente concordancia para
todos los casos. Se recuerda que Rayleigh-Ritz brinda cotas superiores a los valores buscados.
La precision se obtuvo de un minucioso analisis de convergencia. Se implementan 23 nodos
en GDQM, 20 términos de polinomios en Rayleigh-Ritz y 3000 elementd&F.

R 1 (74)

5.1.2 Viga AFG con distintas C.B. clasicas:

C.B.

o

GDQM

M.R-Ritz

MEF

Shahba e
al. (2011)

Huang et
al. (2013)

Zhao et
al. (2017)

E-L

3.93579

3.93579

3.93574

3.9359

3.93579

3.93585

15.1533

15.1533

15.1533

15.1577

15.1533

15.1540

31.2239

31.2239

31.2239

31.2638

31.2239

31.2257

47.5836

47.5836

47.5837

47.5857

47.5871

62.7344

62.7344

62.7346

47.7164

10.8007

10.8007

10.8007

10.8007

10.8011

25.6179

25.6179

25.6180

25.6179

25.6194

42.6474

42.6474

42.6476

42.6478

42.6502

58.8528

58.8528

58.8532

58.8595

58.8588

62.7800

62.7800

62.7802

E-E

12.4633

12.4633

12.4634

12.4689

12.4633

12.4691

26.3804

26.3804

26.3806

26.4153

26.3804

26.3822

42.9607

42.9607

42.9609

43.0904

42.9611

42.9636

59.3916

59.3916

59.3919

59.6829

59.4023

59.3958

68.0580

68.0580

68.0583

A-A

7.65276

7.65276

7.65281

7.6545

7.6529

23.7126

23.7126

23.7127

23.7369

41.7042

41.7042

41.7044

41.8210

57.7613

57.7613

57.7616

57.8739

OGP IWINIPIOHRR WINIRIOERIWINFPIOIRR WINIPEP

60.1514

60.1514

60.1517

Tabla 5: Coeficientes de frecuencias para viga AFG con C.B. clasicas.

El segundo caso en consideracion, es una viga Timoshenko AFG de seccién transversal
ahusada. Este caso fue estudiado por varios autores, entre ellos calfehaitéa et al.
(2011) empleando MEFHuang et al. (2013htilizando un método de transformacion por
variable auxiliar yZhao et al. (2017nediante la teoria de polinomios de Chebyshes dos

materiales constituyentes son: zircq@eO,)y aluminio(Al), cuyas propiedades son:
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(2r0,): E, = 200 GP%, p, =5700kg /n?; (Al):E, =70 GPg, p, = 2702kg /nf. La ley de

variacion del material es no lineal, con=2 de acuerdo a la Ec2)( Ademas, adoptaron
s=10,x=5/6, v=0.3 y seccion ahusada cgh=0.1 para la siguiente ley

AX=AL-BX; I(N=1,(1-# X con xe[0] (75)

Los primeros cinco coeficientes de frecuencias, para distintas condiciones de borde, se
encuentran tabulados enTabla 5

Se observa muy buena correlacion entre los resultados. Los métodos empleados, presentan
mayor semejanza con el trabajo&ieo et al. (2013)as precision, para GDQM y Rayleigh-
Ritz se mantuvo utilizando 23 nodos y 20 términos de polinomios, respectivamente; pero para
MEF fue necesario incrementar a 6000 elementos.

5.2 Casos propuestos

En el estudio del comportamiento dindmico de este tipo de estructuras, la cgntidad
variabilidad de parametros que intervienen, permiten generar una gran diversidad dd casos. E
presente estudio solo desarrolla algunos casos puntuales, considerando el material AFG
propuesto porSu et al. (2013)El cual esta constituido por dos materiales: aqewy

aliminaAl,0,),cuyas propiedades sdg;, =210GPs¢ p, =780y /n7, En 0, =390GP,
Pup, =396(kg /N7 y sus respectivas relacionés,, / E,, =1.857y p,, / p,, =0.508La
alumina evidencia ser un material mucho mas rigido y a su vez mas liviano que el acero.

AFG AFG / Acero
i
***************** ® >
3
Sle
I ™ L
L
a) Caso A: Viga en voladizo
AFG AFG / Acero
m
——————————— =
:.\_1
<l
L A
b4

c) Viga Simplemente Apoyada

Figura 3: Esquemas de casos propuestos para vigas AFG.
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Gilardi et al. (2015, 2016)han demostrado que implementar materiales AFG en vigas,
permite obtener coeficientes de frecuencias mayores en comparacion a vigas constituidas por
material homogéneo. Desde el punto de vista de la rigidizacién diné&ieza la frecuencia
fundamental de la viga de la frecuencia de funcionamiento de un equipo (motor adosado);
disminuye las posibilidades de que se produzca el fenbmeno de resonancia.

Por otra parte, han evidenciado que una masa adosada, ademas de disminuir los
coeficientes de frecuencia, es un factor determinante en el momento de elegir la composicion
del material AFG a utilizar.

Las composiciones a utilizar en el presente trabajo contemplan las conclusiones de las citas
descriptas anteriormente, por lo que se pone énfasis en comparar los métodos desarrollados.
Para todos los casos se considera los pardmeted40,x=5/6,yr=0.3 y que los
coeficientes de frecuencia estan referenciados a una viga homogénea de aceaxigrde se
transversal constante.

La Figura 3presenta esquemas que seran de utilidad, para interpretar los casos propuestos.

Co 0.2 0.4 0.6
Ch GDQM M.R-Ritz MEF |GDQM M.R-Ritz MEF | GDQM M.R-Ritz MEF

2.42561 2.42561 2.425612.40411 2.40411 2.404112.36506 2.36506 2.36508
14.8539 14.8539 14.8539 14.6826 14.6826 14.6826 14.3197 14.3197 14.3197
30.2159 30.2159 30.215928.1697 28.1697 28.1697 25.3897 25.3897 25.3897
41.7565 41.7565 41.756540.7071 40.7071 40.7071 39.6686 39.6686 39.6686
63.1745 63.1745 63.174562.8410 62.8410 62.841062.4317 62.4317 62.4317
227912 2.27912 2.279122.24026 2.24026 2.24026 2.18201 2.18201 2.18201
13.5028 13.5028 13.5028 13.1713 13.1713 13.171312.5484 12.5484 12.5484
26.0297 26.0297 26.0297 24.2600 24.2600 24.2600 22.1086 22.1086 22.1088
40.0712 40.0712 40.0712 39.3568 39.3568 39.3568 38.6020 38.6020 38.6020
61.7283 61.7283 61.728361.4552 61.4552 61.455261.1114 61.1114 61.1114
2.09308 2.09308 2.09308 2.03658 2.03658 2.03658 1.95936 1.95936 1.95936
11.5134 11.5134 11.513410.9659 10.9659 10.9659 10.0741 10.0741 10.0741
21.5758 21.5758 21.5758 20.4153 20.4153 20.415319.1444 19.1444 19.1444
37.9323 37.9323 37.9323 37.5386 37.5386 37.5386 37.0828 37.0828 37.0828
59.7458 59.7458 59.7458 59.5675 59.5675 59.567559.3251 59.3251 59.3251
1.84456 1.84456 1.844561.77086 1.77086 1.77086 1.67563 1.67563 1.67563
8.51871 8.51871 8.518717.84937 7.84937 7.849376.93126 6.93126 6.93126
17.4609 17.4609 17.4609 17.0091 17.0091 17.0091 16.5381 16.5381 16.5381
35.1154 35.1154 35.1154 35.0003 35.0003 35.0003 34.8382 34.8382 34.8382
56.7840 56.7840 56.784056.7370 56.7370 56.7370 56.6436 56.6436 56.6436
1.46988 1.46988 1.46989 1.38087 1.38087 1.38087 1.26968 1.26968 1.26968
4.49189 4.49190 4.49190 4.03071 4.03071 4.03071 3.46333 3.46333 3.46333
13.7900 13.7900 13.7900 13.8254 13.8254 13.8254 13.8731 13.8731 13.8731
30.8706 30.8706 30.8706 30.9939 30.9939 30.993931.1198 31.1198 31.1198
51.6107 51.6107 51.6107 51.7296 51.7296 51.7296 51.8457 51.8457 51.8457

e

0.2

0.4

0.6

0.8
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Tabla 6: Coeficientes de frecuencia para viga AFG con (’Msal)
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5.2.1 Viga AFG en voladizo con masa:

Semodela una viga AFG cantiléver de un tranib, =0) en laFigura 3a) y con masa
puntualm adosada en el extremo libre. La composicion del material AFGNgS,—Ac)y
varia linealmente, es decir, cam=1.Se eligeM =1 y c=r,/L=0.1, luego m tiene la
misma magnitud de masa que una viga de seccion transversal constante y homogénea de
alimina (m,iga:pA,zoz AL), debido a quep, =p,,0,- La viga presenta ademas, seccion

transversal ahusada con andhy alturah variando de forma linealn(=1), de acuerdo con
la Ec. (74).

En la Tabla § se presentan los coeficientes de frecuencia obtenidos. Se observa una
excelente correspondencia en los resultados. La precision se obtuvo, utilizando 23 nodos en
GDQM, 20 términos de polinomios en Rayleigh-Ritz y 3000 elementos en MEF.

5.2.2 Viga en voladizale dos tramos con masa:

Se modelan dos casos particulares de vigas en voladizo. Las vigas poseerb ancho
constante en ambos tramos y paaa propiedades de los materiales AFG se asume |

composicionAl O, -Ac) con ley de variacion linealn(=1), segun la Ec.2). Ademas, se
consideraM =1, para la masa a adosacyr, /L =0.1

Caso A:corresponde a una viga cuyo primer tramo posee ditwariable conn=1, y
propiedades de material AFG. El segundo tramo comienzg er0.67y se contempla la

posibilidad de gue sea totalmente de acero [1] o bien de material AFG [2]. EI modelo se
puede apreciar en Eigura 3a)

Caso B:modifica la geometria del Caso A, considerando ahusado a los dos tramos. Como
muestra la&igura 3b)

Los coeficientes de frecuencia del Caso A y B se presentan Babla 7y Tabla 8
respectivamente.

hy | hy | hy g
— | — |—|Caso A Q Q Q Q Q Solucion
oy | Moz | Py, ' ? : ¢ °

05| 1 1 1.60234 8.62948 17.8385 32.6208 51.0664 GDQM

[1] |1.602368.6295617.8386 32.6210 51.0668 M.R-Ritz
1.60234 8.62948 17.8385 32.6208 51.0664 MEF
1.6782(09.78112 19.0898 36.9016 56.6207 GDQM
[2] |1.680179.79289 19.0998 36.9308 56.6707 M.R-Ritz
1.67831/9.78174 19.0911 36.9037 56.6262 MEF

Tabla 7: Coeficientes de frecuencia para viga AFG en voladizo de dos tramos C((M‘ﬂ@.ﬂ;)t

Para el Caso A[1l] y B[1] se emplearon 30 términos de polinomios Nd&RaRitz, 23
nodos en GDQM y 3000 elementos en MEF; y para el Caso A[2] y B[2] hubo que aumentar el
namero de elementos a 5000 en MEF.

Se observa muy buena semejanza en los resultados. En particular, en los casos A[1] y B[1]
se aprecia menor diferencia, entre los métodos, que en A[2] y B[2]. Ademas, se puede
evidenciar el efecto de rigidizacion, al implementar un material AFG en el tramo 2.
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My

M,

M,

Caso B

Q

Q)

Q3

Q4

Qs

Solucién

0.8

1.33

0.67

[1]

2.03422

8.49449

16.402]

32.3743

52.5980

GDQM

2.03740

8.50322

16.4208

32.3834

52.6803

M.R-Ritz

2.03460

8.49705

16.4059

32.3759

52.6031

MEF

[2]

2.14768

9.56409

17.6804

36.3017

58.6103

GDQM

2.14794

9.56491

17.6828

36.3045

58.6263

M.R-Ritz

2.14790

9.56675

17.6835

36.3054

58.6165

MEF

Tabla 8: Coeficientes de frecuencia para viga AFG en voladizo con(rMasal).

5.2.3 Viga AFG simplemente apoyada:

2183

Se modela una viga AFG simplemente apoyada contemplando la posibilidad de una masa
puntualm en la mitad de la longitud de la viga. La viga presenta seccion transversal ahusada
con anchob constante y alturd variando linealmente, de acuerdo con el modelo que se
puede apreciar en laigura 3c) La composicion de los materiales se considera que varia
linealmente (1=1), con acero en los vinculos y alimina en el centro del tramo.

Se eligeM =1y c=r,/L=0.1, pero ahoran tienen la magnitud de masa de una viga de

acero y de seccion transversal constz{m’(ga = Pac AL) v Por= Phc-

En laTabla 9 se presentan los coeficientes de frecuencia hallados para las vigas AFG.

hy
M

hy
My,

h,
M,

M

Q

Q)

Q3

Q4

Qs

Solucién

1

1

1

0

12.5188

34.0832

59.9574

74.2842

81.9485

GDQM

12.5196

34.0836

59.9575

74.2859

81.9506

M.R-Ritz

12.5202

34.0869

59.9640

74.2920

81.9570

MEF

6.3891(Q

28.4106

42.9647

47.6632

79.0360

GDQM

6.39564

28.5151

43.3285

48.1388

79.2358

M.R-Ritz

6.38951

28.4130

42.987

47.6668

79.0436

MEF

0.5

8.56276

28.8498

54.7384

78.6673

83.0437

GDQM

8.56419

28.8503

54.7393

78.6674

83.0451

M.R-Ritz

8.56263

28.8508

54.7420

78.6744

83.0570

MEF

3.58797

18.1407

35.4786

35.8805

79.7044

GDQM

3.59132

18.5886

35.8147

36.7066

79.7569

M.R-Ritz

3.58758

18.1386

35.4799

35.8813

79.7150

MEF

Tabla 9: Coeficientes de frecuencia para viga AFG simplemente apoyada.

La correspondencia en los resultados obtenidos es muy buena y permite apreciar la
reduccion de los coeficientes de frecuencia, como efecto de adosar una masa a la viga. La
precision se obtuvo, utilizando 23 nodos en GDQM, 30 términos de polinomios en Rayleigh-
Ritz y 6000 elementos en MEF.
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6 CONCLUSIONES

El estudio desarrollado, permite dar certezas de que los métodos aproximados de Rayleigh-
Ritz, Cuadratura Diferencial Generalizada y Elementos Finitos brindan gran eficiencia y
precision en laesolucién de esta clase de problemas.

La complejidad de los casos propuestos, pone en evidencia el comportamiento de los
métodos. Los métodos de Rayleigh-Ritz y MEF requieren aumentar el nimero de polinomios
a sumar o la cantidad de elementos, respectivamente; para lograr la precision en los resultados
que GDQM obtiene empleando solo 23 Nodos. Este ultimo método, permite considerar muy
bien las singularidades, converge muy rapido y usa muy poco tiempo computacional. En
cambio, al método energético de Rayleigh-Ritz posee mas complicaciones para aproximar
cambios bruscos, dado a que utiliza funciones contiyuslEF requiere un gran nimero de
elementos y mucho tiempo computacional, pero logra representar las singularidades mejor
gue Rayleigh-Ritz.

Por otro lado, quedaron demostradas las ventajas estructurales de utilizar FGM en el disefio
de vigas y el efecto de la masa adosada en la reduccién de los coeficientes de frecuencia.
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