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Resumen El andlisis dindmico de vigas es un campo amgidgen estudiado por infinidad de
investigadores por ejemplo cuando existen cargassversales oscilantes sobre una viga y por otra
parte ha sido también ampliamente tratado el caswuilttaciones libres de vigas cuando existe la
accion de una carga axial. En este trabajo sedfgieoblema de vibraciones de vigas uniformes con
extremos elasticamente restringidos sometidas gagaxiales y cargas transversales que varian su
intensidad armonicamente. Se presenta la ecuadémrntial y el problema de contorno obtenidos
mediante el uso del célculo de variaciones aplicatl@aso de una viga Euler-Bernoulli con
restricciones elésticas. La solucion del problematstiene en forma exacta mediante el método de
variacion de parametros. Se presentan resultadogibdaciones forzadas de la viga cuando se
encuentra solicitada con una carga transversahblaren el tiempo y a su vez se encuentra sol&itad
con una carga axial. Se incluyen resultados deda &nalizando el efecto de la combinacion de
ambas cargas descritas.
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1 INTRODUCTION

El andlisis dinamico de vigas es un campo amplianestudiado por infinidad de
investigadores por ejemplo cuando existen cargas\ersales oscilantes sobre una viga y por
otra parte ha sido también ampliamente tratadasb de vibraciones libres de vigas cuando
existe la accion de una carga axial. A continuagénpresentan solo algunos trabajos
existentes sin la intencion de realizar una revid®ta bibliografia.

En cuanto al desarrollo del método propuesto, szan las técnicas del calculo de
variaciones desarrollado en una gran variedad xtestesobre los aspectos tedricos y las
aplicaciones en la determinacion de problemas ddeoonm Gelfand y Fomin, 1963;
Troutman, 1996; Giaquinta y Hildebrandt, 1996; Dy®hames, 1973; Kantorovich y Krylov,
1964; Hildebrand, 1965; Weinstock, 1974; Elsgol&62; Grossi,2010

El tratamiento de las condiciones de contorno estricciones elasticas en los extremos,
que permite generar infinidad de condiciones deacon incluyendo las condiciones clasicas,
fue presentado por varios autor€sgnt, 1975; Hibbeler, 1975; Maurizi et al., 19T®el
19764, b; Grossi y Laura, 1982; Nallim y Grossi999 También fue tratado en numerosos
trabajos el problema de vibraciones libres de vagasrestricciones elasticas intermedias.
Rosa et al. (1995oncretaron un estudio sobre vibraciones libregigis de espesor variable
con restricciones elasticas intermedidsenas y Grossi (1999eterminaron soluciones
exactas y aproximadas para una viga uniforme corexiremo y un punto intermedio
elasticamente restringidossrossi y Albarracin (2003determinaron las frecuencias de
vibracion de una viga con restricciones contraciotay contra traslacion en los extremos y
en un punto intermedidraffo y Grossi (2012)ealizaron un estudio de sensibilidad sobre las
primeras frecuencias naturales que consiste emflieencia de la posicion y el valor de una
restriccion elastica intermedia en vigas con r&tuléermedias.

En cuanto al problema de vibraciones forzadisnbill y Rossit (2002)estudiaron el
problema de vibraciones forzadas de una viga csinigeiones elasticas rotacionales en los
extremos, con un sistema masa-resorte en un puatgomiedio excitado con una fuerza
oscilante.Abu-Hilal (2003) obtuvo la respuesta dinamica de una viga Eulendéli con
cargas concentradas y distribuidas, por medio dgbdo de las funciones de Green, para
vigas de uno o varios tramos, con una o variasasaygdiferentes tipos de apoyos en los
extremos.Bambill et. al (2003)obtuvieron la solucion exacta del problema deadlunes
forzadas de una viga en voladizo, con una masd extremo libre sobre la cual actiua una
carga concentrada oscilant&/u (2005) presentd una solucion clasica al problema de
vibraciones forzadas de vigas y barras con contksiale desplazamiento en los extremos.

En Raffo (2015)se presentan resultados de vibraciones forzadasnadeviga con un
namero arbitrario de roétulas elasticas intermediaando actla una carga transversal
oscilante.

La revision anterior de la bibliografia muestra quign no se ha presentado la solucion
exacta del problema de vibraciones forzadas des\dga una rétula intermedia cuando existe
una carga axial actuante, que es el propositordsepte trabajo.

Se presentan comparaciones de resultados con atroses y se presentan nuevos
resultados de vibraciones forzadas de vigas comaink intermedia y cargas axiales.
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2 PROBLEMA DE CONTORNO Y TRANSICION
Sea una viga de dos tramhsCI] y [cl,l] gue ejecuta vibraciones transversales y esta
sometida a una fuerza externa transversal dadaumerfuncion ¢ = q(:n,t) de direccion

opuesta al desplazamiento transveisal estd sometida a una carga de tensiéng(:z) alo

largo de toda la viga. Los extremos y puntos inéslios de la viga estan elasticamente
restringidos contra rotacion y traslacion, tal coseomuestra en Iaigura 1 Los vinculos

rotacionales estan caracterizados por los coefesede rigidezr;, n, y r y los vinculos

traslacionales pot,, ¢, y t .

u LAY
(Eﬁg
(D)

11
Y

Figura 1: Sistema mecanico en estudio.

Si el desplazamiento transversal de la linea maali@@spondiente a un puntoy en un
instantet, es descrito por la funciém = u(x,t), Vr € [0, l], la energia cinética de la viga

antes descrita esta dada por

B =51, o) (=) 5

donde,(pA> =pA, i=12 es el valor de la funcion resultante del produteida densidad

i

—t(x, t)] dz D

por el area de la seccion correspondiente al tragna.

De acuerdo con la teoria del modelo de Euler-Belintalenergia potencial total debida a
la deformacion elastica de la viga, la carga trarsal, la deformacion por la tension axial y
las restricciones elasticas, esta dada por
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donde las notacione8", 7, ¢ y ¢ indican que se usan limites laterales y derivadas
laterales y el product()EI)_ = E1,i=1,2 denota la rigidez a la flexion correspondiente a

cada tramo.
El principio de Hamilton establece que de todastadiguraciones posibles que el sistema

puede tener, al pasar de una configuracion dada erstante! a otra dada en un instarte

la que realmente adopta es la que hace estacioamafimcional energéticoR@affo, 201%
Grossi y Quintana, 2008

_s(x)[%(m,t)]z “agfot)u(et)as+ [|(o4) (2) 8—Z($,t>]2
(e (@[32; (x,t>]2 ()22 (o tuld)| @

con el espacio de funciones admisibles dado por
D = {u;u(m,-) €’ [ta,tb],u<-,t) € C([O,l]),u(-,t) cC’ [O,C],
s (4)
u(-,t) eC [c, l],u(m, ta),u<x, tb) dadas,Vz € [O, l]}

La condicion de funcional estacionario que requarprincipio de Hamilton se formula
matematicamente mediante el planteo:
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5F(u;v) =0,YveD, (5)
dondeD es el espacio de direcciones admisibles y esia jiad

D = {v;v(m,-) €’ [ta,tb],v(-,t> € C([O,l]),v(-,t) eC’ [O,C],

v(-,t) ec! [c,l],v(m,ta) = v(m,tb> =0,V € [()J]}_ (6)

El desarrollo de las técnicas del calculo de vaes Grossi, 201D permite obtener que
la funcién v debe satisfacer las ecuaciones diferenciales:

) ()3 0)+ 25 ) (20 - o) )

oz
Vz € (O,l),z' =1,2,¢t>0,

+ q(m,t) =0, o

con las siguientes condiciones de contorno, treimsiccompatibilidad del desplazamiento en

r==c:
724 (0%0) = (B1), Z4(ov), ®)
o) =sfo) 24(0%1)] - %[(ml o (o+,t)], ©
w24 (1me) = —(Br), 24(10), 10)
()= 2 (), 2 (z,t)] ~o(a) 22 () 1)
| 2 ) - %(C,t)] 0o )= (1) L), (12)
. [%(Cat) o t)] = (1), 22 e ) (19
S e e S o I
N\Ou( N\ Oouy |
—s(c )8_Z(C t)-l—s( )O_Z(C t)
wlc,t)=wlc",t), (15)
[e72t) = wle"1)
dondet > 0.

Las ecuaciones3) a (L1) corresponden a las condiciones de contornoclasctonesi?) a
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(15) corresponden a las condiciones de transicion.

3 VIBRACIONES NATURALES

Para realizar un analisis de vibraciones libres terdeénar los modos normales de
vibracion del sistema mecanico se deben deternosavalores de las frecuencias naturales
para los cuales las ecuaciones diferencidlegnen como solucion no trivial

u, (m,t) = ium (m)cos wt, 1 =1,2, (16)

n=1

dondeu,_ corresponde al moda —ésimo de vibracion natural. Si se incluye el cand#o

variablesz = z /[ en las Ecs.) a (15), y se considera qL(epA) , larigidez a la flexion

son constantes entfe y /. La solucion exacta del problema mecanico en estestia dado
por (Grossi y Quintana, 2008

u, (f) = A cosha T + A sinha T + A, cosbT + A sinbz, VI € [0,5], (17)

u,, (f) = A cosha, 7 + A sinha,T + A cosbT + A sinbr, V7T € [E, l], (18)

2 4 2 4
dondea. :\/—S—+1/—+)\4, b_:\/S——1/S—+)\4,z’:1,2, c=c/ly
! 2 4 ! 2 4

a =LA (19)
EI
Sustituyendo las Ecs1]) y (18) en la Ec. 16) y en las correspondientes condiciones de
contorno Yy transicion dadas por E®) & (15), expresadas en términos de la nueva variable

T, se obtienen ocho ecuaciones homogéneas con IsaetEsA. como incognitas.
Para obtener una solucién no trivial del probleelageterminante de la matriz de los

coeficientes debe ser nulo. Siguiendo este prodedim se obtiene la ecuacion de
frecuencias:

G(T,R,T,R,R,,S\e)=0, (20)
tI® l L [ t1? l l 2
dondelel—,Rlzi, QZQ—,RQZTL’T):“ ’ ):L7 12:71_2’ :i‘
EI EI EI EI’c EI'° EI EI EI

4 VIBRACIONES FORZADAS
Si se propone a la solucion de la EQ.€¢n series de funciones:

u(7.t) = iy ()2, (t), (21)

se obtiene finalmente que
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ﬂ”m() % (0)- 532, ()22 )

EI ~= " — (22)
(:f) = a(:f, ),vm € (0,1),z =1,2,t>0,

4
dondeqg = i, Z es la funcion generalizada que depende del tieaspoiada ah — ésimo

modo y U es la solucion del problema homogéneo asociada -aksimo modo de la
ecuacion diferencial del problema de autovalores

d'v ,_ d’U, i
e (5)- 5 (@) 2, (7) =0 @)

donde) es el valor de\ para eln —ésimo modo.
Si se reemplaza en la E22) la derivada de cuarto orden por el valor equivi@l@btenido
de la Ec. 23) se obtiene

Al |\ d*Z 0 e
_pEI Z:;U (x) o (t)—l—;U (m)wQZ (t) :q(x,t), (24)
vz €(0,1),t > 0.
Al multiplicar Ec. @4) porU (a;) e integrando en el dominio resulta
PAL S L[ v, (@), (@)a + [0, (7)v, (7)az
-l-;wnZn [ fo v, (7, (7)dz + [ U (z)U, (7)dz (25)

_ fow(f,t)Um (z)dz n fja(f,t>Um (7)dz,v7 € (0.1), ¢ > 0.
Si en la Ec. %5) se considera la condicion de ortogonalidad daudsfuncioned/ (f) y

U (:f) del problema homogéneo para el mody m respectivamente, resulta

2 c
2?@+44@:ﬂﬁﬂamqaﬁ+fﬂammﬂﬂ,

¥z €(0,1),n=1,..,00,¢ >0,

donden—pAl [f dx+f( )

Al aplicar las técnicas del método de variaciérpdgimetros para obtener el valor de
de la Ec. 26) resulta Grossi, 200y

(26)
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Z (t) = [Ansen (wnt) + B cos (wntﬂ
+77% Ut sen(w, (t—7)) J:@(f,t)(]n (7)dz + J:@(fyt)(]n (7)az

¥z €(0,1),n=1,..,00,¢ >0,

dr, (27)

donde 7 es la variable de integracionl, y B son los coeficientes relacionados con las

condiciones iniciales. Si se considera el casownlg carga esta aplicada puntualmente en
r=a, CONa € [0,1], y su variacién temporal es arménica simple con fueeuencia de

excitacionw ;, esto es

S a(@4)u, (7)a + [[T(7.0)0, (7)7 = 6(a—a) Psen(wy). (29)

de la Ec. 21) y la Ec. £7) se obtiene finalmente que la respuesta dinAmicdedplazamiento
transversal del sistema esta dado por
u(:f,t) =
o B U (f) U, (a_) Plw.sen (wnt) —w sen (w .t)
; [Ansen (wnt) + Bncos(wnt)} U, (ZE) + n[u:(wQ B wi) ! }

f
vt > 0,7 € (0,1).

,(29)

5 RESULTADOS NUMERICOS

Para establecer las distintas condiciones de apldgicas en los extremos de la viga, se
adopta la notacion donde E denota que el extremdoeespotrado, S denota que el extremo
esta simplemente apoyado y L denota que el extestéolibre. Como ejemplo, si se indica la
condicion de borde de una viga E-S, denota queimleprtramo, enz = 0, el extremo se

encuentra empotrado, mientras que en el segunohm trenz = 1, el extremo se encuentra

simplemente apoyado.
Para todos los casos analizados se considera gaaleilargol = 1m, con una seccion

rectangular de 7 cm de ancho y 1 cm de alto, Eca 20.610" N/m2 y p= 7850kg/m3.

Se considera hasta el sexto modo para el calcubréspuesta temporal.

En la Figura 2 se presenta la respuesta temporal m(é,t) para el caso A-A, con
R =T =0 R,=o00, P=1N, a=06, b=009, siendo w, =1459512781/s, la

c

frecuencia de oscilacion natural correspondientemaldo 1. Se considera el caso de
w, =dw, con d=0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9 y 0.99. Los resultados maescomo varia la

amplitud de la oscilacion cuando la frecuenwip es cercana a la frecuencia de oscilacion

natural del modo 1.
En la Figura 3 se presenta la respuesta temporal uc(é,t) para el caso A-A, con

R =T =0, R,=o00, P=1N, a=0.6, b=09, paraw, =09v,, S= 0, 10, 10"y

c
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Figura 2: Respuesta temporal déb,t) para una viga A-A, col? =1N, S =0, a =0.6, b= 0.9,

para (a)wf = 0.5w,, (b) w, = 0.6w,, (c) w, =0.7w, (d) w, =0.8w, (e) w, = 0.9w,, ® w, = 0.99w,,
para0 <t <2s.
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Figura 3: Respuesta temporal deb,t) en|mm/| para una viga A-A, co® =1N, a = 0.6, b = 0.9,
g p p
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w, = 09w, para (@)S =0, (b) S =10, (c) § = 10", y(d) § =10°, para0d <t < 1s.

En la Figura 4 se presenta la respuesta temporalm(lzt) para una viga A-A, con
R=T=0, R,=00, §5=0, a=0.6, b=09, siendo w = 145951278 1/3,
w, = 0.9w,, paraP =1N,10N y 100 N.
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Figura 4: Respuesta temporal déb,t) en [mm] para una viga A-A, cot¥ =0, a = 0.6, b = 0.9,
w, = 0.9w,, para (@P =1N, (b) P=10N, y(c) P =100N, para0 <t <1s.
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Figura 5: Valores deL(b, t) en [mm] para una viga co®, = T, = 1000, ¢ = 0.5,
R =R,=T =R, =T,=1 P=1N, §=0, b=0.9, w, = 0.9w,, para (@)a =0.2, (b) a=0.4,
(€)a=0.6,y(d)a=0.8 para0 <t <2s.

En la Figura 5se presentan los valores déb,t) para una viga corm? = T, = 1000,
c=05 R =R,=T =R =T,=1 P=1N, §=0, b=09, w =090, siendo
w, = 16.476668 1/3, w, = 0.9w,, paraa = 0.2, 0.4, 0.6 y 0.8.

6 CONCLUSIONES

Se presenté la solucién exacta para una viga ctric@ones generales con una rétula
elastica intermedia cuando existe una carga axiahycarga transversal puntual oscilante.

Se desarrollé un algoritmo que permite obtener tado$ numéricos para casos generales
de vibraciones libres y forzadas. EI mismo permérerar resultados cuando existe una carga
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axial combinado con una carga forzada oscilante.
Se presentaron resultados de la respuesta tengmrdesplazamiento transversal de una
viga para diferentes condiciones de carga, regiries y ubicacion de la carga oscilante.
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