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Resumen En este trabajo se emplea un modelo constitutivo viscoelastico generalizado para
representar el comportamiento no-lineal dependiente del tiempo de vigas laminadas. Este modelo
resume las caracteristicas del modelo de Kelvin y Maxwell, los cuales representan los fendmenos de
elasticidad retardada o creep, y de relajacion mediante ecuaciones constitutivas basadas en analogias
resorte-amortiguador. Se desarrolla un elemento finito jerarquico general basado en el empleo de
varias teorias de orden superior de deformacion por corte (HBT), en el marco de las teorias de lamina
Unica equivalente, mediante un tratamiento unificado. El elemento finito jerarquico se construye con
funciones de soporte local, enriquecidas con polinomios ortogonales de Gram-Schmidt. Las teorias
HBT incorporadas en la cinematica del elemento se caracterizan porque anulan las tensiones
tangenciales en las superficies superior e inferior de las vigas laminadas, por lo que no es necesario el
empleo de factores de correccion por corte. El elemento finito obtenido esta libre de bloqueo por
cortante y se pueden estudiar vigas delgadas con la misma formulacién sin recurrir al empleo de
integracion reducida. Se presentan resultados del andlisis estatico y dindmico de vigas laminadas
simétricas y no simétricas, con diferentes configuraciones mecanicas y geométricas, lo que permite
mostrar la precision y aplicabilidad de la formulacion desarrollada.
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1 INTRODUCCION

La produccion de estructuras duraderas, de alta resistencia y de bajo peso es creciente en
diversas ramas de la ingenieria, lo cual hace enfocar la atencion en estructuras multilaminadas
y, en particular, en las del tipo sandwich. Estas consisten en dos laminas delgadas vy rigidas
que llevan gran porcién de la carga de flexion, separadas por un nucleo interior relativamente
denso y ligero que tiene propiedades de disipacién de energia. Estas estructuras encuentran su
aplicacibn como elementos estructurales portantes, especialmente en las industrias
aeronautica, astronautica y del automovil.

Las tensiones inducidas por vibraciones y los desplazamientos son problemas importantes
ya que pueden causar ruido y fatiga no deseados. Por lo tanto, el amortiguamiento y la
reduccion de estas vibraciones son de gran importancia. Con el fin de conseguir este objetivo,
se utilizan habitualmente capas de amortiguacion que consisten en laminas, de distinto
espesor, de materiales visco-elasticos. Estos materiales pueden ser adaptados durante la fase
de disefio o afiadidos después de la finalizacion del proceso de disefio. Las capas
amortiguadoras se introducen a la estructura como capas activas o pasivas y, dependiendo del
problema considerado, pueden ser implementadas como laminas libres o restringidas
(Arikoglu and Ozkol, 2010). Cuando este tipo de estructuras estan sometidas a flexion ciclica,
la capa de amortiguacion sufre principalmente el efecto del corte. Por esta razon, es muy
importante emplear una cinematica adecuada que considere el efecto del corte mediante
teorias avanzadas (Nallim et al, 2017).

El estudio de la vibracion y la respuesta dinamica de estructuras visco-elasticas y paneles
sandwich con nucleos visco-elasticos, bajo diferentes tipos de cargas, ha sido estudiado a lo
largo de los afios. Salehi et al. (2005) estudiaron la relajacion dinamica de placas visco-
elasticas circulares no axil-simétricas. Las ecuaciones gobernantes no lineales se obtuvieron
utilizando una teoria de orden superior de deformacién por corte. Mahmoodi et a). (2007
investigaron las vibraciones libres no lineales de vigas visco-elasticas empleando el modelo
de Kelvin-Voigt. En este trabajo, se emple6 el método de multiple escala para plantear
analiticamente las formas modales no lineales y las frecuencias naturales de la viga. En la
formulacion obtenida se consideré la inercia y el amortiguamiento no lineales. Pradeep et al.
(2007) estudio la vibracion y el pandeo térmico de placas sandwich visco-elasticas utilizando
el método de elementos finitos (MEF). Arikoglu et al. (2010), por su parte, analizé las
vibraciones de vigas sandwich compuestas, incluyendo ndcleos visco-elasticos. En esta
investigacion, las ecuaciones de movimiento obtenidas se resolvieron mediante el método de
transformacion diferencial (DTM) en el dominio de la frecuencia. Arvin et al. (2011)
desarrollaron un cédigo MEF para estudiar las frecuencias de vibracion de vigas sandwich
constituidas por laminas externas de material compuesto y un nucleo visco-elastico. Loja et
al. (2015) estudiaron el comportamiento dindmico de vigas sandwich empleando diferentes
teorias de deformacion por corte para formular diferentes modelos por capa (LW),
implementados a través del MEF. Li et al. (2016) desarrollaron un método semi-analitico para
investigar las frecuencias naturales y formas modales de un sistema de vigas inteeonectad
por una capa Vvisco-elastica. Latifi et al (2017) trata sobre el analisis transitorio
geomeétricamente no lineal de vigas sandwich con nucleos visco-elasticos y capas externas
laminadas compuestas. La formulacion se basa en la teoria de la capa completa (FLWT), el
principio de superposicion de Boltzmann y el uso del modelo de kernel Koltunov-Rzhanitsyn
débilmente singular para modelar el nucleo visco-eléstico. Galupppi et al. (2012) resolvieron
analiticamente el problema dependiente del tiempo de una viga laminada simplemente
apoyada, compuesta por dos laminas elasticas conectadas por una capa intermedia visco-
elastica, cuya respuesta es modelada por una serie de Prony de elementos de Maxwell. L
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caracterizacion precisa de las capacidades estructurales de los materiales compuestos
laminados, en particular de los laminados sandveishndispensable para un adecuado
disefio. En particular, las vigas sandwich lamasgqatesentan una considerable deformacion
cortante transversal, lo que hace necesario el empleo de teorias avanzadas para poder realizar
analisis precisos. Asik and Tezcan, 2005; Bennison and Davies, 2008; Ilvanov, 2006, entre
otros, demostraron que una apropiada consideracién del acoplamiento por corte de la capa
intermedia es importante para lograr un disefio econémico.

El analisis de los trabajos de investigacion publicados revela que los estudios del
comportamiento de elementos estructurales que contengan laminas visco-elasticas es escaso y
estan restringidos a caracteristicas mecéanicas y condiciones de contornos especificas. Por lo
expuesto, en este trabajo se emplea un modelo constitutivo visco-elastico generalizado para
representar el comportamiento no-lineal dependiente del tiempo de vigas laminadas
multicapas y vigas sandwich con nudcleo débil. Este modelo resume las caracteristicas del
modelo de Kelvin y Maxwell, los cuales representan los fendmenos de elasticidad retardada o
creep, y de relajacion mediante ecuaciones constitutivas basadas en analogias resorte-
amortiguador. Se desarrolla un elemento finito jerarquico general basado en el empleo de
varias teorias de orden superior de deformacion por coB€)(l¢n el marco de las teorias de
lamina Unica equivalente, mediante un tratamiento unificado. El elemento finito jerarquico se
construye con funciones de soporte local, enriquecidas con polinomios ortogonales de Gram-
Schmidt. Las teorias HBT incorporadas en la cinematica del elemento se caracterizan porque
anulan las tensiones tangenciales en las superficies superior e inferior de las vigas laminadas,
por lo que no es necesario el empleo de factores de correccion por corte. El elemento finito
obtenido esta libre de bloqueo por cortante y se pueden estudiar vigas delgadas con la misma
formulacién sin recurrir al empleo de integracion reducida (Nallim et al, 2017; Rango et al.,
2016). Se presentan resultados del andlisis estatico y dinAmico de vigas laminadas simétricas
y no simétricas, con diferentes configuraciones mecénicas y geométricas, lo que permite
mostrar la precision y aplicabilidad de la formulacion desarrollada.

2 FORMULACION DEL PROBLEMA MECANICO

2.1 Cinematica

En este estudio se considera una viga compuesta laminada, tal como la represeatada en |
Figura 1. Se emplea un sistema de ejes cartesiano ortogonal corxet@jecidente con el
eje de la viga, el plana- y coincidente con el plano medio y el ggerpendicular el plano

medio de la misma. La longitud, el ancho y el espesor de la viga se representan raghiante

y h, respectivamente, donde x< L, —Es ysE, —Ds z< —h.
2 2 2 2
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Figura 1. Geometria, ejes coordenados y notacién para la viga laminada
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La cinematica de la viga laminada esta caracterizada por los desplazamientos de su linea
media y ocurre en el planw— z. Las componentes del campo de desplazamiento se obtienen
empleando distintas teorias de deformacién por corte, adoptando la siguiente forma general:

w(xzy= - 20D (0
L(x2zH=0 (1)
w2 9= W x 3

dondeu, u,, U, son los desplazamientos de cualquier punto material en el dominio de la viga a
lo largo de los ejes, Y, z, respectivamentegl, w son los desplazamientos longitudinal (eje
X) y transversal (eje) de puntos genéricos ubicados sobre la linea media de lagvigs;

la rotacién adicional de la normal la seccién transversal alrededor del gje f,(z),

i=1,...,4 representa las funciones de corte que determinan la distribucién de la deformacién

por corte transversal en el espesor de la viga (Fig.2). Si se corsiglgtiaa funcion igual a
cero 0 a uno, la expresion cinematica (ec. (1)) colapsa a la teoria clasica de Bernoulli (TBC)
o la teoria de Timoshenko (TBT), respectivamente, como casos particulares.

El planteo que aqui se propone admite la consideracién de cualquier teoria HBT, pero en
este trabajo se emplean cuatro que son abarcativas de los diferentes tipos existentes, es decir
una trigonométrica, una hiperbdlica, una exponencial y una polinémica (Fig.3), dadas por:

f.(z)= Dsm(izj Touratier et al. (199: (2)
T
f,(z)= harctar(%j— z Thai et al. (201 (3)
A
f,(z)=ze Karama (2008 (4)
47
f,(z)= Z_éﬁ Reddy (1984 (5)

En los ejemplos se denomina a cada teoria como: HBT1 (ec. (2)), HBT2 (ec. (3)), HBT3
(ec. (4)) y HBT4 (ec. ()

' |
T |
| I
| I
| |
J J
~5 \\) -
r X
[ ol — 2
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| |
| |
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1 |
1 |
| |
| I '
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Figura 2: Esquema de la distribucién de la deformacién por corte transversal en el espesor de la viga
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Figura 3 Representacion de las funcion&s{z) empleadas para cada HBT

2.2 Ecuaciones Constitutivas

El modelo constitutivo visco-elastico uniaxial de Maxwell Generalizado quepsssenta
conceptualmente en la Figura 4 permite resumir en una sola formulaciéon los modelos
simplificados de Maxwell cuand®, -0 y Kelvin basico cuandoC, »«. El estado

tensional en un instante cualquiera se expresa como:
o”(t)=C.&(t)

o' ()=C[e(t)—& (t) |[=n (1)

Donde ¢ representa, en el modelo de analogia resorte-amortiguador (Fig.4), la tension
elastica permanente en el tiempo con constante el&ficanientras ques' representa la

tensidn visco-elastica decreciente en el tiempo del conjunto formado por un resorte de
constante elastic€ y un amortiguador de constante viscagaAdemas,s representa la

(6)

deformacion total del sistema, mientras qee y ¢ la deformacion y velocidad de
deformacion del amortiguador, respectivamente.

/ E(I) 4
7

Figura 4: Esquema del modelo constitutivo uniaxial de Maxwell Generalizado
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La condicion de equilibrio requiere el cumplimiento de la siguiente relacién:
o(t)=o"()+0o' (1) (7

En el caso particular de una deformacion impuesta constante en el igniaoespuesta

del modelo se esquematiza en la Figura 5 y la expresion de las tensiones se reduce a la
siguiente forma simple:

U(t)=(Cw+Cle%)8o 8)
donde tr =5, /C, es el tiempo de relajacion.
)
£
A (C,+Cl)80-
3 )

-

1
G g

Figura 5 Respuesta del modelo constitutivo para una deformacién impuesta contante

Las ecuaciones constitutivas visco-elasticas del modelo de Maxwell multiaxial
generalizado (Oller, 2001) de l&—ésime lamina, en coordenadas globales, pueden
expresarse como:

At

N A A (K)
(] =[] G [ ] (1* SR %

(0
0T (gt C At)
+C & ] oo ©)

0

con c¥=c®+q¥

donde aij(") y gij(k) denotan, respectivamente, las componentes de los tensores de tension y

deformacién infinitesimales de cada ca@j,") = C." es el tensor constitutivo elastico de

o0

cada lamina yAt denota cada intervalo de tiempo.
En una viga laminada, es posible considerar, para cada lamina, la siguiente relacion
constitutiva:

Gw=cr.e<%_c;sr.m@_cl g]c(l G .A_tj 10)
r

0" C-tr 2

o S 1)
c= , &= , =
Te P 0 GY

donde
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2.3 Primera Ley de la Termodinamica

La ecuacion de equilibrio dindmico basada en la primera ley de la termodinamica para
cualquier tiempad + At esta dada por la siguiente expresion:

P P, P . (12)

deformatva— | introducida ' cinétic

“ [ 5 +rXZ7(X‘2JdAdx=JE Ry dxi”p(k)((z% 'w@ 'yj dAdx 0 (13)
0 A 0 0 A

atZ
dondeq(x) representa la carga transversal distribuida a lo largo de laAigs, el area de la

seccién transversal, denota el tiempoz!), 7 1, 1, son las velocidades de deformacion y

las velocidades de desplazamientp@ es la densidad del mat&rtde cada lamina.

Las componentes de deformaciones y velocidad de deformacion infinitesimales estan
dadas a partir de los desplazamientos por la siguiente relacion:

e=Vu (14)
£¢=Vu
donde
2
g=|ux20] o, o (15)
U (%, t) ot a?

Las componentes del tensor de deformacién para un punto arbitrario de la lamina
k — ésime de la viga se obtienen a partir de la cineméatica definida en la Seccién 2.1.

w (0 o? o o au 82 o
=B )-S-2 T 1% ()2 S 162 e

x P ox)"ox ‘0%
“ _(é{;ul 6UJ di(2) -ﬁ:)z(a_ﬁhﬁ_uaj:L(% (17)
z  OX dz 0z 0X% dz

3  ELEMENTO FINITO JERARQUICO

Para la aproximacion de las tres variables cinematicasw y ¢ del campo de

desplazamientos, se propone emplear macro-elementos finitos basados en la version
jerarquica del MEF:

N'(£) ¢ =N !

N"() ¢ =N" -c* (18)

#(5)=2 N (§)¢ =N

i=1
donde -1<£<1 es la coordenada natural a lo largo de la longltude la viga dada por

5:2%—1; C (*=uw¢) son los desplazamientos generalizadosson las cantidades de

Copyright © 2017 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



2320 E.D. SANCHEZ, L.G. NALLIM, F.J. BELLOMO, S. OLLER

términos en las funciones de aproximacion para las tres variables nodalessgn las

funciones de forma que se describen en el parrafo siguientestal manera el vector de
desplazamientos generalizados y el vector de las funciones de forma utilizados estan dados
por:

c=[¢ ¢ ¢ =[c g GG 66y ]
N =[NNYNCT = NE) L aN(E) IN(E), L N(E) INE), ,...,|\1(§)rﬂT

n

(19)

Las primeras funciones de forma son funciones de soporte local. Para las aproximaciones
deu y deg se emplean idénticas funciones, a las que se desitigs) y N, (£), que son

los polinomios lineales clasicos de Lagrange. Para la aproximaciérw,del\liw(g)
(i=1,...,4), se emplean polinomios de Hermite. Luego, se adicionan polinomios ortogonales
de Gram-Schmidt (GS) para formular un macro-elemento finito de viga enriqué&ids)
(i=3.n,,n,) y NY(&) (i=5.n,). El grado del primer polinomio de GS es 2 para el

desplazamiento longitudinalu) y para la rotacion(¢), y 4 para el desplazamiento

transversal {v). Estos polinomios se determinan de tal manera que tengan una contribucion
nula a los desplazamientos generalizados correspondientes a los nodos de borde. Los demas
elementos de los conjuntos de polinomios ortogonales caracteristicos se generan siguiendo e
procedimiento de GS (Nallim, et al., 2005; Nallim and Oller, 2008; Rango et al., 2013). De
esta manera, los modos jerarquicos contribuyen sélo a los desplazamientos generalizados
internos del elemento y, por lo tanto, no afectan los desplazamientos en los nodos de borde
(Bardell et al., 1996). Los polinomios de soporte local y los de enriquecimiento se muestran
enla Tabla 1.

Para la aproximacion de las tres variables cinematicas nodales del campo de velocidades y
aceleraciones, tenemos:

W(E)=NY ¢ (&) =N e (20)
P(E)=N" ¢,  g(&)=N"-¢
N, =0.5(-¢+1)

Polinomios de Lagrange, ¢ N 20.5(_§+])
Primer polinomio de Gram-Schmidt panag Ny =—1+¢&2

N)'=0.25 2- F+&°)

Ny =0.25 2+ &-&°)
Ny'=0.251-£-£°+¢&°%)
Ny =0.25-1-£+£&°+¢&°%)

Primer polinomio de Gram-Schmidt pana Ng' =1- 262+ &°

Polinomios de Hermite pamna

Tabla 1. Polinomios de soporte local y primeros polinomios de Gram-Schmidt para las tres vi
nodales
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Debido a que en la e€l18) las funciones de formal' (&) parai=1,2y N"(&) para

i =1,...,4 son funciones de soporte local, y que las funciones de enriquecimiento tienen una
contribucion nula a los desplazamientos en los nodos de borde, resulta:

u = u|.»;=71= qQ, W= l{; 1 ‘:
h=9._,=c. b=9_,=¢,

\M = V\'Lf:—l = qv’ V\é = V\kf:+1 = ’ (21)
a_vv - C;V a_\N =V
8§ E=-1 ’ af E=+1 )

donde se designa como nodo 1 al que corresponde a la coordenadadatitay como
nodo 2 al que corresponde a la coordenada nafutall.
Es decir que los dos primeros desplazamientos generalizadosu yaga tienen un

significado fisico concreto (desplazamientos longitudinales y giros de los nodos extremos),
mientras que para los cuatro primeros representan los desplazamientos transversales y sus
correspondientes derivadas en los extremos de la viga. Los restantes son variables
generalizadas utilizadas por los polinomios de GS para la aproximacion interna del elemento.

4 ECUACION DE EQUILIBRIO DINAMICO

Reemplazando el modelo constitutivo de Maxwell Generalizado dado por la)een (&0
ecuacion (13) de la primera ley de la termodinamica se obtiene:

f j H-c‘e<%)dAdx+f [[H-(c%) &% dAdeL' [[H-(c®s) &%) daax

L t+At (22)
oy, .
[Iq o [ [ 2 2 JdAo%
donde
[ At |
Ew(k)(1+ 5 —) 0
{au1 o aﬂ _ B-tr 2 .
k )
OX 0z 0X 0 " _H_Gl.g()
" G,-tr 2
_ (k‘) - N (23)
E(k)(l— E, _Ej 0
c _ E-tr 2
(k)
0 G, 4&&
i Gy-tr 2) |

Reemplazando la aproximacion de las variables cinematicas de las ec. (18) y (20) en la
formulacion anteriorec. (22), simplificando las velocidades generalizadags trabajando en
coordenadas naturales, se obtiene:
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i . v égJ L
Q% .6'e "dA|= df + QY ) JA=
i e f{ [0 (cv) 67 et o
Flint
K i N L fow L
+ _[(D(l):A:D(l) +N"BN" )Edg}ctﬂt:jNWqug (24)
L1 1
K F'HAtext
_ Jl'(B(l)_(B(zl)+B(4)T)+B(2)_(B(S)+B(5)T)+[B(®+B(QT} ) df} gt
L -1
M
donde
2Ne 0 ZNS 00
L - L -
4 4 A&l _Alz ALS
Q(l): ZL Nv;f 0 ’D(l): 0 L2 Nve\tlf 0 A= _A.Z AZZ _A23 (29
AL3 _Azs Ass
ENu dfi(Z)Nu 0 0 ENULE
L dz | i L~

(k)
(Ah! An A Az Ay As; ” % ( _i %j (1, 2%, 12), Zf(ZX, f(ZDZ)

tr
o ) (26)
G1 At 2
G, - f(z),| dA
- ffer (-2 4] @)
N“I,N“" 0 0 0 ° ° 00 0
BY=| 0 0 o) B?=|0 %N{gzwéu N1 N o; B=|0 0 0 |
u uT
0O 00 0 0 0 0 0 NIN
, 0 00 0 0 0 0 0 NI,NT
BY=| ZN".IN" 0 Of; BY=|0 0 o, 8={0 0 0 (27)
0 00 OEN”INWTO 00 0
L
(ol o) ol =[] % (2 2% 2F @F @hF @ oA (28)
A

Obtenemos la ecuacién de equilibrio dinamico NO LINEAL, donde las fuerzas internas
contienen los términos viscoelastico de la no linealidad del material:

ME™ + (R Ke'™ )- B =0 9

int
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dondeM es la matriz de masK, la matriz de rigidez ¥, el vector de fuerzas externas en el
paso de tiempo actual, cuyas componentes se detallan a continuacion:

Fo = Fiu Pl Pl ——[Of,q,...,dm AN o gl 2090 A0

muu muw ml¢ kuu kuw k [} (30)
M = m" m%¥| K = k"™ k¥
sym m? sym k%
donde
uu El UnJUT e uu__ 2 dNu dNu
M= g [NNTE K= AT &
v tdNY d*N"
—IJN dé ¢ = Aszjdé dédf
(31)
Uup = uT dNudNu
=1, INNdf Wﬁgjdgdgds
WW dNW dNWT ; W\ WT . WW __ 8 ; dzNiW dZNJW .
m _lzdl T —dé+ 1, _lei N'TdE; K =] L,
¢ dN” ¢ FN"dN;
oL [ SUNTAE K=o A [
J 3_1 df i K de df
_ El upnpuT . dNudNu Ll
eV e ATl dr gl N

5 SOLUCION DEL PROBLEMA DINAMICO NO LINEAL

La resolucion de este problema clasico en dinamica estrusiizsa en admitir el
“concepto de separacion de variables” en el cual se supone que los problemas temporales y
espaciales son independientes entre si. Dicho de otra manera, se resuelve en cada instante de
tiempo t la ecuacion semi-discreta que representa el equilibrio espacial en dicho instante

(Fig.6).
5.1 Método de Newmark

Es un método de integracion temporal de un paso, que se caracteriza porque los
desplazamientos y velocidades en el tienfipeAt) se obtienen parcialmente a partir de un

sistema ya conocido en el tiemft) anterior.
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Ct+At t+At + Ct
et = (Z ﬁJA ¢ (1— %) ¢ + At (1— é) ¢ (32
'CtJrAt — :I; ACHAI _ i Ct _ _l _ -Ct
At?B AtS 2p
t+At = 7 2

....... S Resolucion
& broblema: temporal
dterativa . ! =5 : del
E ds[ i ;Jiacreuzado en el espacio (MEF) i p(oble(na
problems Linealizado en sus variables /il dingmico.

| :no-fireal |
finealizado.

: \_mecanicas.

Figura 6: Esquema de la resolucién no lineal del problema dinamico
5.2 Método de Newton-Raphson

Resuelve el problema espacial al eliminar el residiffo mediante la linealizacion
sucesiva, donde el tiemp( + At) permanece constante hasta lograr la convergencia del

sistema;

Mi [.é]t+At + i [F—m ]t +Ki [c]t+At _ i [ - ]t+At i [Af]t+At (33)

Se fuerza el equilibrio actual en el estado (i+1) y se lo expresa a través de una expansion
en serie de Taylor truncada en su primera variacion,

t+At
[Af]t+At [%} . i+1 [Ac]t+At |+1[Af]t+At 0

oc
. i SatAt t trat)
! (M AT F;n FK oM F;;[At)+ M ac aFlnt LK - aFext it [Ac]t+At =0 (34)
oc oc oc

iI:J]I+Al
dondeJ es el operador Jacobiano tangente.

Despejando, se obtiene el incremento de desplazamiento necesario para la resolucion
del sistema en el tiempo

i+l [Ac]t+At _ _(i [J]t‘fAt )71 N [Af]wt (39)
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5.3 Algoritmo
1. Inicializacién de desplazamientos, velocidades, aceleraciones y fuerzas internas

COZ{O}; COZ{ }; [ —{0} Foo= {q

2. Calculo del operador Jacobiano tangente constante
1

3. Control de la cantidad de iteraciones temporales desdehasta tiempo maximo
a) Si nAt>t . = FIN
b) Si nAt<t, = continda.. lteracion temporal
4. Obtencion del residuo inicial y correccion inicial de los desplazamientos
My=M&E+F +K¢o—F,, — Ac,=—[J " Af,
5. Determinacion de los campos de desplazamiento, velocidad y aceleracién por
NEWMARK

Cy =AG + G

o= (Atﬂ]Aw(l_E]wm(l_ﬁ]
s[5t
At?S AtS 2/

6. Calculo del residuo y verificacion por NEWTON RAPHSON
AMf=M¢E,+F, +Ke,—F

int ext

a) si |Af| <TOL= asignacionc, < c,; actualizacions,;

int?

n=n+1; regresa a 3)
b) si |Af|>TOL=>continta... Linealizacion
7. Calculo de la nueva correccién de los desplazamientos
Ac=—[J] " Af

8. Determinacion de los desplazamientos, velo@dschceleracioesactualizads
C,=AC+ Gy

CA:(,BALJAHCN

Cr= 12 Ac+C,
LAt

9. Determinacion del residuo actualizadb, asignaciorc, < c, y regresa a 6)

6 EJEMPLOS NUMERICOS

La formulacién obtenida fue implementada en un programa desarrollado a tal fin y a
continuacion se muestran los resultados de los estudios numéricos realizados. En todos los
casos se implementaran 8 términos para los polinomios de GS y un intervalo de tiempo

=0.2sec(.

Como primer caso cuasi-estatico se analiza la variacion del desplazamiento vertical en
funcién del tiempo (Fig.7) para una viga laminada empotrada en ambos extremos (E-E) y
sometida a una carga uniformemente distribugtal.0KN /m. La viga tiene longitud
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L =2.0m, seccion transversah/b=0.2/0.1m y esta compuesta por tres laminas de igual
espesor, donde el ndcleo es de polimero visco-elastico 3M ISD 112 (27°C) y las capas
externas, elasticas lineales, son de plastico reforzado con fibras de carbono (Arikoglu and
Ozkol, 2010) con las siguientes propiedades mecanicas (Laminado tipo I):

E,® =6.599MPa, E® = 15.0MPa tr® = 1.405egy®= 0.,
EY =E®=24.0MPa, v¥=1v®=0.25

3450 1 w [Cm] .,g-;v’m-‘é‘—‘%ﬂv'ﬂ'iﬂ.__-_wv-w*—\r':rvﬂ-*rVvWW'“'W'f‘f‘f-""-"-“‘
el
u"djxi‘
3.400 A ra
A eO0000eeataaINatEIOa00000000000000000C
o
o
A
3.350 s
4 &
£ F T menaionma0000000000000aa0000000
3300 4 A/
Id
(1
A7 /x
3.250 _// P4 ——HBT4 ——HBT3
/4
' /’ ——HBT?2 HBTI
3.200 4/
t [seq]
3150 T T T T T T T
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0

Figura 7 Diagrama de deflexiéw/( |_/2) en funciéon del tiempd para la primer viga laminada

Para el mismo ejemplo se considera una variaeidmas propiedades de las laminas
elasticas de la viga, empleando un segundo material de plastico reforzado con fibras de

carbono, con propiedade&® = E® =38.6MPa (Laminado tipo Il), para analizasu
influencia en la respuesta de la viga. En la Tabla 2 se muestran los resultados obtenidos
empleando cada una de las teorias de orden superior, es decir empleando cuatro funciones
diferentes para la definicion del alabeo por corte transversal, para determinados tiempos del
grafico de la Figura 7, donde se puede observar como aumenta la deformacion vertical por el
efecto visco-elastico.

Laminad Tiempo Teorias

aminado | rseq] | HBT1 | HBT2 | HBT3 | HBT4

Tipo | 10 | 3.26276| 3.31614 | 3.28621 | 3.24032
20 | 3.30399| 3.36956| 3.33248| 3.27725
6.0 | 3.43448| 3.43448| 3.38682| 3.31862
10.0 | 3.35594 | 3.44185]| 3.39255]| 3.32254
15.0 | 3.35644| 3.44275]| 3.39320]| 3.32293

Tipo Ii 10 | 2.06574| 2.11164 | 2.09161| 2.04357
20 | 2.08436| 2.13690| 2.10698| 2.05711
6.0 | 2.10425| 2.16520| 2.10750| 2.07410
10.0 | 2.10594| 2.16787 | 2.10787 | 2.08059
150 | 2.10609| 2.16813 | 2.11818| 2.09096

Tabla 2 Variacion de las deflexionas( L/z) para distintos tiempok en ambas vigas laminadas
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El segundo caso, cuasi-estatico, consiste en el estudio de las tensiones normales y
tangenciales en funcién del tiempo (Fig.8) para una viga laminada simplemente apoyada (S-
S) y sometida a una carga uniformemente distribgjied.OMN / m. La viga tiene la misma

seccion transversal, numero de capas y propiedades que el laminado tipo | del ejemplo

anterior, pero se analizan distintas relacion de esbeltez L/h. Los resultados de las tensiones
para la capa visco-elastica empleando solo la teoria de la ec. (4) (Reddy, 1984) se muestran en
la Tabla 3, para determinados tiempos del gréfico de la Figura 8, donde se puede observar
como disminuyen las tensiones por el efecto visco-elastico.

A) ]
0.510 \ Oxx [Mpa]
\\ —=L/h=10
0.410 A \ ——L/h=15
X o
& —o=L/h=20
0.310 - 1
0.210 { % _
* - AAAAN AR AN A AR AN A = = R AR A
Ny
W,
0.110 A Pt
e sty v e e e e i e oo e e e o b e e e e i A
— t [sed
Oolo I"“’= "t\-l-‘ " ;.-\.-:-.--I..a.: " -x.-.-:l;.:w4:w\.-.-.v- -I
0.0 3.0 6.0 9.0 12.0 15.0
B 0.065 A~
) . T, [MPa]
0.055 - \ ——=L/h=10
X L/h=15
0.045 1 \ —o—L/h=20
'\"
0.035 - X
)
%
\l“'b-
0.025 - G0,
)}*DLDJ).;D:;r.‘(Q;Q‘:‘Q;f)L1xxJ:';U;‘U;U‘:‘U;U:‘U;x.‘_‘x:l‘l.‘xl‘)c‘l.‘xl‘)t‘))l‘.‘x‘)‘xm
0.015 - S,
%WXA
t|se
0005 T T T T T T [I q
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 14.0

Figura 8 Diagramas Ap,, (L/2;2n/3), B) 7,,(L/8;0) en funcién del tiempd
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Esbeltez Tiempo Tensiones
[seg] O-Xx z-XZ
L/h=10 1.0 0.04734 0.02173
2.0 0.03418 0.01569
6.0 0.02223 0.01020
10.0 0.02154 0.00988
L/h=15 1.0 0.16192 0.03260
2.0 0.11691 0.02353
6.0 0.07604 0.01531
10.0 0.07367 0.01483
L/h=20 1.0 0.38405 0.04347
2.0 0.27729 0.03130
6.0 0.18036 0.02042
10.0 0.17474 0.01978

Tabla 3 Variacion de las tensiones normales, (L/2;2n/3)y tangenciales,, (L/8;0) para el Laminado tipo |

Para el tercer caso, cuasi-estatico, se presentan las distribuciones de tensiones normales y
tangenciales en la altura de la seccion trasversal de la viga, obtenidos a partir de las
deformaciones calculadas y las relaciones constitutivas adoptadas, para ciertos tiempos
(Fig.9). Para ello consideramos una viga laminada empotrada en ambos extremos (E-E) y
sometida a una carga uniformemente distribugdal.OMN /m. La viga tiene una esbeltez

L/h=10 y esta formada por tres laminas de igual espesor, con el mismo nucleo de polimero
visco-elastico pero capas externas de material elastico lineal, con las siguientes propiedades:

E® = E® =18.0MPa, v® =v® = Q25

A)

-850.0

1z[m]

{
5
I T.r

I3

b

}‘_'___,_r—

o, [MPa]

-650.0 -450.0

150.0

350.0 550.0

750.0

Copyright © 2017 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXXV, pags. 2313-2332 (2017) 2329

B) 0.10 < a [rr]
. Pr——s5 . R
J-‘.-‘J-H“‘"‘-":.‘;__-'Q.____‘,.
0.08 + O
O o—~O~—___
004 - %% )
0.02 % %
' E} % 7,, [MPa]
000 T g"—'" T T T T T T
.0.02 0jo 20&6}) .' 40.0 60.0 80.0 100.0 120.0 140.0
g &
-0.04 g §
&4 — —0
-0.06 - T
-0.08 4 ‘____,____.__-:;_":Z——-é»-—'ﬁ t=1 seg
Mﬁ"’f’;":‘"- ——t=2 seg
-0.10 o=t o
—0=—1=0 seg

Figura 9 Diagramas de tensiones &), (L/2;2n/3), B) 7,,(L/8;0) para tiempog

En d Ultimo casq se realiza un analisis dinamico para estudiar los desplazamientos
verticales en funcion del tiempo (Fig.10), en una viga laminada empotrada en ambos
extremos (E-E) y sometida a la aplicacion instantdnea de una carga uniformemente distribuida
g=1.0KN /m, que luego se retira para que oscile libremente. En este caso se emplea la teoria
polinébmica de Reddy (ec.(5)). La viga tiene una longitug 0.2m, seccion transversal
h/b=0.2/0.1my estd compuesta por tres laminas.

Consideramos variable la relacion entre el espesor del nicleo de material visco-elastico
h®, y el espesor de las laminas externas de material eldastiecoh®. Las densidades de
cada material son las siguientgg? =1.600MN /m®,p®=p®= 1.824MN hH?. En la
Tabla 4 se resumen los resultados obtenidos para un tiempo inicial y un tiempo de
amortiguamiento, empleando todas las teorias de deformacion por corte descriptas en la
seccion 2.1.

Tiempo | ) /h Teorias

[sed] HBT 1 HBT 2 HBT 3 HBT 4

1.40 0.5 0.70444 0.70658 0.70593 0.70439
1.40 1.0 0.77549 0.77831 0.77943 0.77306
1.40 2.0 0.78199 0.78199 0.78199 0.78199
1.40 4.0 0.83533 0.83606 0.83326 0.83466
6.80 0.5 0.62910 0.63001 0.62861 0.62870
0.70 1.0 0.68081 0.67883 0.67885 0.67983
0.74 2.0 0.62027 0.61943 0.61938 0.61928
0.82 4.0 0.54890 0.55274 0.54257 0.54254

Tabla 4 Variacion de las deflexionas( L/2) [cm] para distintos espesores de laminas del laminado tipo |

Copyright © 2017 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



2330 E.D. SANCHEZ, L.G. NALLIM, F.J. BELLOMO, S. OLLER

w [m]
0.8 - b
PR f
i W] R Va2 jole
17 W it s 7 Vyen,
044 | \8\ [ AN 2 ({ 7\\ ¥

VAR U A\ S A
N WA R
olo 2.0 %\\\\a\‘o /,/é.é [ 8.0\}\ \\10.8\\/ [1}(0 /,' 12%0)

-0.2 A

A 27 g X M L o \ \\
0.4 - WY M7 T R\ % A { )

\\\ { ///// \\\ \5(/"] /;“ \
0.6 A \‘\\\7 / \/!.,
YA Lyl t
-0.8 A
) o hOJH® =4 —— KO [RO 22— hOJRO =1 —— KSR = 0.5

Figural0. Diagrama de deflexiow/( L/2) en funcion del tiempd

7 CONCLUSIONES

En este trabajo se emplea el modelo constitutivo visco-elastico de Maxwell generalizado
para representar el comportamiento no-lineal dependiente del tiempo de vigas laminadas
multicapas y vigas sandwich con nudcleo déBié presenta la formulacion, desarroko
implementacion computacional de un macro elemento finito jerarquico, aplicado al analisis
estéatico y dinamico de este tipo de, vigas laminadas. EI modelo incluye la deformacion por
corte a través de una cinemética que permite anular las tensiones tangenciales en la superficie
libre y obtener una adecuada y precisa consideracion de la distribucion de dichas tensiones.

Para la resolucion de la ecuacion de equilibrio dinamico no lineal formulada a través de la
primera ley de la termodinamica, se supone que los problemas temporales y espaciales son
independientes entre si, redendo en cada instante de tiempda ecuacion que representa
el equilibrio espacial en dicho instante de tiempo mediante la aplicacion del método de
Newmark y la linealizacion de Newton-Raphson.

Una de las principales ventajanherente al elemento finito jerarquico desarrollado, es la
posibilidad de obtener con el uso de un Unico macro elemento una excelente aproximacion en
la respuesta. Ademas, esta formulacion permite utilizar, en forma automatica, la funcién de
corte de cualquier teoria ESL. Para este trabajo se eligieron, a modo de ejemplo, cuatro
teorias representativas (exponencial, trigonométrica, hiperbdlica y polinémica) obteniéndose
un algoritmo general unificado.

En los ejemplos numéricos cuasi-estaticos y dinamicos presentados se estudiaron las
variaciones de las deflexiones verticales, las tensiones normales y las tensiones tangenciales
en funcién del tiempo, comasitambién la distribucion de tensiones en la altura de la seccién
transversal de la viga laminada. Se puede observar que el método propuesto produce
excelentes resultados dado que en todos los casos se refleja el comportamiento del material
visco-elastico y la correcta relacion con cada uno de los parametros que influyen en el
modela condiciones de borde, tipos de carga, esbelteces, propiedades mecanicas y espesor de
cada lamina.

Finalmente, cabe destacar que los tiempos de pre-proceso, analisis y post-proceso se ven
reducidos en gran medida mediante la utilizacién del elemento finito jerarquico propuesto.
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