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Resumen. En este trabajo se consideran diferentes aproximaciones para un problema unidimensional
de Stefan (solidificacion) a una fase con una condicién convectiva en el borde fijo para un material semi-
infinito. Se compara la solucién exacta de dicho problema con las soluciones aproximadas obtenidas a
partir del método de balance integral cldsico y de una variante del mismo para un perfil de temperatura
cuadratico en el espacio. En todos los casos, el andlisis se realiza en forma adimensional utilizando
dos pardmetros: nimero de Stefan (Ste) y nimero de Biot (Bi). Ademds se analiza el caso cuando Bi
tiende a infinito, recuperando las soluciones aproximadas obtenidas cuando se impone una condicién de
temperatura en el borde fijo.
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1. INTRODUCCION

Los problemas de Stefan son problemas de transferencia de calor con cambio de fase que
constituyen una amplia rama de estudio, dado que aparecen frecuentemente en procesos in-
dustriales y en problemas de interés tecnoldgico. Dada la naturaleza no lineal de este tipo de
problemas, las soluciones analiticas se limitan a unos pocos casos y se hace necesario el estudio
de métodos de aproximacion para los mismos.

El método de balance integral introducido en (Goodman, 1958) es un conocido método de
aproximacion de soluciones para problemas de Stefan. El mismo transforma la ecuacién del
calor en una ecuacién diferencial ordinaria en el tiempo asumiendo un perfil de temperatura
cuadrético en el espacio. Para estos perfiles de temperatura, distintas variantes de este método
fueron establecidas por (Wood, 2001). Por otra parte en (Hristov, 2009a), (Hristov, 2009b),
(Mitchell, 2012), (Mitchell y Myers, 2012), (Mitchell y Myers, 2010b) y en (Mosally et al.,
2002) se lo utiliza para otros perfiles de temperatura tales como: exponencial, potencial, etc.

En este trabajo se obtienen soluciones aproximadas mediante el método de balance integral
clasico y una variante del mismo propuesta por (Wood, 2001), de un problema de Stefan a una
fase para la solidificacién de un material semi-infinito x > 0 en el cual se impone una condicién
convectiva en el borde fijo x = 0. Esta condicion establece que el flujo de temperatura en el
borde fijo es proporcional a la diferencia entre la temperatura del material y la temperatura
ambiente, es decir:

KT:(0,) = H() (T(0,1) = (=T)), (D)
donde T es la temperatura del material, k representa la conductividad térmica, H(t) es el
coeficiente de transferencia de calor en el borde fijo y —7,, < 0 es la temperatura ambiente
impuesta en x = (. Mediante el método de balance integral en (Goodman, 1958), (Roday y
Kazmierczak, 2009) y en (Mitchell y Myers, 2010a), se obtienen soluciones aproximadas de
problemas de Stefan con condicién convectiva donde H(t) = h > 0, en los cuales se estudian
la precision de dichas soluciones comparandolas con distintos métodos numéricos. En este tra-
bajo, se considera H (t) = %, h > 0y se comparan las soluciones aproximadas con la solucién
exacta obtenida en (Tarzia, 2017). Si se analiza el limite cuando h — oo, para cada ¢ fijo, se ob-
tiene una condicién de tipo Dirichlet en 2 = 0 de la forma: 7'(0,¢) = —T . Por esto, también,
se estudia el caso limite de las soluciones obtenidas, recuperando las soluciones aproximadas
obtenidas cuando se impone una condicion de temperatura en el borde fijo.

2. FORMULACION MATEMATICA Y SOLUCION EXACTA

Se considera un problema unidimensional de Stefan a una fase para la solidificacion de un
material semi-infinito > 0 en el cual se impone una condicioén convectiva en el borde fijo
x = (. La formulacién matematica del problema es la siguiente:

Problema (P). Hallar la temperatura 7" = T'(x, t) del material y la frontera libre s = s(¢) de
manera que se satisfagan las siguientes condiciones:

Ti(z,t) = %Tm(x,t), 0<x<s(t), t >0, (2)

h
ka(Oat) - %(T(Oﬂf) o (_Too))v t>0, (3)
T(s(t),) = 0, £>0, (@)
kT:(s(t), 1) = pAs(), t>0, (5)
s(0) =0 (6)
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donde la conductividad térmica k, la densidad de masa p, el calor especifico c y el calor latente
de fusién por unidad de masa A, son constantes dadas. La ecuacién (3) representa la condicién
convectiva en el borde fijo donde —7,, < 0 es la temperatura externaen z = 0y h > 0
representa el coeficiente que caracteriza la transferencia del calor en el borde fijo.

En (Tarzia, 2017) se presenta la solucién explicita del problema (P), utilizando la variable de
similaridad. Para el caso particular del problema a una fase, la misma viene dada por:

T(z,t) = AT. + BTerf (25&) , (7

s(t) = 26Vat, (8)

donde las constantes A y B son:

erf (€)
A= 2 9
e eri(©) ®
B = 1 (10)

mos erf(¢)’

y £ es la Unica solucidn positiva de la siguiente ecuacion:

1 St
T exp (xQ) <erf(ac) + m) — \/—; =0, x>0, (11)
siendo " T )
a=2 se=9=2 'y  Bi= hve (12)
pc A k

parametros adimensionales que representan el coeficiente de difusién térmica, el nimero de
Stefan y el nimero de Biot respectivamente.

3. SOLUCIONES APROXIMADAS DEL PROBLEMA (P)

Como uno de los mecanismos de conduccion del calor es la difusidn, la excitacion en el
borde fijo x = 0 (por ejemplo, una temperatura, un flujo de calor, una condicién convectiva)
no se propaga inmediatamente a todo el material semi-infinito > 0 sino que su efecto se
percibe en un intervalo acotado [0, d(¢)] (para cada instante de tiempo ¢ > 0) fuera del cual la
temperatura permanece igual a la temperatura inicial. E1 método del balance integral calérico
(Goodman, 1958) postula la existencia de una funcién § = 4(t) que mide la profundidad de
la capa térmica. En los problemas de cambio de fase se toma la capa térmica como la frontera
libre, es decir §(t) = s(t).

El método de balance integral cldsico introducido en (Goodman, 1958) para resolver proble-
mas que involucran un cambio de fase consiste en transformar la ecuacion del calor (2) en una
ecuacion diferencial ordinaria en el tiempo mediante: asumir un perfil de temperatura adecuado
consistente con las condiciones de frontera, integrar (2) con respecto a la variable espacial en
el intervalo (0, s(¢)), y sustituir la condicién de Stefan (5) por una nueva ecuacién obtenida a
partir de la temperatura de cambio de fase (4).

Es decir, si se considera la ecuacion (4), se la deriva respecto del tiempo ¢, se despeja 5(t) y
se reemplaza en la condicién de Stefan (5) resulta:

T2(5(6),1) =~ Tra5(6), ) (13)
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que es una nueva ecuacion que sustituye a la condicion de Stefan.
Por otra parte, utilizando (2) y (4) se obtiene:

s(t)

d k[0 -

%/T(x,t)dx = { p 5(t) Tﬁ(o,t)} : (14)
0

resultando en una nueva ecuacion que sustituye a la ecuacion del calor.

En (Wood, 2001) se establecen variantes del método de balance integral y se obtienen dife-
rentes problemas aproximados.

En este trabajo se desarrollan el método de balance integral cldsico y una de las variantes
establecidas por (Wood, 2001) en la que sélo se reemplaza la ecuacion del calor (2) por (14).

3.1. Solucién aproximada a través del método de balance integral clasico

El método del balance integral clédsico postula para la resolucién del problema (P) la reso-
lucién del problema que surge de sustituir la ecuacion (2) por (14) y la condicién (5) por (13),
manteniendo todas las otras condiciones del problema (P) iguales. Es decir:

Problema (P1). Hallar la temperatura 7} = T3 (z, t) del material y la frontera libre s; = s;(t)
de manera que se satisfagan las siguientes condiciones:

d koA
= / Ty ) = %s’l(t) —TL(0,8)] O<az<si(t), t>0, (I5)
0

ML (0,0) = (T3 (0,0) — (-T20), (>0, (6
Tl(Sl(t),t) =0, t >0, (17)

A\
T7 (51(8), 1) = =< T, (51(0), ), t>0, (18)
s1(0) = 0. (19)

La solucién del problema (P1) serd una solucién aproximada del problema (P). Para ello, se
propone un perfil cuadratico para la temperatura:

2
X X

y se obtiene una frontera libre de la forma:
s1(t) =261V, 1)

donde las constantes A, By y & deben determinarse a partir de las condiciones del problema
(P1).

A partir de (20) y (21), se satisfacen trivialmente las ecuaciones (17) y (19).

Si se sustituyen las expresiones para la temperatura (20) y para la frontera libre (21) en las
ecuaciones (15) y (16) se obtienen:

(6 + 2Ste) & + & — 6Ste

A= ,
! Ste (&2 + 2& +3)

(22)
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(—3Ste — 6) & — & + 3Ste
B, = B . (23)
Ste (51 + 56+ 3)
Dado que A; y Bj estan definidas a partir de los pardmetros &7, Bi y Ste, se utiliza la condi-
cion (18) para determinar el valor del pardmetro ;. De esta manera resulta que &; es solucién
de la ecuacion polindmica de cuarto grado dada por:

21 + 6St 12
(12 4 9Ste + 2Ste®) 2" + %x?’ + (? — 42Ste — 12Ste” — 18) z? +
1 1

30Ste + 9

TR 18Ste? + 9Ste = 0, x> 0. (24)
1

3.2. Solucion aproximada a través de una variante del método de balance integral clasico

El problema que se enuncia a continuacién es una variante, propuesta en (Wood, 2001), del
método del balance integral cldsico. Se postula para la resolucién del problema (P) la resolucion
del problema aproximado que surge de sustituir la ecuacién (2) por (14), manteniendo todas las
otras condiciones del problema (P) iguales. Es decir:

Problema (P2). Hallar la temperatura 75, = T5(z, t) del material y la frontera libre sy = s5(t)
de manera que se satisfagan las siguientes condiciones:

d koA

< / Ty, o = > PR5alt) ~ T, (0,1)] 0<z<st) >0, (25
0

kT, (0,t) = %(TQ(O, t)— (—Tx)), t>0, (26)

T2(52(t>7t) = 07 t> 07 (27)

KTy, (s2(t),t) = pAéalt), £>0, (28)

52(0) = 0 29)

Como en el caso del problema (P1), la solucién del problema (P2) serd una aproximacion
del problema (P). Para ello, se proponen un perfil cuadrético para la temperatura:

2
x x
Ty(z,t) = AsTh (1 - ;(t)) + BT (1 - ;(t)) , (30)

y se obtiene una frontera libre de la forma:
sa(t) = 26Vat, (31)

donde las constantes A,, By y & deben determinarse a partir de las condiciones del problema
(P2), de manera andloga al problema (P1).

A partir de (30) y (31), se satisfacen inmediatamente las ecuaciones (27) y (29).

Al sustituir las expresiones para la temperatura (30) y para la frontera libre (31) en las ecua-
ciones (25) y (26) se obtienen:

6 + 2Ste) £2 + &¢&, — 6St
AQ _ ( + 6)252 - B1§2 e’ (32)
Ste (52 + Ef? + 3)
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—3Ste — 6) &2 — 3¢ + 3Ste
By = ( 2) 2 b : (33)
Ste (63 + 262+ 3)
Al igual que en el problema (P1), las constantes A, y Bs se expresan en funcién de los
pardmetros &, Bi y Ste. Al utilizar la condicién (28), resulta que & debe ser solucién de la

ecuacion polindmica de cuarto grado dada por:

2 3
e §x3 + (6 + Ste) 2% + B—x — 3Ste = 0, x> 0. (34)
i i

4. COMPARACIONES DE LAS SOLUCIONES APROXIMADAS CON LA EXACTA

Para el estudio de la precision de las soluciones aproximadas, se comparan los coeficientes
adimensionales &1, & y € que son los que caracterizan a las fronteras libres aproximadas s (%),
so(t) y a la frontera exacta s(t), respectivamente. Dichos coeficientes se calculan a partir de las
soluciones positivas de las ecuaciones (11), (24) y (34), respectivamente, que dependen de los
parametros Ste y Bi.

En el problema (P) se impone una condicién convectiva en el borde fijo. Si el coeficiente h
que caracteriza la transferencia de calor tiende a infinito, o equivalentemente Bi tiende a infinito,
las soluciones de los problemas (P), (P1) y (P2) convergen a las soluciones de los problemas
(Po), (P15) y (P24,), donde estos ultimos estan definidos de manera andloga a los problemas
(P), (P1) y (P2) respectivamente, cambiando la condicidn convectiva en = 0 por una condicion
de Dirichlet en el borde fijo de la forma: 7°(0,¢) = —T..

La solucién del problema (P,.) fue hallada en (Lamé y Clapeyron, 1831) y estd dada por:

T T
swol(t) = 26cVat, (36)

donde &, es la tnica solucion positiva de la siguiente ecuacion:

Ste
VLS

La solucién del problema (P1,) obtenida en (Goodman, 1958) est4 dada por:

zexp (2*)erf (z) — =0, x> 0. (37)

2
Tio(a,t) = ArTi (1 — &L(t)) 4 By T. (1 - SIL@)) , (38)
S10(t) = 26V at, (39)

donde las constantes A, y Bj, son:

&2 (6 + 2Ste) — 6Ste

Ay = == ) 40
1 Ste(¢7. + 3) @0
£ (—3Ste — 6) + 3Ste

Ste(&2, + 3)

Bloo

: (41)

y 100 €8 solucion positiva de la siguiente ecuacion polindmica de cuarto grado:

2" (2Ste” + 9Ste + 12) + 2*(—12Ste* — 42Ste — 18) + 18Ste” + 9Ste = 0, >0, (42)
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El problema (P2,) corresponde a una variante propuesta por (Wood, 2001) del método de
balance integral clasico, cuya solucién es:

2
TQOO(.f,t) = AQOOTOO (1 — SQL(t)) + BQOOTOO (1 _ ” x(t)) ’ (43)
S20(t) = 2&Vat, (44)

donde las constantes Ay, Y Baso son:

&..(6 + 2Ste) — 6Ste

Aa Ste(@. +3) )
y 950 €8 solucion positiva de la siguiente ecuacion polindmica de cuarto grado:
z* + 1*(Ste + 6) — 3Ste = 0, x> 0. (47)

Teniendo en cuenta lo anterior, para el cilculo numérico, se fijan distintos valores de Ste y
luego:

» se calculan &1, &0 Y € que corresponden a los coeficientes que caracterizan a las
fronteras libres si.0, S200 ¥ Soo, de los problemas con condicién de temperatura en el
borde fijo, (P1), (P2so) ¥ (Poo), respectivamente.

= haciendo variar Bi hasta un cierto nimero “suficientemente grande”, se calculan &y, & y
¢ que corresponden a los coeficientes que caracterizan a las fronteras libres s, s y s, de
los problemas con condicién convectiva en el borde fijo, (Py), (P2) y (P), respectivamente.

En las siguientes figuras se muestran los errores cometidos por las soluciones aproximadas.
Para valores de Ste= 107°,1073,107%, 1, 10 y 50, y haciendo variar Bi, se grafican { — £ y
Eivo — E0os © = 1,2, cuyo signo indica si las aproximaciones son por exceso o por defecto.

o -6
42X 10 ‘ ‘ ‘ ‘ precy ‘ ‘ ‘ ‘
37% N —
3.5 : 3.5 ]
3 ] 3
e et
25 ] 25
—&€ —&¢
2 ] 2
15 ] 15
S — Xk ——
0.5 ] o.sﬁ
% 2000 4000~ 6000 8000 10000 % 1000 2000 3000 4000 5000
I I
Figura 1: Ste= 1075 Figura 2: Ste= 1073
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Figura 3: Ste= 10! Figura 4: Ste= 1
0.06 0.05

0.03

0.0 -0.0834
-0.1t
0.0
0 0144 -------- et e EEEEEEEEY
_ 0 1 2 3 4 5
Bi Bi
Figura 5: Ste= 10 Figura 6: Ste= 50

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se obtuvieron soluciones aproximadas para el problema de Stefan a una fa-
se para la solidificacion de un material semi-infinito (P) en el cual se impone una condicién
convectiva en el borde fijo, mediante el método de balance integral cldsico y una variante del
mismo.

Debido a que los perfiles de temperatura aproximados no son comparables con la temperatura
exacta del problema (P), se compararon numéricamente las fronteras libres (21) y (31) de las
soluciones aproximadas con la exacta obtenida en (8) obtenida en (Tarzia, 2017), caracterizadas
por los pardmetros &1, & y € respectivamente. Este andlisis se realizé en forma adimensional,
utilizando dnicamente el nimero de Stefan (Ste) y nimero de Biot (Bi). Para valores de Ste < 1
se observa que & y & aproximan por exceso a ¢ (Fig. 1- Fig. 4), mientras que para Ste > 1,
no hay monotonia del error (Fig. 5, Fig. 6). En todos los casos los errores & — &, ¢ = 1,2
cometidos por las soluciones aproximadas dadas por (P1) y (P2) convergen, para un nimero
de Bi suficientemente grande, a los errores ;o — £, ¢ = 1,2 cometidos por las soluciones
aproximadas dadas por los problemas (P1..,) y (P2,).

La contribucién de este trabajo es que al tener la solucién exacta del problema (P), es re-
lativamente simple compararla con las soluciones aproximadas obtenidas a partir de distintos
métodos. Particularmente, de la observacion realizada se concluye que la solucidén aproximada
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dada por la variante del método de balance integral propuesto en (Wood, 2001), tiene una mayor
precision que el método de balance integral clasico para el problema (P) para nimero de Ste
pequeiios.
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