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Resumen. La nueva derivada de Caputo estd definida mediante un operador integral con nicleo regular,
(M. Caputo and M. Fabrizio, Nat Sc Pub Cor, Prog in Frac Diff and App, (1): 73-85, (2015)). En este
trabajo, continuacién de (M. Troparevsky et. al., Asoc Arg Mec Comp, 3383-3394, (2016)), resolvemos
aproximadamente el problema inverso que consiste en el cdlculo de una funcién de la cual se conoce
esta nueva derivada fraccionaria. Para calcular aproximadamente una primitiva elegimos una familia de
wavelets de banda limitada de propiedades especiales asociadas a un andlisis de multirresolucién. Des-
componemos y proyectamos el dato y mediante un esquema tipo Galerkin calculamos los coeficientes de
la incognita en dicha base. El esquema de aproximacion resulta simple y eficiente gracias a la regularidad
del operador y a las propiedades de la familia de wavelets elegida.
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1. INTRODUCION

El célculo fraccionario comprende operadores diferenciales e integrales de orden arbitrario,
no necesariamente natural, generalmente representados por operadores integrales con nticleos
con distinto nivel de suavidad. Si bien el origen del célculo fraccionario puede encontrarse en
trabajos de Laplace, Liouville, Fourier, Abel, Riemann entre otros, en las dltimas décadas el
interés por este tipo de operadores se ha extenido ya que modelos presentes en diferentes disci-
plinas han sido expresados mediante este tipo de operadores: problemas de difusion, hidradli-
ca, teorfa de potencial, electroquimica, viscoleasticidad y nanotecnologia entre otros (Agrawal
(2004); Atangana y Cloot (2013); Crank (1979); Herrmann (2013); Odzijewicz et al. (2012);
Unser y Blu (2000)). Es sabido que la derivada de orden fraccionario de una funcién no goza de
la condicién de localidad de la derivada estandar y, por el contrario, refleja el comportamiento
global de la funcién involucrada. En (Almeida y Torres (2010); Baleanu et al. (2017); Miller
y Ross (1993); Oldham y Spanier (2006)) pueden consultarse propiedades y caracteristicas de
estos operadores. Algunos resultados tedricos referidos a ecuaciones diferenciales fraccionarias
figuran en (Diethelm y Ford (2002); Maitama y Abdullahi (2016); Podlubny (1991); Ye y Gao
(2007)).

A pesar de su creciente desarrollo, el célculo analitico de estos operadores puede resultar muy
engorroso, por lo que resulta necesario desarrollar aproximaciones numéricas. Soluciones apro-
ximadas de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario figuran en (Atanackovic y Stankovic
(2008); Baleanu et al. (2017); Odibat y Momani (2008); Zhuang et al. (2009)).

Existen diferentes definiciones de estos operadores. Recientemente en (Caputo y Fabrizio (2015))
una nueva definicioén ha sido incorporada: la nueva derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio.
A ella nos referiremos en este trabjo. Esta nueva derivada fraccionaria no sélo resulta util para
modelar sistemas fisicos, sino que posee ventajas operacionales en cuanto al cédlculo ya que
la integral involucrada no presenta singularidades. Se han publicado recientemente numerosas
aplicaciones de este nuevo operador fraccionario. En algunos trabajos se propone soluciones
causales de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario utilizando la transformada de Lapla-
ce (Caputo y Fabrizio (2015); Losada y Nieto (2015); Sheikh et al. (2017)). Al-Salti et al. (2016)
prueban la existencia de solucion para algunos problemas de contorno para la ecuacién fraccio-
naria del calor obteniendo en algunos casos, féormulas explicitas. En (Dougmo Goufo (2017))
se analiza la ecuacion de Korteweg-de Vries-Burgers utilizando esta derivada fraccionaria.

En este trabajo construimos una solucién aproximada de la ecuacion

DI f(x) = g(x) (D)

donde D¢ f es la nueva derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio de orden o € (0,1) (new
Caputo-Fabrizio fractional derivative), g es el dato y f es la funcién incégnita.

Entre las ventajas que presenta esta nueva definicion frente a las derivadas de orden fraccionario
existentes, figura el hecho de que el nicleo del operador integral no contiene singularidades lo
cual facilita su célculo efectivo.

Para calcular una solucién de (1) adaptamos un esquema de aproximacion desarrollado en (Tro-
parevsky et al. (2016)) para las ecuaciones asociadas a los operadores integrales que actiian
sobre la transformada de Fourier. Este mismo esquema fue implementado con éxito para el
célculo de primitivas respecto de la derivada de Caputo clédsica (Fabio y Troparevsky (2017)).
Primero expresamos la ecuacion por medio de la transformada de Fourier. A continuacién pro-
yectamos el dato en subespacios wavelet adecuados. Finalmente, mediante un esquema de tipo
Galerkin, calculamos los coeficientes de la funcién desconocida en la base wavelet elegida.
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El método propuesto es simple ya que a partir de los coeficientes wavelet del dato y una matriz
construida a partir de ecuaciones normales, calcula los coeficientes de la funcién incégnita en
cada nivel de resolucién j. El error introducido en la aproximacién puede controlarse ajustando
el cdlculo de los elementos de la matriz y considerando una proyeccion truncada mds precisa
del dato en los subespacios wavelet. Dado que la base wavelet elegida es de soporte compacto
en frecuencia y el nicleo del operador fraccionario no tiene singularidades, el esquema de apro-
ximacion resulta eficiente y numéricamente estable. Como no trabajamos con la transformada
de Laplace, las soluciones propuestas no son necesariamente causales.

2. EL PROBLEMA

Denotamos por H'((a, b)), el espacio de Sobolev W12((a, b)) de funciones u : (a,b) — R,
tales que su derivada débil v’ = D'u estd en L?((a, b)).
La nueva derivada de Caputo-Fabrizio (NDCF) de orden a > 0 de una f € H'((a,b)), a < b
se define como (Caputo y Fabrizio (2015))

DY f(x) := 1—a/f a(lwaT)dT n—1l<a<n neN (2)

donde M («) es una funcién normalizadora, M (0) = M (1) = 1y a € (—o0,x), (Baleanu et al.
(2017); Caputo y Fabrizio (2015)).

Para n = 1y consecuentemente a € (0,1), llamando 0 = =% € (0,00) y siendo N (o) la
nueva funcién normalizadora correspondiente a o, N(0) = N(oco) = 1, la NDCF se expresa

como
Do (s / fir

Algunas propiedades de este operador pueden encontrarse en (Caputo y Fabrizio (2015)), como
por ejemplo

3)

lim D2 f(z) = (), limDIf(x) = f(z) — f(a). 4)

Estas propiedades se ilustran en la Figura 1, considerando a = —oo y la funcién de prueba
f(x) = e**/2 (sin(8rx) + sin(4nz)).

En este trabajo buscamos una primitiva f para una funcién g dada, considerando la NDCF con
a = —oo y n = 1, resolvemos la ecuacion

D¢ f(x) = g(z). (5)

Con este objetivo adecuamos el esquema de aproximacion desarrollado en (Troparevsky et al.
(2016)) para las ecuaciones asociadas a los operadores integrales que actian sobre la transfor-
mada de Fourier. Este mismo esquema ya ha sido adaptado e implementado con éxito para el
célculo de primitivas respecto de la derivada de Caputo clasica (Fabio y Troparevsky (2017)).
El primer paso consiste en elegir una base wavelet adecuada. En la préxima seccién explicamos
y justificamos la eleccion de la base.

3. LA BASE WAVELET

Elegimos una wavelet madre ¢y € § (clase de Schwartz), infinitamente oscilante, de decai-
miento rapido, bien localizada en tiempo y en frecuencia (Meyer (1990)). Su espectro |¢(2 Jw) |
estd contenido en la banda bilateral

= {w:2(n - p) < |w| <2 (x + )}
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Figura 1: Aplicacién del operador D¢ para o = 0,2y 0,99

con 0 < 8 < m/3. Si el pardmetro /3 tiende a 0 la wavelet aproximara a la wavelet de Shannon
que resulta poco til para las aplicaciones. En este caso elegimos § = 7/7.

La familia {¢;, = 2//2 ¢(2'z — k), j,k € Z}, resulta una base ortonormal (BON) de
L?(R), asociada a un andlisis Multirresolucién (MRA): una sucesién de subespacios Vi, (Wal-
nut (2002), Mallat (2009)) de manera que L*(R) = @, , Wi = D>, W; + V,,, n € Z.

En la Figura 2 se muestran ¢ y el médulo de su transformada ]@ |.
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Figura 2: La wavelet madre (arriba) y su transformada en médulo |1Z | para 8 = w/7 y w > 0 (abajo)

Existe también ¢ € V; tal que {¢(z — k), k € Z} es una BON de V}.
Denotamos por W; = span{v;, k € Z} al espacio wavelety V; = @ i< Wi es el subespacio
de escala. La familia {¢;,, = 27/2¢(2’2 — n),n € Z} es una BON de V.
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Esta descomposicion del espacio nos permite expresar cada funcién s € L?(R) como

s) =) Qs(a) = Pys(a) + Y Qs(x) = D (s,0sm) dam() + Y > (f ) yu(x)

JEZ §>J nez i>J keZ

para cualquier J, donde Q,(s) y P;(s) son las proyecciones ortogonales de la sefial s en W; y
Vj, respectivamente. Observemos que el soporte de @js(w) estd contenido en €2, y el de P 7s(w)
cn Ujg JQj.
Las propiedades de v garantizan convergencia absoluta en cada I¥/;. El desarrollo de esta base
y los algoritmos de implementacién basados en la FFT pueden consultarse en (Fabio y Serrano
(2015)).

Una vez que hemos elegido una base wavelet apropiada descomponemos, proyectamos y
truncamos el dato.

4. EL DATO

J
Seag € L*(R), g =375 gg; +reon|rllz <ellgllz =0, ] €Ny g; =375 cipthju € W;
donde c;j; = (g, ;i) son los coeficientes wavelet de g.
g; es la proyeccion truncada del dato en 15,

7i(x) = ) cppu(a) (6)

kEKj
donde K; C Z, [K;| = n; < oo, satisface 3=, 45 [ (9, ¥ju) [ < €llg;|[* y e = 0.

5. EL OPERADOR D¢

El préximo paso consiste en expresar el operador integral por medio de la transformada de
Fourier.
., . PR < TN
Sea k la funcién causal definida por, kK = ¢~ 1-a” para = > 0, entonces

1

K(w) = w (7)
y la ecuacion (5) se escribe como
M M — .
DEf(a) = o xR)0) = oy s [ (PRl
M(&) A, -~ WT
m /R f (CU) KJ(W) e“dw.
Entonces
o o M(CM) i T W wr
DY f(x) = 1—0427T/Rf(w)—%+iwe dw. (8)

Podemos describir ahora la ecuacién (5) por medio del siguiente operador integral actuando
sobre la transformda de Fourier de la incognita f, Af = D f

Af@) = 12 [ Flom)eds ©)
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donde el nicleo h es ) ,
hw) = 5= %ﬂw (10)
11—
Notemos que este nucleo es una funcién suave, que no depende de la variable z.
Finalmente la ecuacidn (5) se escribe como

Af(z) = g(z). (1)
6. LAS IMAGENES DE LA BASE WAVELET

El paso siguiente consiste en calcular las derivadas de las funciones de la base wavelet elegida
considerando la NDCF definida a partir de (9).
Sea vj, = D¢y, entonces

M ~ .
1_(02 /ijk(w)h(w)ewxdw (12)

vjk(T) =

En la Figura 3 mostramos el grafico de algunas de ellas, pudiéndose apreciar su similitud con
las wavelets.

VZ‘O’ VZ“\O’ VZ‘WS

ES
N
<
ISy
S
(2]
fe:]

L L Il
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 3: Algunas v, con a = 0,5

Mais adelante observaremos que no es necesario el cdlculo de estas funciones v;; ya que en el
esquema de aproximacion sélo utilizaremos (vj;, ).

Consideraremos que para Jy;, < J < Jaa, A(W;) = W Si este no fuera el caso reemplaza-
mos W; por una unién adecuada de subespacios wavelets.

7. EL ESQUEMA DE APROXIMACION

Si la funcidon a determinar es

F@) =" butbu(), (13)

jeZ keZ
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en cada nivel Jp,;, < j < Jpa, nos restringimos a K; y obtenemos fj = ZkeKj bk (ver
(6)), de donde

Afj(x) = birvji(). (14)

kGK]‘

A partir de las consideraciones realizadas acerca de la base elegida y las propiedades del ope-
rador A, proponemos Af; = g;, es decir,

D b)) 2 Y ety () (15)

keK k' €K;

El vector de coeficientes de f, bf; = {bjr} rek, puede calcularse a partir de las ecuaciones

Z bj1vji, Yjm ) = Z bjt (Vjt, Vjm) = Cjm, m € K, (16)
leK, l€K;
es decir, o ’
Mbl = ¢, k€K, (17)
donde M7 € R x R" es la matriz que contiene los productos
My, = (g1, Yjm) (18)

Las propiedades de la base wavelet y del operador nos permite asegurar que en cada nivel 7,
M7 es una matriz inversible, de modo que el vector bi de coeficientes de la funcién incégnita
f puede ser calculado.

Por dltimo, considerando para cada J,,;, < J < Jpazs f] = ZkeKj b;rjk, construimos una
primitiva aproximada de g:

Jmaz
fx) =Y fi).
J=Imin
Remarcamos que la matriz del sistema depende solamente del nicleo y de la base elegida por
lo que puede calcularse previamente. Ademas, la exactitud de la aproximacién puede mejorarse
reduciendo los errores que se introducen en el célculo de (18) y en la descomposicién del dato.

8. EJEMPLO NUMERICO

A modo de ilustracion consideramos el nucleo de la ecuacién (10) con o = 0,5 y la super-
posicién de armoénicas

f(z) = wy cos(35z) + wq cos(25x) 4+ ws sin(27x),

donde las w; son ventanas suaves de distintos rangos. Las imédgenes de f segun la aplicacién
de los operadores NDCF y el clasico DCEF, de nicleo singular, se exhiben en la Figura 4. Para
ambos casos a = 0,5.

El andlisis wavelet de ¢ = D% f, y de f, indica que los niveles j = 0,1,2y 3 son los de
energia significativa, tal como se muestra en la Tabla 1. En la Figura 5 mostramos algunas de
las matrices diagonal dominante utilizadas en este ejemplo: M°y M3,

Finalmente el error cuadrético de aproximacién resulta del orden de 1075, En la Figura 6 se
puede ver la suma de las reconstrucciones de las componentes Z?:o fj, es decir una primitiva
aproximada y el error cuadrético involucrado.

Copyright © 2017 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



2554 M.l. TROPAREVSKY, M.A. FABIO

f(x)=w'1 cos(35 x)+w2 cos(25 x)+w3 sin(2r x)

4 T T T
2 |- -
0
2+ .
_4 1 1 1 I i
10 5 0 5 10
D°5f(x)
20 T
0
-20 1 i | 1 I
-10 -5 0 5 10
D25
5 T T T T
0 MNWWMWWWWW A
-5 1 I 1 i
-10 5 0 5 10

Figura 4: La funcién f y sus imdgenes segtn el operador D5 y DYs respectivamente

’ nivel j \ energia de g \ energia de f \ frecuencias ‘

4 0.0000 0.0000 [50.2, 100.5 ]
13 0.3371 0.3397 [25.1,50.2 ]
2 0.1949 0.1864 [12.5,25.1]
1 0.4651 0.4482 [6.28, 12.5]
0 0.0088 0.0198 [3.14, 6.28]
-1 0.0000 0.0000 [1.57,3.14]

Tabla 1: Distribucién de energias

Matriz M°

Figura 5: Matrices diagonal dominante M° y M3
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Primiiva fvs su estimacion
4 T

Ermor cuadréfico

0 L Mot atond N T R I
10 5 0 5 10

Figura 6: La primitiva f (azul) vs su aproximacion Z;’:O f] (rojo) (arriba) y el error cuadratico (abajo)

9. CONCLUSIONES

En este trabajo hemos propuesto un método para el célculo de una primitiva de una funcién

dada, considerando la nueva derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio. Con tal objetivo elegi-
mos una familia de wavelets de banda limitada de propiedades especiales asociadas a un andlisis
de multirresolucion. Descomponemos y proyectamos el dato en dicha base y mediante un es-
quema tipo Galerkin calculamos los coeficientes de la incégnita inviertiendo una matriz que
resulta diagonal dominante. El error introducido en la aproximacién puede controlarse ajustan-
do el cdlculo de los elementos de la matriz y considerando una proyeccion truncada mas precisa
del dato en los subespacios wavelet. Propiedades de la base y del operador garantizan que el
esquema de aproximacion resultante sea simple, eficiente, numéricamente estable.
En futuros trabajos pretendemos implementar este método en la resolucién de ecuaciones di-
ferenciales fraccionarias presentes en distintas aplicaciones y comparar su desempeio frente a
métodos de aproximacion existentes para algunas ecuaciones particulares basados en la trans-
formada de Laplace.
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