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Resumen. En este trabajo se presenta una formulacién del método de elementos de contorno isogeomé-
trico. El método es aplicado en cdlculo de distribucién de potencial y densidad de corriente eléctrica entre
dos metales sumergidos dentro de un electrolito con altura variable. El contorno es generado a partir de 5
curvas B-spline y el mallado se realiza con la técnica de refinamiento de nudos. Las integrales singulares
son calculadas utilizando la técnica subdivisién de elementos y cuerpo rigido. Finalmente los resultados
obtenidos son comparados con las ecuaciones analiticas.

Keywords: Electrolyte , Isogeometric, Boundary element

Abstract. In this work a formulation of the isogeometric boundary elements method is presented. The
method is applied in calculation of potential distribution and electric current density between two sub-
merged metals within an electrolyte with variable height. The boundary is generated from 5 B-spline
curves and the meshing is done with the knot refinement technique. Singular integrals are calculated
using the subdivision of elements and rigid body technique. Finally, the results obtained are compared
with the analytical equations.
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1. INTRODUCCION

La corrosion puede definirse como la conversion de una aleacion metdlica en un componente
inorgénico de baja energia, como los 6xidos, sulfatos y carbonatos, esta transformacién tam-
bién produce transferencia de masa de este componente al medio circundante, este conversion
es activada principalmente por los 4cidos del medio y es acelerada por procesos de calenta-
miento (corrosion en caliente), cargas de tension (corrosion por esfuerzo) y la presencia de una
segunda aleacion (corrosion galvédnica). En la industria, numerosas estructuras metdlicas estan
expuestas a estas condiciones de activacion o aceleracién que afecta negativamente su integri-
dad, adelgazando las paredes o disminuyendo sus propiedades mecdnicas (Limite de fluencia,
rigidez, resiliencia, etc...). Estructuras de pared delgada como los sistemas de tuberia o el casco
de una embarcacién, son afectadas por la corrosién, los impactos econdmicos, medioambienta-
les y humanos generados por fallas catastroficas en estas estructuras son significativos Hansson
(2011). Por lo tanto entender los diferentes mecanismos de activacion del proceso de corrosion
permite eliminar o mitigar sus efectos, en el caso de la corrosion galvénica, es clave entender
como se distribuye el potencial eléctrico entre dos metales, ya que esto permitiria tomar medi-
das correctivas de forma eficiente.

Muiltiples trabajos de investigacidn, en esta temdtica, utilizan soluciones analiticas 0 numé-
ricas de la ecuacidn diferencial de Laplace, para modelar la respuesta de diferentes estructuras
bajo diferentes tipos de corrosion.Kapustin et al. (2015) modela numéricamente la degradacion
por corrosion en placas bajo tensidn simple, Gutman et al. (2016) estudia los efectos de la co-
rrosion en laminas esféricas sujetas a presion externa. Sin embargo, las soluciones analiticas
son dificiles de encontrar para diferentes geometrias, por lo tanto existe una tendencia fuerte a
utilizar métodos numéricos. Zamani et al. (1986) discute sobre los esfuerzos realizados en la
investigacion de métodos numéricos capaces de resolver la ecuacién de gobierno de Laplace.
En su trabajo concluye que el método de elementos de contorno (BEM) es la técnica mds conve-
niente para realizar cdlculos de corrosion. Esta postura es también defendida en los trabajos de
Brebbia y Dominguez (1994, 1977), Amaya y Aoki (2003), Aoki y Kishimoto (1991) y Jia et al.
(2004, 2007). El método de elementos de contorno se basa en la discretizacién de la ecuacién
integral de contorno, este métodos puede ser aplicado a un amplio espectro de problemas fisicos
dentro del campo del modelado computacional Bonnet (1999). Su mayor ventaja yace sobre el
hecho de que solo es necesario discretizar (mallar) el contorno del problema, esto permite redu-
cir significativamente, el coste computacional relacionado a esta actividad y por lo tanto reducir
el tiempo de andlisis. Sin embargo, al igual que en el caso de los elementos finitos, requiere
del proceso de remallado, para garantizar la convergencia de la solucién. Este paso en particular
requiere de una constante conexién con los sistemas de dibujo asistido por computadora (CAD),
ademads de intervencidon humana, esta actividad consume una considerable cantidad de tiempo,
que si bien es necesario, no contribuye directamente con la solucion de problema. Hughes et al.
(2005) propone el andlisis isogeométrico (IGA) como alternativa de solucion. Este método de
andlisis permite utilizar la informacién geométrica exacta desde un sistema CAD a través de las
funciones base NURBS (Non-Uniformal rotational B-spline). El uso de estas funciones permite
llevar a cabo procesos de remallado facilmente, sin recurrir a una conexién constante con el
sistema CAD, ya que técnicas como K-refinamiento, P-incremento e inserciéon de nudos, gene-
ran mallas més finas, manteniendo la exacta geometria en todo los niveles del remallado. En
este trabajo se plantea una formulaciéon del método de elementos de contorno isogeométrico
(IGABEM) con elementos de variacidn constante, para calcular la variacion de potencial elec-
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troquimico presentada en una celda galvanica. Este documento estd estructurado de la siguiente
forma. La funcién base utilizada para la generacion de las curvas B-spline es descrita. Luego,
la formulacién de elementos de contorno isogeométrico es propuesta, se dan explicaciones de
como calcular las integrales singulares y finalmente se presenta un ejemplo de aplicacién. Los
resultados obtenidos, muestran que la formulacién propuesta es una alternativa confiable para
realizar calculos de distribucidn de potencial y densidad de corriente.

2. DESCRIPCION DE LA GEOMETRIA
2.1. Funcion base

El algoritmo utilizado para generar estas funciones, tiene tres entradas principales, el vector
de nudos, el cual debe ser no negativo y no decreciente U = [ug, U1, U, .., Upm—1, U], €] pa-
rametro u; y el grado del polinomio p. El i-ésimo termino de la funcién base se calcula de la
siguiente forma:

1 siu; <u < Ui
N, o(u) = b= o
io(u) {0 de lo contrario

U — U Uitp+1 — U
Nip(u) = ———N;p1(u) + —————Nip1 1 (u (1)
,p( ) Uity — U P 1( ) Ui pi1 — Uige +1,p 1( )

Note que para las funciones donde p < 0 el valor de N, ,(u) es una combinacién lineal de
dos tipos de funciones base NV; ,_1 y N;;1,-1. La figura 1 muestra un ejemplo de las funcién
base de grado p = 1y p = 2 con un vector de nudos U = [0,0,0,0,25,0,5,0,75,1, 1, 1] para
los valores 0 < u < 1.

;’\\ /\
A

() (b)

Figura 1: FUNCION BASE LINEAL (A) Y FUNCION BASE CUADRATICA (B)

Las funciones base de la figura 1(a) son interpolantes mientras que las funciones en la figura
1(b) no lo son, lo cual debe ser considerado cuando se utilizan estas funciones para realizar
interpolacion del espacio solucion. De hecho es conocido que, estas funciones no satisfacen la
propiedad delta de Kronecker, por lo cual el calculo de las integrales singulares se dificulta.

2.2. Derivada de la funcion Base

Es necesario realizar la derivada de la funcién base para calcular la longitud de arco o area
de superficies de una curva B-spline. La primera deriva se define como:

P
!
N, = —"—

Nim—l(u) - P

———————Nit1p-1(u) (2)
Witp — Ui Witp+1 — Uit
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Luego para representar derivadas superiores se indicara pr(u) como la derivada k-ésima de
Nip(u):

P U — Uy Ujpp+1 — U
pr - k Z Ni’fpfl + LN&FLP% 3)
b= Ujpp — Uy Ui4p+1 — Uit

k=0.p—1
La ecuacion 2 sera utilizada posteriormente para calcular el Jacobiano del elemento.

2.3. Curvas B-spline

Una curva b-spline de grado p se define de la siguiente forma:

C(u) =Y Niy(u)P, 4)
1=0

Donde P; son los puntos de control que forman el poligono de control y n es el total de
puntos de control.Una curva B-spline de grado p = 2 es mostrada en la figura 2. La suma
anterior puede expresarse como el siguiente producto vectorial:

C(u) = [N1p; Nop, s Nup| % [Pr, Pa, .y P)T

Figura 2: B-SPLINE DE GRADO p = 2 Y VECTOR DE NUDOS U = 0,0, 01, 1,1 LOS PUNTOS DE CON-
TROL SON P, = [-1,0,1] Y P, = [0,1,0]

Es evidente que, el maximo grado permitido para un b-spline con n puntos de control es
p = n — 1, mientras que el vector de nudos tenga la forma:

U= {Oé, w0 Up, ...,Um,p,hﬁ, ,B}
—— ——

p+l p+l

2.4. Refinamiento de nudos

Esta técnica permite enriquecer el vector de nudos, agregando nuevos nudos sin alterar la
curva b-spline de forma paramétrica o geométrica, agregando nuevos puntos P en el poligono
de control. Para el vector de nudos mostrado:

U = [u1, Uy ooy Ugy ooy U1, Upy (5)
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El cual genera las siguientes funciones bases evaluadas en u.

N(u) = [Nip(u), Nayp(u), ..., Nop(u)] (6)

Es posible calcular los nuevos puntos de control P que formen el poligono de control de una
curva b-spline con similar geometria. El nuevo vector de nudos es:

U = [uy, Ug, oo, Up—1, Uk, U415 U (7

La relacion para calcular los nuevos puntos de control es:

C(u) = C(u) 3)

Donde:

C(u) = [N1,(w), Nop(u), .., Njp(u)] % [Py, Py, .., Pj]" 9)

Seleccionando un conjunto de valores paramétricos convenientes, diferentes de los que ya
existen dentro del vector U, se puede generar el siguiente sistema de ecuaciones:

N(uiz, ;)P =N(uiz, ;)P (10)
Nip(ui) Nop(ur) Nap(ur) ... Npp(ur) P
Ny, (u Ny, (u N3, (u . Np,(u
N(usa. ;)P = 1p(u2)  Nop(uz) s,p.( 2) . p(u2) }?2
Nip(us)  Nop(uj)  Nap(uy) Nop(u;) Pa
Nip(w) Nop(ur) Nyp(ur)
_ _ Ni,(us) No,(us) Na,(u
Ntus 7= | Frol) Nool) Noglu

Nip(uj) Nap(uj) Nsp(uy)

Finalmente al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene P

P = N(up s, ;) (N(upp,. ;) P) (11)

77777
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3. FORMULACION DE ELEMENTOS DE CONTORNO ISOGEOMETRICO

En esta formulacidn, las curvas B-spline son utilizadas para interpolar la geometria, pero el
espacio solucion seré interpolado con elementos de variacién constante, esto se debe a que es
mads simple trabajar con las integrales fuertemente singulares de esta forma, ya que se puede
aplicar cuerpo rigido. La ecuacidn integral tipica de elementos de contorno para la solucién de
la ecuacion de Laplace en un medio isotrépico, uniforme y sin fuente de potencial en el dominio
es:

(P)6(P) = /F [6"(P.Q)7 — 3" (P, Q)] dr (12)

1 para P dentro de €2 P)
0 para P fuerade ) ¢

Donde:

I' = {T", + I'y } El contorno completo

{¢,q} Potencial y flujo conocido en el contorno.
{¢*, ¢*} Solucién fundamental.

{P, @} Punto fuente y punto de campo

Como el contorno serd modelado como uno o varios B-spline, el diferencial dI" cambia a:

dl' = J,du (13)
Donde J, es el Jacobiano
Jo =/ (NL,P.)’ + (N.,P,)’ (14)
Reemplazando 14 y 13 en 12 se tiene:
(PYo(P) = [ (u) [6"(P. Q)7 ~ 50" (P.Q)] Jdu (15)
r

En el método tradicional el contorno esta subdividido en elementos rectos, en los cuales se
sabe que sus puntos fuentes se encuentran en el centro, en el caso de la formulacidn isogeomé-
trica, un elemento es el intervalo entre dos nudos u; y w1 donde u; 1 — u; < 0, es conocido
también como knot-span, el punto fuente es calculado por la ecuacién 16

Ui+ Ui

16
La solucién de la ecuacion integral, aproximando I' con M knot-span es:
M M
(PP + Y [ o (P @du=Y [ o (P.Qusidu (17)

Donde T', es el intervalo de integracién {u;, u;,1}.La ecuacién puede ser ensamblada en un
sistema lineal de ecuaciones como el siguiente:

H¢=GI (18)
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g Wit1
Figura 3: DOMINIO ENCERRADO POR UN B-SPLINE CON 12 KNOT-SPAN

Donde H y G son las matrices de influencia, ¢ y I son el potencial y el flujo conocido en
el contorno. Uno de los principales obstdculos en el método BEM tradicional es la solucion de
dichas integrales cuando el punto de campo y el punto fuerte estdn en el mismo elemento, si
esto sucede entonces existe una singularidad en la regién de integracion que debe ser resuel-
ta por otros medios. En el método tradicional esta problemética es solucionado utilizando una
solucién analitica para la integral de tipo [n(r) asociada a ¢* llamada integral de singularidad
débil y utilizando la técnica de cuerpo rigido para la integrales de tipo cos(6)/r asociada a ¢*
llamada integral de singularidad fuerte. La técnicas de cuerpo rigido consiste en determinar in-
directamente el valor de la integral a travez de la suma de los términos por fuera de la diagonal
principal como se muestra en la ecuacion 19

Esta misma problemadtica es heredada por el método de elementos de contorno isogeomé-
trico, no obstante, cabe resaltar que el knot-span puede estar asociado a una seccion curva del
contorno, en consecuencia la solucién analitica de las integrales de singularidad débil propues-
tas en el método BEM tradicional, no se aplican para este. Por lo tanto, se utiliza la técnica de
subdivision del elemento, esta técnica permite dividir el elemento en regiones mds pequefias y
resolver las integrales con cuadratura de Gauss-Legendre, de modo que el resultado total, sea el
total de la suma de dichas integrales. En este trabajo se realizan en total seis subdivisiones en el
elemento. Por otro lado, las integrales fuertemente singulares, solo existen como valor principal
de Cauchy, por lo que se resuelve utilizando la misma técnica de cuerpo rigido.

M
H'=-"H' fori#j (19)
=1

4. CALCULO DE POTENCIAL Y DENSIDAD DE CORRIENTE ELECTRICA EN
CELDA GALVANICA

La formulaciéon IGABEM es utilizada para calcular la distribucion de flujo y potencial en la
superficie de una 4nodo y un citodo, dentro de un medio electrolitico. Aqui un modelo de celda
galvanica similar al presentado en Jia et al. (2004) es modelado. Las condiciones de borde para
el par galvanico son:

1(0,29) = I(a,x9) = I (21, w) =0 (20)
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¢(x,0) + R,1(x,0) = ¢ H(x — ¢) (21)

Donde H es la funcién escalén de Heaviside y Rp es el parametro de polarizacién y ¢, es
el diferencial de potencial entre el 4nodo y el cdtodo. Como existe una relacidon no lineal entre
el contorno del dnodo y el cdtodo, la solucién numérica es obtenida implementando el esquema
de solucidn iterativa reportado en Aoki y Kishimoto (1991). finalmente la solucién obtenida es
comparada con la solucidn analitica reportada en Waber y Fagan (1956)

Pare este caso, la constante ¢, = 1,0V y el pardmetro de polarizaciéon Rp = 1,0 para una
celda galvénica de a = lem, ¢/a = 0,5y w/a tiene los valores de 0,5, 0,1, 0,05 y 0,005. Los
valores de densidad de corriente y potencial son mostrado en la figura 6(a) y 6(b), mientras que
la configuracion geométrica y la distribucion de nodos son mostradas en la figura 4(a) y 4(b).

o " --::\('\‘II

Electrolito

5[ N

o

)

(a) (b)

B i e

C
Anodo | catodo

Figura 4: (a) CONFIGURACION GEOMETRICA DE LA CELDA ; (B) MALLA IGABEM PARA LA CELDA
GALVANICA

El contorno de la celda es generado con 5 B-spline lineales, con una conductividad del me-
dio igual a 1,00 'cm ™!, 1a malla tiene un tamafio de 96 knot-span con 16 de estos, distribuidos
uniformemente sobre el cdtodo y el dnodo.
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Figura 5: (a) VALORES CALCULADOS DE POTENCIAL UTILIZANDO IGABEM VERSUS LOS VALORES
ANALITICOS (SIMBOLOS); (B) VALORES CALCULADOS DE DENSIDAD DE CORRIENTE UTILIZAN-
DO IGABEM VERSUS LOS VALORES ANALITICOS

5. ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS

El método IGABEM fue utilizado para realizar cdlculos de distribucién de potencial y dis-
tribucion de corriente eléctrica en una celda galvédnica para diferentes alturas de electrolito. Los
resultados obtenidos fueron comparados con las solucién analitica, la graficas de error muestran
gran congruencia entre la solucién numérica y la analitica, con errores relativos por debajo del
1% para diferentes alturas de electrolito, excepto para el caso de w/a = 0,005 el error en el
potencial incrementa al 30 % en el extremo izquierdo, en la zona catédica donde el valor abso-
luto de potencial tiende a cero, mientras que el error en el flujo incremente al 40 % en ambos
extremos donde el valor absolutos de flujo tiende a cero. Cabe resaltar que los elementos cons-
tantes estdn uniformemente distribuidos en el contorno, mientras que en estudios anteriores los
elementos se concentran en la interseccidn entre el dnodo y el cdtodo. Se pretende entonces,
desarrollar en trabajos futuros, una técnica de refinamiento de nudos que permita concentrar los
knot-span alrededor de un punto en especifico. Por otro lado, subdividir un elemento en seis
partes para desarrollar las integrales de singularidad débil, es computacionalmente ineficiente,
por lo tanto se debe realizar mds investigaciones en este aspecto.

6. CONCLUSIONES

El método IGABEM, es un método de f4cil implementaciéon que permite realizar cdlculos
de distribucién de potencial y densidad de corriente eléctrica en celdas galvanicas, el método
es probado bajo diferentes alturas de electrolito manteniendo igual distribucién nodal para cada
altura, se encuentra que el error relativo incrementa significativamente cuando la altura del
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(a)

(b)

Figura 6: (a) ERROR RELATIVO ENTRE POTENCIAL ANALITICO Y POTENCIAL CALCULADO CON
IGABEM ; (B) ERROR RELATIVO ENTRE FLUJO ANALITICO Y FLUJO CALCULADO CON IGABEM

electrolito tiende a cero, pero se mantiene por debajo del 1 %para alturas mayores, esto no
significa que exista una falla en el método, significa que el nimero de elementos constantes que
modelan el contorno debe incrementar en la medida en que la altura del electrolito disminuye.
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