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Resumen. Se presenta el analisis de vibraciones libres de microvigas Timoshenko mediante la teoria
modificada de la tension del gradiente (MSGT) y aplicando el método de Ritz. Se tiene en cuenta por
lo tanto la inercia rotatoria de la microviga, el efecto del corte y la incidencia de la reduccion de
escala sobre los coeficientes de frecuencia. Para modelar la microviga, la teoria modificada del
gradiente introduce tres constantes adicionales llamadas parametros de escala de longitud que se
determinan experimentalmente y dan cuenta del cambio de las propiedades mecanicas del material. Se
estudia ademds la influencia del efecto Poisson sobre las frecuencias naturales de distintas
microvigas.

Keywords: Vibrations, Microbeam, Timoshenko, Modified Strain Gradient Theory, Ritz, Poisson’s
ratio.

Abstract. The paper investigates the free vibration of Timoshenko microbeams using the modified
strain gradient theory (MSGT) and the Ritz method. The Timoshenko beam theory takes into account
the rotatory inertia and the shear effect. The length scales associated with material microstructures are
considered with three additional material length scale parameters relevant to dilatation gradient,
deviatoric gradient and symmetric rotation gradient tensors. The length scale parameters are
experimentally obtained. Attention is focused on the effect of Poisson’s ratio on the natural frequency
coefficients of different microbeams.
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1 INTRODUCCION

El uso extendido de los micro sistemas electromecanicos, conocido por la sigla en inglés: MEMS,
hace necesario el desarrollo de nuevas teorias que analicen el comportamiento de estructuras de
dimensiones micrométricas debido a que estos dispositivos tienen como componente estructural vigas
y elementos mecanicos cuyo comportamiento no puede analizarse solamente con la teoria tradicional.
La teoria modificada de la tension del gradiente y la teoria modificada de tensidén de cupla son las
teorias que mas se utilizan para realizar un analisis estatico y dinamico de estas estructuras. Debido a
que el elemento mas comun es la viga, en este trabajo se aborda el estudio de una microviga
Timoshenko para tener en cuenta el efecto del corte y de la inercia rotatoria. También se contempla la
influencia del efecto Poisson sobre las frecuencias naturales. A este nivel de escala se ha observado
experimentalmente (Yang et. al., 2002) que las propiedades del material cambian, desde el color hasta
la rigidez. Por este motivo la teoria clasica que se utiliza a nivel macro no alcanza para describir
correctamente el comportamiento de una microviga. Es necesario considerar la incidencia de términos
de orden superior tanto para las deformaciones como para las tensiones, que se asocian y conectan a
través de constantes de longitud de escala. Estas constantes de longitud de escala son constantes
propias de cada material y se determinan experimentalmente. El nimero de estas constantes que se
adicionan varia de acuerdo a la teoria que se considere. En la teoria modificada del gradiente (Lam et
al., 2003), denominada como MSGT por su sigla en inglés, se utilizan tres constantes de longitud de
escala. Pues es una simplificacion de la teoria original del gradiente que considera cinco constantes.
Por otro lado si el nimero de las mismas se reduce a uno, se desemboca en la teoria de tension de
cupla, conocida como MCST por su sigla en inglés, (Yang et. al., 2002). Esta ultima teoria considera
una microviga de rigidez intermedia ubicada entre la mas rigida que modela la MSGT y la menos
rigida que evalua la teoria cldsica de la elasticidad. Los origenes de estas teorias se remontan a 1909
cuando los hermanos Cosserat (Cosserat y Cosserat., 1909) agregaron a la tension clasica una tension
de par, o de cupla, debido a una micro rotacién independiente que se suma a la rotacion clasica. Dicha
teoria estuvo postergada pues no se le veia aplicacion préctica hasta que Mindlin, (Mindlin, 1964) y
Toupin, (Toupin, 1962), la reflotaron. Numerosos autores han publicado trabajos de microvigas
Timoshenko y también Euler Bernoulli para describir las deformaciones estaticas, dindmicas y el
problema del pandeo. (Ghayesh et al., 2013; Kong et al., 2009; Wang et al., 2010; Ansari et al., 2011;
Zhang et al., 2014) desarrollaron la microviga Timoshenko para la MSGT. Asi como Bambill et al.,
(2016), con el método de Ritz, (Felix et al., 2017) mediante el método de elementos finitos, (Akgoz et
al., (2012); Akgoz et al., 2013). En el trabajo de Guerrero et al., (2014) se desarroll6 una microviga
Euler Bernoulli con vinculos elasticos mediante la teoria modificada de tension de cupla; Araujo y
Reddy, (2012) desarrollaron la teoria de cupla para microviga Timoshenko. La teoria modificada de la
tension del gradiente y la teoria modificada de tension de cupla tienen términos en comin de manera
que al no considerar los efectos de dos de las constantes de longitud de escala que afectan a los
términos de orden superior en la MSGT es posible rescatar la MCST. Asimismo, si se considera nulo
el efecto de todas las constantes de longitud de escala del material se tendra el planteo de la teoria de
elasticidad clésica.

2 FORMULACION DEL PROBLEMA

De acuerdo a la Teoria Modificada de la Tension del Gradiente propuesta por Lam et al.,
(2003), la energia interna U de la microviga depende del tensor de deformacién clasico, de
tres tensores de deformaciones de segundo orden y de sus tensores de tensiones asociados. Se
estudia una microviga de seccion rectangular 4, altura / y ancho b, ocupando un volumen V,
de material elastico lineal is6tropo utilizando dicha teoria.

1 s () ()
UZEJ‘V(O-;‘/EU Ty P T e )dV M

donde el tensor de tensiones clasico y el tensor de deformaciones clasico tienen como
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expresion:

E v
o, = A&,,0; +2us; = 1+v [8"1 M 1-2v 5;(/{5,1} ~

1
i = A\ My U
P 2( +u,,) (3)

con u; vector desplazamiento, &,,, tensor de dilatacion, J; delta de Kronecker, £ modulo de
elasticidad y v coeficiente de Poisson. Las constantes de Lamé son las dadas por las
expresiones:

Ev E
e — N = G = 4
(-2 “ = " 21w *
Los tensores de curvatura y de cupla asociados son
, 1 1
Xy = E(Zii )= E(QM +0,,); m*y =207y, ®)
con eij, tensor de Levi-Civita, el vector rotacion resulta
1
0. = Eeg‘jkuk,j (6)
Los tensores de dilatacion y el de tension asociados respectivamente son:
Vo= Comi s D=2y, = 24158, (7)

Los tensores gradiente de deformacion y de doble tension desviador asociados son:

(1) _ (gjk,i + gki,j + gjj,k) |:é‘y (gmm,k + ngk,m) + é‘jk (gmm,i + 2gmi,m) + 5ki (gmm,j + 2(c"mj,m ):|

T 3 15 (8)
o) = 20l

ik

donde /y, /;, y [, son las constantes de longitud de escala del material.

3 ENERGIA TOTAL DEL SISTEMA

La energia total de la microviga n esta dada por la energia interna de deformacion mas la
energia cinética. En este trabajo se desarrolla la expresion de las energias en funcion de los
corrimientos, para una microviga con vinculaciones como se indica en la Figura 1.

Los desplazamientos de la microviga son el desplazamiento transversal w(x,#) en direccién
del eje z y el giro de la seccion transversal ¢(x,¢) alrededor del eje y. El campo de
desplazamientos es:

u(x,t) =u, (x,t) =0 —Z¢(x,t); v(x,t) =u, (x,t) =0; w(x,t) =u, (x,t) 9)

donde u;, u; y u3 son los desplazamientos clasicos segun los ejes coordenados x,y y z.
La energia interna de deformacion, de acuerdo a la Ec. (1) y en funcién de las componentes
se puede escribir como:
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Figura 1: Microviga Timoshenko, sistema de coordenadas y convencion de signo de las deformaciones.

De la Ec. (2) se obtienen las componentes del tensor de tensiones:

0, = _(ﬂ“+2ﬂ)z¢v; Oy =0y =—Az9'; 03 =0 = (_¢+ W'):u (11)
De la Ec. (3) las componentes del tensor de deformaciones:
e,=—z¢"s &,=(—p+w')/2=¢, (12)

De las Ecs. (5) se obtienen:
1 U n 1 ' n
7512:;(21:_2(¢+W )§ m12:m21:_5ﬂ122(¢+w ) (13)

De las Ecs. (7) se obtienen
n==20; 13 =—¢ p=-"2ulsz¢"; p,=-2ul;¢' (14)

De las Ecs. (8) se obtienen:

4ul’ 2ul? 2
el == o = -2 (g w): = el = ol = S (2pew):

(15)

2ul? 2ul?
70— 0 g0 _ 0 0 o _ZHY e o0 o o /1”51 (=24"+ w")

133 212 221 122 313 331 5 ¢ > 223 232 322

Finalmente reemplazando las componentes Ecs. (12) a (16) en la Ec. (10):

U =lj ((A+2u) 19"+ uxA(~p+w') +E AL (¢4 w") +
%y 4 (16)

+2uly [ 14"+ A¢'2]+ﬂzf[%1¢"2+%A(—2¢'+ w") ]}

Si se ordenan los términos de la Ec. (17) se pueden ver los aportes de las tres teorias
consideradas y es posible escribir la expresion de la energia como la suma de los términos que
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surgen de la teoria cldsica CT, méas los de la MCST y los de la MSGT como se indica a
continuacion:

U=Up +Upyesr +Upsor

L

1L 2 1\ 2 1 2 ' " ’
UTCZEH:(E+2,U)I¢' +urcA(=p+w') | dx; Uy :ﬂ[%ﬂz (¢'+w )} a, (17)

L
U, sor ;j 24} (14" + A" )+ il | I¢"2+%A(—2¢'+w")2] Vdx
0

En tanto la expresion de energia cinética coincide con la de la teoria cldsica y su expresion
es la tradicional de vigas Timoshenko:

v (ow(xr)Y v (og(x0)Y
T:%j() A(—J dx+§j0 1(—] dx (18)

ot ot

donde p es la densidad por unidad de longitud del material de la viga, / es el momento de
inercia del area de la seccion transversal y ¢ es el tiempo. La energia total es

7=U-T (19)

4 METODO DE RITZ

En el método de Ritz se asumen funciones aproximadas para la elastica W,(x) y el giro
da(x) y se pueden generar tantas ecuaciones como sean necesarias para determinar las n
frecuencias que se deseen obtener. Las funciones Wix) y ¢j(x) dependen de las
condiciones de borde, se adopta para describirlas polinomios cuadraticos. Las constantes
C; y D;j son desconocidas y se minimiza la energia total con respecto a esas mismas
constantes arbitrarias.

w(x,t) =W, (x) " =) CW.(x); ¢(x,t) = p,(x) e = ei“’ZDj(pj(x) (20)
Jj=1 J=1

Reemplazando por las funciones aproximadas en la Ec. (20) y derivando respecto a las
constantes que acompanan a los términos de las funciones aproximadas con

—=0;i=L2,...n;, —=0;i=12,....,n (21)

Se genera entonces un sistema de n ecuaciones lineales que permiten hallar los
coeficientes de las frecuencias naturales. La solucion no trivial

2
K, —@M,,|=0 (22)

con K;; matriz de rigidez, M;; matriz de masa y w coeficiente de frecuencia natural
circular de la microviga.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Se presentan a continuacion los resultados de vibraciones libres de una microviga de
seccion rectangular 4 con distintas condiciones de borde. Se definen la relacion de esbeltez
como L/h y a la relacion entre el parametro de longitud de escala con el espesor como
coeficiente de la microescala como I/h. Q es el coeficiente adimensional de frecuencia y su
expresion se asume en funcion de las caracteristicas fisico-geométricas de la microviga:

2 14
Q - |[pAoLl i, (24)
EI

Para los calculos que siguen se adoptd x=5/6 como factor de correcciéon de corte, se
asumieron los tres parametros de longitud de escala iguales entre si: /y=/,=[, =, 1a relacion de
esbeltez L/h=10 y un coeficiente de microescala //h = 1.

Se consideraron valores del coeficiente de Poisson variando entre los limites 0 y 0,50.

En la Figura 2 se presenta la variacion de la frecuencia adimensional para una viga
simplemente apoyada en ambos extremos (SA) considerando la teoria clasica (CL), la de
MCST y la MSGT, Cuando el coeficiente de Poisson asume valores entre los limites 0 y 0,50.
Puede observarse que si la teoria considera los efectos de la micro escala (efectos de orden
superior) los coeficientes de frecuencia son cada vez mas altos como consecuencia del
aumento de la rigidez del modelo teorico.
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Figura 2: Primeros cuatro coeficientes de frecuencia de una microviga simplemente apoyada —simplemente
apoyada en funcion del coeficiente de Poisson.

La Figura 3 muestra los cuatro primeros coeficientes para una microviga igual a la anterior
donde solo se variaron las condiciones de sujecion en los extremos a las condiciones de
empotrada- simplemente apoyada (EA). De la misma forma las Figuras 4 y 5 muestran el
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comportamiento para otras condiciones de borde: la Figura 4 corresponde a una viga libre en

ambos extremos (LL) y la Figura 5 a una viga simplemente apoyada - libre (AL)
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Figura 3: Primeros cuatro coeficientes de frecuencia de una microviga empotrada-simplemente apoyada en

funciodn del coeficiente de Poisson.
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Figura 4: Primeros cuatro coeficientes de frecuencia de una microviga libre - libre en funcién del coeficiente de
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Figura 5: Primeros cuatro coeficientes de frecuencia de una microviga simplemente apoyada - libre en funcion

del coeficiente de Poisson.

Al analizar los efectos del coeficiente de Poisson sobre los coeficientes de frecuencias para
los casos presentados, se puede observar que existe un minimo extremo en la funcion que lo
describe que aparece para valores del coeficiente de Poisson cercanos al valor limite positivo,
el cual corresponde a un material isétropo elastico perfectamente incompresible.

En la Tabla 1 se presentan los valores minimos de los coeficientes de frecuencia para las

dos teorias elasticas: MSGT y MCST.

CBORDE MSGT MCST
v Q, v Q,
SA-SA 0.4 34,1367 0,3 23,3584
E-A 0,43 42,9547 0,3 30,3327
L-L 0.4 75,4099 0,3 51,9408
A-L 0.4 52,2165 0,3 36,1143

Tabla 1: Valor del coeficiente de Poisson que produce el coeficiente de frecuencia fundamental minimo.

Para la MCST el minimo se produce para un valor menor del coeficiente de Poisson que en
el caso de la MSGT. Si el coeficiente de Poisson es nulo los valores de los coeficientes de
frecuencia aumentan para ambas teorias micro elasticas.

Se mantiene la existencia marcada de un extremo minimo en los coeficientes de
frecuencias mayores al coeficiente de frecuencia fundamental, donde el coeficiente de Poisson
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oscila entre 0,40 y 0,48 para la MSGT y entre 0,3 y 0,495 para la MCST.
Dicho fendmeno de punto extremo es bastante diferente de lo que predice la teoria clasica,
se observa que en ese caso la curva crece sin presentar un minimo localizado.

CBORDE MSGT MCST
A% Ql Ql

SA-SA 0 39,1735 25,4500

E-A 0 49,7082 32,5583

L-L 0 86,4168 56,5196

A-L 0 59,8461 39,2976

Tabla 2: Coeficiente de frecuencia fundamental que corresponden al coeficiente de Poisson nulo.

En la Tabla 2 se muestran los valores de los coeficientes de frecuencia para el caso

particular en que el coeficiente de Poisson se considera nulo segun las dos teorias MCST y
MSGT.

6 CONCLUSIONES

En este trabajo se presentaron distintos modelos de microviga Timoshenko aplicando la
teoria modificada de la tension del gradiente (MSGT) mediante el método de Ritz. Se
analizaron distintas condiciones de apoyo para vigas cortas (L/A=10) y una tamafo de
microviga donde la altura de la seccion de la microviga es del orden de la dimension del
parametro de longitud de escala del material de la viga.

Se consider6 el efecto de la inercia rotatoria, la deformacion por corte y el efecto de la
micro escala, ademas de analizar puntualmente la influencia del efecto Poisson sobre las
frecuencias naturales. Cuando el coeficiente de Poisson crece y tiende a 0,50 los valores de los
coeficientes de frecuencia en todos los casos analizados tienden a acercase entre si para las
tres teorias eldsticas. En las teorias del gradiente y la de la tension de cupla para alglin valor
particular del coeficiente de Poisson aparecieron puntos extremos minimos de los valores de
los coeficientes de frecuencia natural. El planteo general se hizo en base a la teoria modificada
del gradiente que considera tres parametros de longitud de escala del material no nulos. Sin
embargo cuando se considerd que dos de los pardmetros de longitud de escala eran nulos:
lp=1/=0 en el caso mas general, el modelo se redujo al caso particular de la teoria modificada
de tension de cupla (MCST) y se determinaron los resultados de frecuencia correspondientes a
esta teoria. Finalmente, cuando se consideraron nulos los tres pardmetros de longitud de escala
se obtuvieron los resultados de la teoria de elasticidad clasica que describe adecuadamente el
comportamiento de una macro viga. Esto demuestra la consistencia de las tres teorias.
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