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Resumo. O problema de colunas semi-enterradas tem chamado a atengdo pela sua grande utilizagdo
como elemento estrutural, além de ter poucas referéncias na literatura. Nesse trabalho desenvolve-se
um modelo matematico para uma coluna semi-enterrada em um solo com nao linearidade representado
pela formula de Ramberg-Osgood. Existem varios obstaculos que dificultam a analise do modelo,
entre eles ha a dificuldade de se encontrar uma solucdo analitica exata. Essa dificuldade é aumentada
quando o elemento estrutural é submetido a carregamentos dindmicos, em especial, periddicos. Para
tanto se aplica métodos numéricos e de perturbagdo para a analise da solucdo do presente modelo. Por
conseguinte, faz-se uma analise quantitativa dos métodos numéricos e de perturbacdo utilizados,
comparando-os de acordo com os critérios de precisdo, estabilidade e esfor¢co computacional. Os
métodos numéricos considerados sdo: métodos de passo simples (Runge-Kutta, Runge-Kutta-
Fehlberg), passos multiplos (Adams-Bashforth, Preditor-Corretor) e extrapolagdo (Extrapolacdo de
Gragg-Bulirsch-Stoer). Ja para os métodos de perturbagdo, considera-se o método do Equilibrio dos
Harmoénicos (Harmonic Balance) ¢ o método de Multiplas Escalas. Feita a comparacdo destes
métodos, fornecem-se dados concisos aos pesquisadores, cientistas e/ou engenheiros quanto ao melhor
tipo de método a empregar na analise de problemas como o aqui descrito ou a problemas semelhantes.
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1 INTRODUCAO

O uso de colunas ¢ muito comum em construgdes civis, por isso seu estudo merece de
minuciosa atencdo e os critérios de dimensionamento devem ser bem estabelecidos para
garantir a seguranga da estrutura, evitando o comprometimento da mesma. Em particular
colunas semi-enterradas sdo usadas em chaminés, torres, estruturas “off-shore”, etc.

Estas colunas podem aparecer totalmente enterradas, desenterradas ou semi-enterradas nos
mais diferenciados tipos de solos. Existem modelos e solu¢des propostas para o caso
totalmente enterrado e totalmente desenterrado, como o que se encontra em Santee and
Gongalves (2005) e Bazant and Cedolin (1991). J4& para o caso semi-enterrado, poucas sio as
referéncias na literatura, existindo uma caréncia de estudos nesse topico. Alguns modelos de
colunas semi-enterradas sdao conhecidos, como os propostos por Sampaio (2004) e
Serebrenick (2004).

No presente trabalho sera proposto um modelo matematico que descreve o comportamento
de uma coluna semi-enterrada em um solo quadraticamente ndo linear do tipo “com
enfraquecimento” (Greimann et al., 1987), pois nossos resultados mostram que essa ¢ uma
configuracdo estrutural potencialmente perigosa em termos de estabilidade da coluna.

Devido ao fato do modelo proposto ser regido por uma equagao diferencial ordinaria nao-
linear sem solug¢do analitica exata (Sampaio, 2004; Serebrenick, 2004), ¢ necessario a
aplicacdo de um método aproximado, como um método numérico ou de perturbacio para se
chegar a uma solug@o para o modelo. Logo, serdo aplicados métodos das seguintes classes:
métodos de passo simples, métodos de passos multiplos, métodos de extrapolagao e métodos
de perturbacdo.

Com o intuito de comparar estes métodos, consideram-se fatores como o esforco
computacional, a precisdo e a estabilidade, garantindo fornecer recursos evidentes sobre quais
métodos apresentam maior viabilidade para posterior uso. Assim, nota-se a importancia em
propor um modelo para o problema e fornecer uma solug@o para o mesmo.

2 DESCRICAO DO PROBLEMA

Considera-se a coluna da Figura 1, com comprimento total L e rigidez EI, enterrada a certa
altura H, carregada por uma forca axial P que mantém a mesma intensidade e dire¢dao a
medida que a viga se deforma e sendo F' a for¢a de reacdo exercida pela fundagdo. Também se
desconsidera qualquer atrito lateral que esta venha a softrer.
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Figura 1. Modelo de coluna semi-enterrada em um solo ndo linear.
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A anélise dindmica da coluna proposta serd feita mediante a aplica¢do da teoria de Euler-
Bernoulli em que a altura da coluna é muita pequena quando comparada com o seu
comprimento L (Sampaio, 2004). Também, como a formulacdo para o problema semi-
enterrado ¢ semelhante a do problema totalmente enterrado, utilizar-se-a as mesmas técnicas e
principios, como o Principio de Hamilton e as ferramentas do célculo variacional.

3 MODELAGEM MATEMATICA

A modelagem matematica para a coluna parte do Principio de Hamilton, expresso na

equagao (1),
Ltzé(T—ﬂ —de)z’t +I

1 1,

)it =0 (1)

nc

tsw

onde 7 € a energia cinética, 7 ¢ a energia potencial total, U, ¢ a energia interna de

deformagdo da fundagdo elastica, W, ¢ o trabalho realizado por for¢as ndo conservativas ¢ O

nc
¢ a variacdo dos termos entre parénteses.
Seguem-se as formulagdes de cada parcela de energia até chegar a equacdo diferencial
ordindria para a coluna semi-enterrada.

3.1 Energia potencial total

A energia potencial total de uma estrutura ¢ obtida como (Sampaio, 2004; Serebrenick,
2004):

7=U~+V, (2)

onde U ¢ a energia interna de deformagdo e V, € o potencial das cargas externas.

Conforme a Figura 1, supondo a coluna inextensivel, a medida que ela se deforma, cada
ponto do seu eixo central a uma distancia x da extremidade ndo enterrada move-se para uma
posi¢do vertical e uma posi¢ao horizontal w. Sendo a deflexdo lateral da coluna descrita pela
funcdo matematica w(x), onde x varia de 0 a L.

Tem-se que a variacdo da curvatura, y, ¢ dada pela a taxa de variagdo do angulo com o

comprimento do arco, assim:

"

w
= — 3
V4 l—l—w'z 3)

Para a energia interna de deformacgado U, considera-se apenas a energia de flexdo (Dym and
Shames, 1973) resultante do alongamento das fibras tracionadas e o encurtamento das fibras
comprimidas, logo:

L1
U:Lzﬂxﬂx (4)

sendo y a variacdo de curvatura, £ o mddulo de elasticidade ou modulo de Young, 7 o
momento de inércia da secdo transversal, resultando em £/ como a rigidez a flexao da coluna.
Expandindo y”em série de Taylor até segunda ordem, chega-se a:

12
"ZZE#JEW”(HW'Z) (5)
Resultando em,
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U= %EI [ (w2 i (6)
Por outro lado, o potencial das cargas externas ¢ definido como sendo o produto entre a
carga aplicada P e o encurtamento total da viga A, assim:
V,=PA (7)
O valor de A ¢ obtido considerando a seguinte relagdo observada na Figura 1,
(ds ) = (dx —du )’ + (dw) (8)

Dividindo a equagio (8) por (dx)’, tem-se:

2 2 2
&) (252 (2
dx dx dx
Visto que a coluna é considerada inextensivel, tem-se o elemento linear dx igual ao
elemento curvo ds. Logo,

(10)

Assim, expandindo em série de Taylor até a quarta ordem a equacdo (10), chega-se a:

=— + w'4 dx (11)
e

Finalmente, a energia potencial total ¢ dada por:

:—E[J‘ w”2 1+w'2)ix—P.[ ( w2+%w'4jdx (12)

3.2 Energia cinética

Usualmente (Dym and Shames, 1973), a energia cinética 7, ¢ definida como:

r=(L [awj dx (13)
02"\

onde m ¢ a massa por unidade de comprimento da viga e (awj representa a velocidade das
ot

deflexdes laterais da coluna em fung¢do do tempo.

3.3 Modelo do solo e a fundacéo elastica

A maioria dos solos apresenta uma ndo linearidade do tipo “com enfraquecimento”
(Greimann et al., 1987). Para representar tal modelo de solo utiliza-se a formula de Ramberg-
Osgood por ter seu uso mais comum na literatura (Greimann et al., 1987). A formula de
Ramberg-Osgood é:

s BBl g, (14)
(E i E if )y '

u
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onde £, ¢ 0 modulo de elasticidade tangente inicial, £, ¢ o mdédulo de elasticidade tangente

final, S ¢ a resisténcia generalizada do solo, P, ¢ a resisténcia tltima do solo, n ¢ o parametro

de forma e y ¢ o deslocamento generalizado da coluna.
A forga restauradora da fundagéo elastica F;, ¢ dada por uma expansdo em série de Taylor

até 2 ordem da fungdo S, na qual se admite que o pardmetro de forma seja n=1/ (Santee and
Gongalves, 2005). Levando a,
(Et,- —Ey )y|y|

Fp=-F""+E (15)

u

A parcela y| y| na equagdo (15) aparece devido a simetria da forga em relacdo ao

deslocamento lateral, isto €, com a inversao do deslocamento lateral a direcdo da forca de
resisténcia do solo também se inverte.
Logo, a energia interna de deformagao armazenada na fundacao elastica é:

3
e N e A

Note que a integral ao longo do comprimento varia até H, uma vez que essa parcela so
existe na regido enterrada da coluna.

3.4 Forgas ndo-conservativas

Por se tratar de um problema que sofrera a influéncia de uma forga externa de excitagdo e
considerar que o amortecimento esta presente em todos os sistemas oscilatorios (Thomson,
1978), monta-se um funcional para as for¢as ndo conservativas que atuam no modelo.

Segundo Thomson (1978), a parcela referente ao amortecimento tem o objetivo de simular
a dissipacdo de energia que os sistemas reais exibem. Logo, a forca de amortecimento, para
este presente problema, ¢ caracterizada de forma diferenciada na parte enterrada e na parte
desenterrada da coluna, visto que na parte enterrada, além da influéncia das caracteristicas
geométricas da coluna, ocorre a influéncia direta do solo, enquanto que na parte desenterrada
ndo ha esta influéncia direta. Assim, define-se o amortecimento como:

e Para a parte enterrada:

H ow
4, = L &(Ejdx (17)
e Para a parte desenterrada:
L ow
4, = IH iy (Ejdx (18)

onde [, representa o parametro de amortecimento para a parte enterrada e £, o parametro de

amortecimento para a parte desenterrada.
A introdu¢do de um carregamento externo transversal uniformemente distribuido e
periodicamente dependente do tempo € descrito como:

F, = [ 4, cos (Qr)ix (19)

em que 4, ¢ a amplitude do carregamento harmoénico e € ¢ a freqiiéncia da excitacdo externa.
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Conseqiientemente, a varia¢ao das forgas ndo conservativas ¢ dada por:

W, = (pr — A, - A, )ow = j; A, cos (Qt Pwdx — jOH ﬂe(%j5wdx -

-[ 8, [%—V:jéwdx

onde ow ¢ a variagdo da deflexdo lateral da coluna em um ponto dado.
A seguir determina-se a respectiva equacdo de movimento que representa o problema
proposto.

(20)

3.5 A equacdo de movimento

Concentrando-se a analise no primeiro modo de vibragdo e com o intuito de reduzir a
complexidade do problema analisado, usa-se o método de Ritz, que consiste em substituir a
funcdo de deflexdo da coluna, w, por uma fun¢do aproximada, usualmente em séries
(Rezende, 2005). A seguinte fun¢do de aproximacao ¢ utilizada:

w=w(x)= 4()Xx"? 21)

sendo 4(?) em funcdo do tempo ¢.

Esta fungdo foi obtida de El Naschie (1991) e satisfaz trés das quatros condi¢des de
contorno do problema e, também, a condi¢ao de continuidade da coluna no ponto que separa a
parte enterrada da desenterrada. Outra razdo para escolha desta fungdo estd na sua
simplicidade em resolver o problema sem um distanciamento da realidade a qual se pretende
modelar.

Logo, aplicando a equagdo (21) na fungdo L, e resolvendo as integrais presentes, chega-se

LSmAz H7(En‘ _ng'}AF

L,=T-7-U, = " -
¢ s 10 21 P, (22)
 A*(41°(20 E1 +31°P)4*> + 60 EIL +3HE, + 20 L'P)
30

Utilizando as ferramentas do célculo variacional e o principio de Hamilton (Dym and
Shames, 1973; Butkov, 1968), obtém-se parte da equagcdo de movimento para o modelo
proposto.

_Lmd _ ABL(0EL +31°P)A* + 60EIL + 3H E, +20L°P) |
5 30
H7(En‘ — £y )A|A|
7P

u

(23)
+

A outra parte da equagdo ¢ obtida pela atuagdo das for¢as nao conservativas empregando a
equacdo (21) juntamente com o método de Galerkin.

O método de Galerkin ¢ uma generalizacao do método de Ritz que se aplica aos problemas
de contorno que ndo podem ser reduzidos aos variacionais (Rezende, 2005). Com isso, serd
usada a propria fungdo CD(x) definida pelo o método de Ritz em substitui¢do ao fator de

ponderagdo ow. Logo,
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d(x)= X (24)

Substituindo ow pela equagdo (24), e considerando a equagdo (21), e resolvendo as
integrais, obtém-se:

sw_ = (2 - H; Jeos (1) (B.H® + ﬁd3(L3 —H*))4

Assim, com a aplica¢do do método de Galerkin, deduz-se que as forgas ndo conservativas
nao podem ser resolvidas pelo o calculo variacional.
Finalmente a equac¢do de movimento que descreve a coluna semi-enterrada ¢ dada por:

Lmd(BH+p, (0 —H )i (6OEIL +3HE, +20L°P)A

(25)

5 3 30 (26)
B H7(En- -E, )A|A| A4, (L3 — H3)cos(Qt) 0
7P, 3
a qual pode ser reescrita, para uma melhor representacdo, da seguinte maneira:
A+cA+ w4 - pA|d|= f cos (Qr1) (27)
onde,
. s(B.H® + B, gﬁ ~H*)) vl = (60 EIL + 3H5b;n. +20L°P)
3mL 3mL
(28)
_sH(E, - E,) f=5A0(L3—H3)
TmL’P, 3mL’

Obtida a equagdo de movimento, parte-se para a apresentagdo dos métodos numéricos e de
perturbagdo empregados.

4 METODOS NUMERICOS

Com o intuito de encontrar uma solucdo para a equacao diferencial (27), nao
necessariamente uma solugdo otima, ja que o proposito especifico do presente artigo e realizar
a comparacao entre os métodos de perturbagdao e os métodos numéricos aplicados & mesma,
porém quando mais eficiente o método utilizado, melhor serd a solugdo proposta. Logo os
seguintes métodos numéricos sao abordados:

¢ Runge-Kutta de 4* ordem com o passo fixo;

¢ Runge-Kutta-Fehlberg com o passo adaptavel;

e Adams-Bashforth de 4* ordem com o passo fixo;

e Preditor-Corretor de Adams de 4* ordem com o passo fixo;
¢ Extrapolagdo de Gragg-Bulirsch-Stoer.

Estes sao métodos vastamente apresentados na literatura, assim sem a necessidade de
rediscutir especificagdes sobre cada um, em todo o caso recorrer a Press et al. (1992) ou
Burden and Faires (2003) onde se encontra explicagdes detalhadas juntamente com algoritmos
para cada um.

No que diz respeito ao método Extrapolagdo de Gragg-Bulirsch-Stoer, em relagdo as
seqiiéncias de valores utilizadas para refinar o subintervalo atual de integragdo na procura de
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um passo ideal, as seqiiéncias propostas por Bulirsch, Deufelhard e Romberg, cada uma com
doze elementos, serdo as utilizadas pelo o método de extrapolagdo. Maiores detalhes a
respeito destas seqiiéncias, consulte Press et al. (1992), Schryer (1974) e/ou Bulirsch and
Stoer (1966).

5 METODOS DE PERTURBACAO

Outra maneira de gerar uma solug¢do aproximada para o problema ¢ utilizar-se de métodos
de perturbacdo. Estes métodos sdo utilizados para gerar uma solucdo analitica para o
problema, isto ¢, uma solugdo aproximada (Nayfeh and Balachandran, 1995). Existem varios
métodos pertencentes a esta classe, porém discutem-se os seguintes:

e M¢étodo do Equilibrio dos Harmoénicos (Harmonic Balance);
e M¢étodo de Multiplas Escalas.

Nas proximas subsegdes descrevem-se os passos seguidos até a obtencdo da solucdo

analitica aproximada, porém ndo se atendo a detalhes especificos dos métodos em si.

5.1 Meétodo do Equilibrio dos Harmonicos

A 1déia principal do método € considerar a solucdo da seguinte forma (Nayfeh, 1973):

M
A= Z A, cos(mwt)+ B, sin(mwt) (29)
m=0
Neste caso serd efetuada a expansdo até M=2. Logo, substituindo a expansdo acima na
equacgao (27) e equacionando os coeficientes de cada termo para zero, obtém-se um sistema
ndo linear de 2M + [ equagdes algébricas apresentado a seguir.
e Termos constantes:

245 +[2 4,05 |+ B(A] + B} + 43 + B]) .
+ =

30
5 (30)

e Termo cos( wt) :
+ 284, B, sin(w1) + 2 B4, A, + |- @,cB, + f|=0 (31)

e Termo sin(wt):

+284,B, +|w,cA | =0 (32)

e Termo cos(2wt) :

4p4,A,+P\A> =B’ |+ 20, (—2¢B, + 3w, A

+234, 4, cos(ax) +2 BA, B, sin(cx) + A4, ﬁ( ! 1)2| p(26B, +3ay4,) =0 (33)

e Termo sin( 2wt) :
+ 284, B, cos(at) + 2 3B, B, sin(wt) + 2 B4, B, +|w,(2cA, +3B,, | =0 (34)

Para a resolucdo deste sistema de equagdes ndo lineares, utilizou-se o método de Newton-
Raphson, sendo as condigdes iniciais obtidas do sistema linear derivado do ndo linear e o

método iterado 10 * vezes. Portanto a solucdo final é:

A(t)= A, + A cos(at)+ B, sin(wrt) + 4, cos(2at )+ B, sin(2wt) (35)
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em que os valores de 4,, 4,, B,, 4, ¢ B, sdo obtidos da resolugdo do sistema de equacdes
ndo lineares acima.

5.2 Método de multiplas escalas

Este método considera a solu¢do, ao invés de ser em uma Unica variavel, fun¢do de escalas
ou multiplas varidveis independentes (Nayfeh and Mook, 1979). Além de ser mais complexa
sua aplicagdo ao fato de existir diversas maneiras ao qual o mesmo pode ser tratado
dependendo do problema em questdao. Seguiu-se a formulagdo proposta por Nayfeh and Mook
(1979) para a resolucdo de sistemas com ressonancia primadria, isto ¢, a freqiiéncia da
excita¢do externa £ ¢ bem proxima da freqiiéncia natural o, .

A solucdo ¢ representada pela seguinte expansao:
Alt;e)=4,(T,.T,.T,,...)+ &4,(T,.T,.T,,...)+ £ 4,(T,, T, Ty,..) + ... (36)
emque 7, =¢"t,n 20 e & <<1 é um fator de perturbagao.

A expansio foi realizada até O(s?), assim substituindo a equagio (36) na equagio (27) e

equacionando os coeficientes das respectivas séries de £°, &' e &° para zero, tem-se,
respectivamente, o seguinte conjunto de equagdes:

DA, +w; A, =0 (37)
DA, +wl A =-2D,D, A, + ,BA0|A0| (38)
D; A, + 0, A, =—2D,D, A, —2D,D, A, — D} A, —cD, A, +2 4, A |+ kcos(@, T, + oT,) (39)

Sendo as derivadas da equagdo (27), em relacdo a ¢, expansdes em termos de derivadas
parciais com respeito as escalas 7, , a saber:

d _df, 0 dT, 0 dT, o

— = - +—2——+.=D,+&D +&D, +...
dt dt 0T, dt oI, dt 0T,
- (40)
o =D} +26D,D, + £*(D? +2D,D, )+ ...
Logo, a solugdo da equacao (37) é:
Ay = AT, T,)e™" + A(T,, T, )e™ ™" (41)

em que A(7,,7,) é uma fungio complexa desconhecida e A(7},7,) ¢ o seu conjugado
complexo. A fung¢do A(7,,7,) sera determinada posteriormente eliminando os termos
seculares que aparecem em A4, .

Assim, substituindo a equagdo (41) na equagdo (39) surgem termos seculares, ou seja,
termos em que a freqiiéncia natural no exponencial varia igualmente com a freqiiéncia natural
da equacdo, isto ocasionando uma solu¢do nao periddica (Nayfeh and Mook, 1979). Logo,
para eliminar estes termos faz-se D, 4=0, o que conduz 4 a ser independente da escala 7.

Entdo a solucdo da equagdo (38) torna-se:

4= ﬁ( lA(TZ)\A(Tz)\eZi%+2‘A(Tz)Z(Tz)‘_%Z(TZ)‘Z(E)‘Q_M%) @)

=] ——
w, \ 3
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Com isso, substitui-se 4, € A4, na equagdo (39). Isso resulta no aparecimento de termos
seculares que devem ser eliminados fazendo,

10
3a;

¢ iy A(T,) - cian, A(T,) + ﬂZAza"z)\Z(Tz)\%ke’“@ =0 @3

Para a resolu¢do da equacao (43) toma-se 4 na forma polar, isto é, 4 =0.5xe", assim
separando em parte real e imaginaria, chega-se ao seguinte sistema de equagoes:

¥ == K in(y)
2 2o, 4
(44)
g SRk
xy'=xo+——5—+——cos(y)

120, 2o,

onde y =0T, —y, sendo x, y, y reais em funcdo de 7,. Adotou-se a mesma estratégia aplicada
a resolugdo do sistema nao linear do método do Equilibrio dos Harmoénicos para a resolugao
do sistema de equacdes (44) e obtencdo dos valores de x, y, y. A seguir, tem-se a solugdo
obtida pela aplicacdo do método de multiplas escalas.

Alt;e)=xcos(Qt—y)—¢ ﬂz x|x|cos(2Qt - 2y) + & ﬂz x> +0(e?) (45)
6w, 2w,
Com isso, parte-se para a realizacdo dos testes aplicados a equagdo (27), visando comparar
os métodos numéricos e de perturbagdo de acordo com critérios estabelecidos.

5 TESTES

Com o intuito de investigar o desempenho dos métodos apresentados, varios testes foram
realizados e seus resultados apresentados para discussdo. Os valores dos coeficientes da
equacdo sdo definidos por valores atribuidos a cada varidvel, sendo alguns destes valores
obtidos de Santee and Gongalves (2005) e outros utilizados pela a literatura comum (Bazant
and Cedolin, 1991; Nayfeh and Mook, 1979).

5.1 Consideragdes diversas

Para avaliar e comparar os métodos numéricos e de perturbacdo utiliza-se trés fatores, que
sdo:

e Esforco Computacional: Numero de avaliagdes funcionais efetuadas ao total,

e Precisdo: Quanto mais proximo da solugao real, mais preciso é o método. No caso em
que ndo existe a solugdo exata para a eventual comparagdo, leva-se em conta a média
total da distancia entre uma solu¢do aproximada padrdo e a outra solucdo obtida pelo
método numérico ou de perturbagdo. Assim, quanto menor for esta média, mais preciso
serd o método.

e Estabilidade: Associa-se ao fato de que os pequenos erros que sao introduzidos durante
a execu¢do do método tendam a zero no final, ou seja, pequenas alteragdes ou
perturbagdes nas condi¢des iniciais produzam alteragdes igualmente pequenas nas
aproximacoes posteriores.

Outras consideragdes sdo seguidas para todos os métodos evitando menciona-las
repetidamente ao decorrer do presente trabalho, a saber:
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e Os métodos numéricos com o passo adaptavel possuem o tamanho minimo que o passo
pode atingir de 10~°, o tamanho maximo que o passo pode atingir de / ¢ a tolerancia ao
erro da solugdo de 107°;

¢ O tamanho do passo a ser utilizado foi calculado inicialmente pelo método de Runge-
Kutta-Fehlberg com uma tolerancia ao erro da solugdo de 107°;

e O intervalo de integracio esta situado entre r=0 a t=407/  sendo Q a freqiiéncia da

o’

excitacdo externa;

o As condi¢des iniciais para os métodos numéricos sio: 4(0)=0 e 4(0)=0;

¢ O método da Extrapolacdo de Gragg-Bulirsch-Stéer com a seqiiéncia de Romberg ¢
utilizado para gerar a solugdo aproximada padrdo. Esta seqiiéncia tem mostrado
resultados com maior precisdo, porém com elevado esforgo computacional (Queiroz and
Santee, 2006). Como o proposito € averiguar quao preciso sao os outros métodos, tanto
os numéricos quanto os de perturbacio, esta seqiiéncia ¢ a utilizada.

Também, o tempo gasto na execucdo de cada método numérico sera levado em conta. Este
valor ¢ em funcdo do tempo de execucdo do Runge-Kutta de 4* ordem com o passo fixo para
evitar depender tanto da méaquina utilizada nos testes.

Para os testes, a maquina utilizada possui as seguintes caracteristicas: processador AMD
Athlon XP 2600+, 1024 megabytes de memoéria RAM, disco rigido de 120 megabytes e o
Microsoft Windows XP Professional como sistema operacional.

Todos os métodos e equacdes utilizadas foram codificados na linguagem de programagao
Java seguindo os padrdes de orientagdo a objeto.

5.2 Um exemplo com dados reais

Nos testes considera-se uma coluna cilindrica circular de ago com L=30 m, densidade
linear de massa m=20 kg/m, rigidez a flexdo EI[=5672067 Nm? diametro D=20 cm e
espessura s=2 cm.

Para a fun¢do de Ramberg-Osgood, equacdo (14), considerando o solo de argila rigida,

tem-se: £, =4037 Pa; E, =0 Pa;n=1; P,=50 N/m;
A carga aplicada a coluna ¢ de P=5000 N, o parametro de amortecimento satisfaz a
c = 0.05+/4w, , que corresponde a aproximadamente 5% do amortecimento critico. J& para

o for¢gamento externo: f=0.001 N e Q=w, rad/s, pois para grandes valores de f € pequenos

valores Q a solugdo tende a uma regido de escape (Santee and Gongalves, 2005). Em seguida,
tém-se os testes realizados.

5.3 Caso 1: H =40%L
Com H =40%L aequacdo (27) reduz-se a:
A+0.334+10.924 - 4.254|4|=0.001 cos (3.31¢) (46)

Para o teste realizado, o tamanho do passo dado ¢ de 0.235 s e a seguir a tabela contendo
os resultados obtidos.

M¢étodo Numérico Esforco Computacional | Precisao Tempo
Me¢étodo do Equilibrio dos 0 1.14x10% | 3.61x107
Harmonicos
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Método de Multiplas Escalas 0 92710 | 6.94x107°
Runge-Kutta de 4* ordem com o 644 avaliacoes 836x10° | 1 (Padrao)
passo fixo
Runge-Kutta-Fehlberg com o passo 1092 avaliagdes 825107 1.48
adaptavel
Adams-Bashforth de 4* ordem com 170 avaliagdes Instavel 0.74
0 passo fixo
Preditor-Corretor de Adams de 4* 328 avaliacoes 3.16x10™ 0.85
ordem com o passo fixo
Extrapolagdo de Gragg-Bulirsch- 5346 avaliagdes 4416107 9.15
Stoer com a seqiiéncia de
Deufelhard
Extrapolagdo de Gragg-Bulirsch- 9223 avaliagdes 4416107 9.95
Stoer com a seqiiéncia de Bulirsch
Extrapola¢do de Gragg-Bulirsch- 15695 avaliagdes Solugdo 11.50
Stoer com a seqiiéncia de Romberg Padrao

Tabela 1. Resultados da aplica¢do dos métodos numéricos e de perturbagdo a equagio (46), sendo a Extrapolagéo
de Gragg-Bulirsch-Stder com a seqiiéncia de Romberg a “solugo padrido”.

De acordo com a Tabela 1, observa-se que o método da Extrapola¢do de Gragg-Bulirsch-
Stoer com a seqiiéncia de Deufelhard e Bulirsch, em termos de precisao, apresentou-se melhor
que os outros métodos, no entanto com um esforco computacional relativamente alto.
Segundo Schryer (1974) e Gupta et al. (1985), o método possui essa caracteristica de elevado
esfor¢o computacional, com isso gastando maior tempo de execugdo e, como se percebe, sao
métodos utilizados para obter alta precisdo (Press et al., 1992). Para os métodos de passo
simples, Runge-Kutta de 4* ordem com o passo fixo e Runge-Kutta-Fehlberg, a melhor op¢ao
¢ Runge-Kutta-Fehlberg. Este método apesar de ser mais complexo em questdes de
codificacdo, apresenta boa precisdo com um numero regular de avaliagdes funcionais. O
método, também, possui o passo adaptavel, representando vantagem sobre os de passos
simples, ja que o passo pode ser modificado para obter uma alta ordem de precisdo. Runge-
Kutta de 4* ordem prima pela a facilidade de codificagdo, sendo vantajoso neste ponto sobre
os outros métodos numéricos.

Para os métodos de passos multiplos, o Preditor-Corretor de Adams de 4* ordem mostrou
ser a melhor op¢ao custo/beneficio, pois possui baixo esforco computacional e ndo deixa a
desejar em precisao, além de ser facilmente codificado. Por outro lado, o0 método de Adams-
Bashforth de 4* ordem com o passo fixo mostrou ser instavel. Apesar do baixo esfor¢o
computacional, ndo ofereceu resultados satisfatorios em termos de solugdo numérica.

Os métodos de perturbagdo possuem vantagem em relagcdo ao tempo de execucdo sobre os
métodos numéricos, visto que estes métodos nao realizam avaliacdo funcional alguma, ja que
a solucdo analitica ¢ fornecida, porém ¢ aproximada, dai o valor zero como esforgo
computacional.

Percebe-se o método do Equilibrio dos Harmdnicos, tanto em precisdo quanto em tempo de
execugdo, ¢ superior ao método de Multiplas Escalas, além de ter sido bem simples sua
aplicagdo para encontrar a solu¢do analitica. Um problema que pode surgir com o método ¢ na
resolucdo do sistema de equacdes ndo lineares para encontrar os valores das constantes
presentes na solugdo analitica, equagdo (35), pois se faz o uso de célculos aproximados, logo
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prejudicando a precisdo da solugdo encontrada para o problema. Também, o método do
Equilibrio dos Harmonicos mostrou-se melhor que os métodos de passos multiplos em todos
os critérios de comparacdo. J4 o método de Multiplas Escalas mostrou ser regular em
precisao.

5.4 Caso2: H=70%L

Neste segundo teste a coluna esta 70% enterrada. Assim, a equagao (27) fica

A+0.654+42.78 4 - 213.73 4|4| = 0.001 cos (6.541) (47)

Os mesmos testes anteriores foram realizados. O tamanho do passo é de 0.7/8 s e tem-se a
seguinte tabela com os referidos resultados.

Método Numérico Esforco Computacional | Precisdo | Tempo
Meétodo do Equilibrio dos 0 4.6210° | 7.21x107
Harmonicos
Método de Multiplas Escalas 0 22010% | 8.62x107
Runge-Kutta de 4* ordem com o 660 avaliacdes 322107 | 1 (Padrdo)
passo fixo
Runge-Kutta-Fehlberg com o passo 1104 avaliagdes 505107 1.48
adaptavel
Adams-Bashforth de 4* ordem com 174 avaliacdes Instavel 0.75
0 passo fixo
Preditor-Corretor de Adams de 4° 336 avaliacdes 646:10° 0.87
ordem com o passo fixo
Extrapolagdo de Gragg-Bulirsch- 3675 avaliagdes 0.0 8.18
Stoer com a seqiiéncia de
Deufelhard
Extrapolagdo de Gragg-Bulirsch- 5677 avaliagdes 0.0 8.89
Stoer com a seqiiéncia de Bulirsch
Extrapolagdo de Gragg-Bulirsch- 23864 avaliagdes Solugdo 13.27
Stder com a seqiiéncia de Romberg Padrao

Tabela 2. Resultados da aplicagdo dos métodos numéricos e de perturbagdo a equagdo (47), sendo a Extrapolagdo
de Gragg-Bulirsch-Stoer com a seqiiéncia de Romberg a “solugdo padrio”.

A partir dos dados da Tabela 2, tem-se o método de Runge-Kutta-Fehlberg, novamente
com o melhor resultado em termos de precisdo, porém com um esforco computacional maior
que os demais, isto relacionado aos métodos de passo simples, passos multiplos e de
perturbag¢do. Logo, o método tem mostrado ser de boa aplicacdo e estabilidade para os
problemas com o mesmo cardter que o apresentado neste artigo, isto €, problemas de
oscilagdes nao lineares. O Runge-Kutta de 4* ordem com o passo fixo tem mostrado eficiéncia
regular, tanto em esforco computacional quanto em precisdo, além de ter sido estavel em
todos os testes efetuados. Ja o Preditor-Corretor de Adams de 4* ordem, novamente, possui a
melhor relacdo custo/beneficio, com baixissimo esforco computacional se comparado aos
demais e com uma precisao aceitavel, além de ter sido estavel nos testes, contudo o método de
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Adams-bashforth de 4* ordem com o passo fixo ndo se mostrou estdvel para o problema,
divergindo rapidamente, apesar do baixo esfor¢o computacional.

Em relacdo aos métodos de extrapolacdo, mais uma vez, apresentaram melhores resultados,
porém com alto esfor¢o computacional, sendo questiondvel o seu uso. E, o uso da seqiiéncia
de Bulirsch fez aumentar o esforco computacional e o tempo de execugdo quando comparado
com a seqliéncia de Deufelhard nos dados da Tabela 1 e Tabela 2, porém a precisiao
permaneceu igual, dando créditos a seqiiéncia de Deufelhard.

Os métodos de perturbacdo, como discutido anteriormente, apresentam o valor zero de
esforco computacional, visto que a solugdo analitica ¢ fornecida, portanto sem a necessidade
de fazer avaliacdo funcional alguma.

O método do Equilibrio dos Harmonicos demonstra ser superior em todos os critérios de
comparac¢do ao método de Multiplas Escalas e aos métodos de passos multiplos. J& o método
de Multiplas Escalas tem mostrado ser regular em precisdo, uns dos fatores para isto ¢ que o
sistema de equagdes (44) deve ser resolvido de forma numérica assim como ¢ feito para o
sistema de equagdes ndo lineares que surge no método do Equilibrio dos Harmonicos. Na
préxima subsecao ¢ apresentado um ultimo teste considerando a coluna totalmente enterrada.

54 Caso3: H=L

Neste ultimo teste a coluna encontra-se totalmente enterrada. Logo a equagdo (27) resulta
em:

A+1.454+210.74 — 2595 .21 4|A| = 0.001 cos(14.521) (48)

Sendo o tamanho do passo dado de 0.060 s e os resultados apresentados na Tabela 3.

Método Numeérico Esforco Computacional | Precisdo | Tempo
Método do Equilibrio dos 0 141x10° | 3.11x10°
Harmonicos
Método de Multiplas Escalas 0 4.1810° | 6.55x10°
Runge-Kutta de 4* ordem com o 628 avaliacoes 9.03x10° | 1 (Padrao)
passo fixo
Runge-Kutta-Fehlberg com o passo 1182 avaliagcdes 1.28107 1.50
adaptavel
Adams-Bashforth de 4* ordem com 166 avaliacoes Instavel 0.72
0 passo fixo
Preditor-Corretor de Adams de 4* 320 avaliacoes 223107 0.87
ordem com o passo fixo
Extrapola¢ao de Gragg-Bulirsch- 4037 avaliagdes 0.0 8.64
Stoer com a seqiiéncia de
Deufelhard
Extrapolagdo de Gragg-Bulirsch- 9006 avaliagdes 0.0 9.98
Stoer com a seqiiéncia de Bulirsch
Extrapolagdo de Gragg-Bulirsch- 32072 avaliagdes Solugdo 17.55
Stoer com a seqiiéncia de Romberg Padrao

Tabela 3. Resultados da aplica¢do dos métodos numéricos e de perturbagdo a equagio (48), sendo a Extrapolagéo
de Gragg-Bulirsch-Stéer com a seqiiéncia de Romberg a “solugdo padréo”.
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Dado os resultados da tabela acima, o método de extrapolagdo tem seu esforgo
computacional aumentando drasticamente quando comparado a Tabela 1 e a Tabela 2. Este
fato ¢ observado pela alta ndo linearidade presente no modelo matematico, visto que o método
tenta dar passos grandes, porém extrapola a tolerancia imposta, assim tendo que reavaliar
novamente com o novo tamanho de passo modificado. Logo ¢ um método caro em esforgo
computacional, porém para quem busca alta precisdo sem se preocupar com tempo ou esfor¢o
computacional, torna-se uma boa escolha. Para os demais métodos, o método de Runge-
Kutta-Fehlberg, novamente tem o melhor resultado em termos de precisdo, tendo relevancia
para problemas que necessitam de boa precisdo sem um alto esforco computacional. J4 o
Runge-Kutta de 4* ordem com o passo fixo tem mostrado ser regular, além de ser simples seu
processo de codificagdo. Em relagdo ao melhor custo/beneficio, o Preditor-Corretor de Adams
de 4* ordem com o passo fixo tem-se sobressaido comparando-o com os demais métodos,
tendo baixo esfor¢o computacional e uma precisao regular, porém o método de Adams-
bashforth de 4* ordem com o passo fixo ndo tem demonstrado ser estavel para o problema
apresentado.

Considerando os métodos de perturbagdo, o método do Equilibrio dos Harmodnicos tem se
comportado igualmente como nos testes anteriores, 0 mesmo vale para o método de Multiplas
Escalas. Portanto, o0 método do Equilibrio dos Harménicos ¢ bem aconselhado quando se
trabalha com métodos analiticos, visto simplicidade na técnica de aplicagdo e eficicia na
solugdo gerada. Porém, para o método de Multiplas Escalas ndo se percebe tanta eficécia,
além de ser mais complexa sua aplicacdo, visto o grande numero de detalhes que devem ser
considerados.

Na préoxima subsegdo sdao apresentadas figuras contendo graficos da solucdo numérica
gerada pelo método de extrapolagdo com a seqiiéncia de Romberg e os métodos de
perturbagao.

5.3 Solucgdes qualitativas

As figuras abaixo mostram a solu¢do numérica a partir dos trés testes efetuados. A curva
de oscilagdo foi obtida pelo método de Extrapolacdo de Gragg-Bulirsch-Stéer com a
seqliéncia de Romberg, o método do Equilibrio dos Harmoénicos e o método de Multiplas
Escalas.

A Figura 2 representa o grafico da solugdo para o caso 1, equagdo (46). Nota-se que as
oscilagdes estdo entre valores de 1.2x107 a —1.3x107°, isto é devido a coluna ter uma parte
desenterrada, a qual ndo sofre influéncia direta do solo, assim suscetivel a uma maior
vibragcdo, além da maior influéncia ocasionada pela aplicagdo da forgca externa em sua
extremidade desenterrada.
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1 2E-03 A(t)._ Método do Equilibrio dos Harmdnicos ---- Método de Multiplas Escalas

el MDA RA AN

2,0E-04 - -1

-3,0E-04

A RARRARY

-1,3E-03

_—

---- Extrapolacao de Gragg-Bulirsch-Stéer com a seqiiéncia de Romberg

Figura 2. Solugdo da equagao (46) obtida pelo método de Extrapolagdo de Gragg-Bulirsch-Stoer com a
seqiiéncia de Romberg (cor verde), método do Equilibrio dos Harmonicos (cor vermelha) e método de Multiplas
Escalas (cor azul), sendo H = 40%L .

A Figura 3 apresenta o grafico da solu¢do para a equagdo (47) considerando a coluna
70% enterrada. Percebe-se que as oscilagdes sdo menores que na Figura 2 e, esta entre valores

4 4 . . .
de 3x10™ a —3x107", pois a coluna possui mais de sua metade enterrada atuando o solo como
um amortecimento para a mesma.

-1,0E-04

-2,0E-04

-3,0E-04

---- Extrapolacao de Gragg-Bulirsch-Stoer com a seqiiéncia de Romberg

Figura 3. Solugdo da equagdo (47) obtida pelo método de Extrapolacdo de Gragg-Bulirsch-Stéer com a
seqiiéncia de Romberg (cor verde), método do Equilibrio dos Harménicos (cor vermelha) e método de Multiplas
Escalas (cor azul), sendo H =70%.L .

Por outro lado, a Figura 4 mostra o grafico para a coluna totalmente enterrada. Ao fato de

ser totalmente enterrada, as oscilagdes sdo bem menores, dado que o solo atua intensamente
para impedir grandes amplitudes de oscilagdes.

Copyright © 2006 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXV, pp. 1013-1031 (2006) 1029

7,0E-05

5,0E-05

3,0E-05

1,0E-05

-1,0E-05

-3,0E-05

-5,0E-05

-7,0E-05

---- Extrapolacéao de Gragg-Bulirsch-Stéer com a seqiiéncia de Romberg

Figura 4. Solugdo da equag@o (48) obtida pelo método de Extrapolacdo de Gragg-Bulirsch-Stoer com a
seqiiéncia de Romberg (cor verde), método do Equilibrio dos Harmonicos (cor vermelha) e método de Multiplas
Escalas (cor azul), sendo H =L .

Nas trés figuras apresentadas acima, observa-se que a solugdo gerada pelo o método de
extrapolagdo possui um movimento mais complexo. A razdo disso € que nos métodos
numéricos, a parcela transiente da solucdo esta incluida. J& os métodos de perturbacio
aproximam apenas a parcela permanente da solugdo. O parametro £ adotado, também, esta
relacionado diretamente com o intervalo de integragdo dos métodos numéricos, entdo,
enquanto maior o valor 2, menor o intervalo de integragdo, visto que o limite superior do
intervalo de integragdo ¢ 40%. Logo, os métodos numéricos tém maiores chances de

apresentarem estaveis e com boa solucao, porém a alta ndo linearidade do modelo matematico
nem sempre garante isto.

6 CONCLUSOES

A modelagem matematica de uma coluna semi-enterrada em um solo ndo linear do tipo
“com enfraquecimento” forneceu uma equacao diferencial ordinaria nao linear que descreve
como tal elemento estrutural se comporta de acordo com os pardmetros utilizados, isto ¢, a
profundidade da fundacdo e a freqiiéncia da excitacdo externa. A obtencdo de tal equacao
adotou algumas técnicas comuns da literatura visando um modelo real e a0 mesmo tempo
simples.

Tal modelo serviu de base para o emprego de diversos métodos, tanto numéricos como de
perturbagdo, almejando averiguar o potencial de cada um.

Diversos testes foram realizados, todos procurando proporcionar uma base de dados
concisa para uma possivel discussao a respeito dos métodos empregados. Diante destes fatos,
chegou-se a varias conclusdes:

¢ Os métodos de extrapolagdo surgiram com o intuito de modificar o conceito de precisdo.
Com resultados altamente precisos, estes métodos fornecem detalhes importantes para a
analise do comportamento de diversos problemas propostos. Contudo, um problema
decorre do alto esforco computacional, sendo um dos fatores para isto, a seqiiéncia de
subdivisdo de passos utilizada pelo método para obter o passo ideal. Citada as trés
seqliéncias utilizadas, Press et al. (1992) sugere utilizar a de Deufelhard, visto que seu

Copyright © 2006 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



1030

T.A. DE QUEIROZ, D.M. SANTEE

uso representa um esforco computacional menor, porém, segundo testes efetuados, a
precisdo ¢ inferior a apresentada pelo a seqiiéncia de Romberg, sendo a seqiiéncia de
Romberg a que fornece a melhor precisdo, porém ¢ a que produz um aumento
significativo no numero de avaliagdes. Estes métodos também possuem grande
vantagem no tamanho do passo que podem dar a cada iteragdo, pois se o tamanho do
passo estiver pequeno em relagdo a tolerancia, o mesmo ¢ aumentado visando dar passos
grandes. Nos testes efetuados, a alta ndo linearidade da equagdo fez com que o método
desse passos pequenos visando obter resultados precisos e estaveis. A respeito de um
estudo de estabilidade destes métodos recorra a Fornberg et al. (2004);

e Runge-Kutta-Fehlberg de passo adaptdvel tem demonstrado melhor precisdo que os

demais métodos, salvo os de extrapolagdo. Este método, também possui o passo
adaptavel, facilitando o controle do tamanho de passo a ser dado. Apesar de ser
considerado um método de 4* ordem, o mesmo fornece bons resultados em precisao se
comparado com os demais métodos, além ter uma boa estabilidade. O método de
Runge-Kutta-Fehlberg pode-ser uma alternativa ao método de Extrapolacdo de Gragg-
Bulirsch-Stder para quem procura boa precisdo com um esforgo computacional regular,
além de o método ser muito mais simples para a codificagdo que o de extrapolagio;

e O Runge-Kutta de 4* ordem com o passo fixo pode ser a escolha para quem procura

comodidade na hora da codificacdo, além de baixo esforco computacional se comparado
aos de extrapolacdo. E para quem vem usando este método por muito tempo, talvez seja
a hora de mudar para outro um pouco melhor em termos de precisdo, mas em todo o
caso, ele continua uma boa opgao, além de ser bem estavel;

e Para o melhor custo/beneficio, o Preditor-Corretor de Adams de 4* ordem com o passo

fixo ¢ a escolha correta. Com baixo esfor¢o computacional e resultados dentro do padrao
de aceitacdo, continua tendo o uso viavel. Apesar do método de Adams-Bashforth de 4*
ordem apresentar instdvel para os testes efetuados, principalmente pelo o carater nao
linear da equacdo diferencial ordindria, isto ndo é verificado para o preditor-corretor, ja
que o corretor melhora a solucdo instavel, tornando-a estavel. Este método ¢ implicito, o
que valida ainda mais sua boa estabilidade.

e Em relacdo aos M¢étodos de perturbagdo, destaque para o método do Equilibrio dos

Harmonicos. Este método apresentou-se melhor em todos os critérios de comparacio
adotados se comparado com o método de Multiplas Escalas e os métodos de passos
multiplos discutidos no presente trabalho, porém em questdo de codificagdao do método
numérico ou resolucdo do problema de forma analitica, ¢ preferivel realizar a
codificagdo, pois resolvendo de forma analitica, ainda ter-se-4 o problema do sistema de
equacdes nao lineares que dificilmente se consegue resolver de forma analitica exata.
Para o método de Multiplas Escalas o maior problema estd na complexidade envolvida
para encontrar a solugdo analitica, dado o grande numero de detalhes que devem ser
levados em conta, além do método nado ter mostrado um resultado tdao satisfatério como
se esperava.

Todos os testes efetuados confirmam alguns estudos ja efetivados a respeito dos métodos

numéricos e de perturbagdo aqui empregados. Isto reforca o quio importante sdo estes
métodos, dado que diversos problemas ndo seriam resolvidos de maneira rapida, mesmo que
com solucdes aproximadas. Assim, fortalecendo toda a teoria ja desenvolvida a respeito dos
mesmos e servindo de base para novas teorias.

Novos trabalhos tém sido propostos em paralelo a este, visando fornecer novos meios ¢

ferramentas para o uso e aplicacdo destes métodos. Em particular, testes aplicados a
problemas reais envolvendo equacdes com solugdes cadticas almejando determinar como se
comportam diante de tal problema.
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