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Resumen.

La teoria de wavelets se ha estudiado y desarrollado intensamente en los dltimos afios. Las buenas
propiedades de aproximacion, localizacién y soporte compacto que tienen las funciones wavelets, las
convierten en una herramienta favorable para el uso en diversos campos de las matemadticas aplicadas,
el andlisis numérico y la ingenieria. En particular en la resolucién numérica de ecuaciones diferencia-
les con ciertas condiciones de contorno. Este tipo de problemas requieren bases wavelet en un intervalo
acotado en lugar de en toda la recta real. La construccién de bases wavelet en el intervalo ha sido amplia-
mente discutida en la literatura y se han desarrollado varios enfoques para adaptar wavelets en la recta
real al intervalo. En este trabajo proponemos una base de wavelets B-splines que generan un Anélisis
Multirresolucién sobre el intervalo, formadas por wavelets interiores que se obtienen de las traslaciones
y dilataciones de una wavelet madre; y wavelets de borde que se obtienen de combinaciones lineales
adecuadas de las wavelets interiores. Para diferentes niveles de resolucidn, las derivadas de estas funcio-
nes son ortogonales. Cuando estas bases se aplican en la discretizacién de ecuaciones diferenciales de
segundo orden, utilizando esquemas del tipo Wavelet - Galerkin, conducen a la resolucién de sistemas
lineales, cuyas matrices son esparcidas y diagonales por bloques. El condicionamiento de estas matrices
se obtiene a partir de determinar las constantes de Riesz de las bases. Mostraremos que el nimero de
condicion se mantiene acotado independientemente del nivel de aproximacion.

Keywords: B-splines, Wavelets, Orthogonality, Condition number.

Abstract. Due to good properties wavelets are used in several fields of applied mathematics, numeri-
cal analysis and engineering. In particular, they are applied in the numerical resolution of differential
equations with certain boundary conditions. In this work we propose a B-spline wavelet basis that gene-
rates a Multiresolution Analysis on the interval. The basis is formed by inner wavelets that are obtained
from translations and dilations of a mother wavelet , and boundary wavelets are adequate linear combina-
tions of the inner wavelets. Wavelets of different levels are orthogonal with respect to the inner product of
derivatives. These bases are applied in the discretization of differential equations of second order using
Wavelet-Galerkin type schemes. The stiffness matrix of the resulting linear systems is sparse and block
diagonal. The condition number of these matrices is obtained from the Riesz constants of the bases, and
we show that it is uniformly bounded.
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1. INTRODUCCION

En los ultimos afios, las propiedades multirresolucién de las wavelets han sido utilizadas con
éxito para aproximar numéricamente la solucién de diversos tipos de ecuaciones diferenciales.
En estos casos se aplica con frecuencia el método wavelet-Galerkin que conduce a la resolucion
de un sistema de ecuaciones lineales. A fin de garantizar eficiencia en los cdlculos y elevada
precision en las aproximaciones, es importante que la matriz asociada al sistema, conocida
como matriz de rigidez, sea rala o esparcida con nimero de condicién pequefio. Asi, la eleccion
de la base wavelet a utilizar y los requerimientos sobre la misma, son determinantes de las
bondades del método.

Diversas construcciones de bases spline-wavelets ctibicas o multiwavelets sobre intervalo fue-
ron propuestas. En el trabajo de (Jia y Liu, 2006), se disefiaron bases multiwavelets de Hermite
adaptadas al intervalo [0, 1]. Recientemente, Cérnd y Finék (2011, 2015) han propuesto varias
construcciones de bases spline-wavelets ctibicas. Para la solucién de ecuaciones diferenciales
Vampa et al. (2013) aplicaron con buenos resultados bases spline-wavelets ctibicas adaptadas
al intervalo, aunque el nimero de condicién de la matriz de rigidez no resulta uniformemente
acotado.

Un estudio tedrico, dentro de un marco general sobre la construccion de bases de wavelets
ortogonales respecto al producto de las derivadas de diferentes 6rdenes y en varias dimensiones,
fue presentado en el trabajo de Han y Michelle (2017).

En el presente trabajo se propone la construccion de una base spline-wavelets ctibica con soporte
compacto y cuyas derivadas primeras son ortogonales entre las distintas escalas. Esto proporcio-
na la ventaja de una matriz de rigidez esparcida cuyo condicionamiento resulta uniformemente
acotado.

La organizacion del articulo es la siguiente: en la Seccion 2 se revisa brevemente el concepto
de Andlisis Multirresolucién y se define una base para el espacio de las funciones de escala
sobre el intervalo unidad. En la Seccién 3 se propone la construccién de una base de spline-
wavelets ctibicas sobre [0, 1] adaptadas a condiciones de borde homogéneas. Finalmente en
la Seccion 4 se propone la aplicacion de las bases wavelets obtenidas en la solucién de un
problema diferencial de segundo orden y se presentan dos ejemplos numéricos que muestran
sus propiedades ventajosas.

2. FUNCIONES DE ESCALA B-SPLINES CUBICAS EN EL INTERVALO

A partir del concepto de Andlisis Multirresolucién se proponen una funcién de escala y los
espacios de escala generados por esa funcion.

Definicion 1 Un Andlisis Multirresolucion (AMR) sobre L?[0,1] (Chui, 1992) consiste en una
coleccion V = {V;}, de subespacios cerrados V; C L?0, 1] que satisfacen
J0
Viy CVip1 C ... CV; C Vi C L20,1] y | V3= L7[0,1]. (1)

VISP

Sea ¢,,11, con m = 3, la funcién de escala B-spline cibica, que puede escribirse de la siguiente
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forma:
.%'3
Tn J;E[Ovl]
6
a3 2
— 4222224+, z€ll,2]
papi(z) =4 52 o : 2)
— 42?10z - =, z€]2,3]
2 4 o) 3
U aepa

De aqui en adelante y para simplificar la notacién ¢(x) = @4(x).

Se consideran dos funciones de borde presentadas en (Cérnd y Finék, 2015): pp1 Y @42, que son
polinomios cubicos a trozos, cuyas formas explicitas estan dadas por:

1123 N 32 €[0.1]
T3 942 ERTARNCE
% s zel w2 g2
op1(z) = 2_2 3 o) =g o =3t o -5, ze[l,2]
@2 12 e
R z € [1,2] (3 — )3
A A x € [2,3]
4
Si @, x(x) := 29/2p(2x — k), para cada j € Z, se definen las familias:
ot = { pip(z)  k=0,1,..,2 —4}, ©)

que corresponden a funciones de escala interiores 'y
! = { 0 (2x), pu2(2x), pu2(2(1 — 1)), o (2/(1 — 2))}, 4)
que son funciones de escala de borde.

En la Figura (1) se observan en color azul las funciones de escala interiores y en color verde y
rojo a las funciones de borde.

Abhora, considerando las familias de Ecs. (3) y (4) , los espacios de escala V; estian determinados
por:

V; =span®;, donde ;=i U P (5)

Es conveniente normalizar ¢; ;. de manera tal que || ¢, || z20,= 1.

Figura 1: Funciones base del espacio V3

Los espacios V}, cuya dimensién es 27 + 1, constituyen un AMR de L?[0, 1] (Cémnad y Finék,
2011).

La estructura de subespacios anidados, generado por el AMR, implica la existencia de comple-
mentos, ie. espacios wavelets 17;, tales que

Vi =V, e W;. (6)
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3. BASES DE WAVELETS EN EL INTERVALO
3.1. Construccion de wavelets interiores

En la seccion anterior se definieron la funcién de escala y los espacios V; del AMR en L?[0, 1].
En esta seccion se van a construir los espacios wavelets 1/, con un requerimiento extra de or-
togonalidad. Para ello se define una wavelet madre 1) (o generadora), cuyas traslaciones enteras
y dilataciones diddicas formen una base para los espacios IV/;.

Sean V; y V1, los espacios generados por las traslaciones de ¢(z) y ¢(2z), respectivamente. Si
se considera ¢ € W), y teniendo en cuenta que V; = V & Wy, se obtiene que ¢ € Vi, con lo
cual vale la siguiente representacion,

= 3 d(k) (20 — k). )

kEZ

Se deben hallar los coeficientes {d(k)} tales que v cumpla con el siguiente requerimiento de
ortogonalidad:

(¥'(z),¢'(z—1)) =0, VI€Z (8)

(.,.) representa el producto interno usual de L»[0, 1].
Para [ € 7Z, el producto interno adopta la siguiente forma:
(W' (2), @' = D)= _d(k) (¢'2x — k), (x = 1)) . )
keZ

Teniendo en cuenta el soporte y las propiedades de las B-splines, para cada [, el conjunto

{d(k)} es finito y la Ec. (9) adopta la forma

20+7

W (@), (@ —1)= —4 Y dk Zhn on(4+20+n—k), (10)

k=21-3

donde % (4 + 21 + n — k) representa la derivada segunda de la spline de orden 7 evaluada en

x =4+ 2l +n — ky los coeficientes h,, son las componentes del vector h = [1, 1,2 1 1].

Entonces

W (@), oy l)):—ﬁd(% _3)— % d(21 —2) — % d(2l— 1) — 1‘% d(21) +

59 13 59 8
+ —d(2l+1)+—d(2l+2)+1—d(2l+3)— 1z A2+ 4) —

12
39 7

- —d(2l d(2l ——d2l 7
80 (21+5) - 60 (21+6) 240 (20+7).

Para [ € 7Z restan hallar los coeficientes d(k), k = {2l — 3,2l — 2,...,2l + T}, que satisfagan
la condicidén de ortogonalidad dada en la Ec. (8) para cada valor de [. Si

= d(2l+ 1)z p(z) =Y _d(2D)z, (11)

lEZ l€Z
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la condicién de ortogonalidad se puede reescribir matricialmente:

B(z)(q1(z) , 2(2))" =0, (12)
donde
1 39 59 59 39 1
VY Gt | .3 o, -1 - -3
220° T 80° T1207 T120° T80 T 240
(B(z))" =
7 8 13, 8 7

——f - =2 —— = =z

60° 137 T10° T 15 60

Una solucién para este sistema ! es:

q(z) | | —282° — 18423 — 282!
@(z) | | 2P+ 11924 + 11922+ 1 |-

Por lo tanto la wavelet estd dada por

Y(a) =) d(k)p(2x — k), z€R, (13)

cond = [1,—28,119, —184, 119, —28, 1].

(a) B-spline cibica. (b) Wavelet ¢(x).

Figura 2: Funcién de escala y wavelet

Una vez determinada la wavelet ¢, que tiene soporte [0, 5] (ver Figura (2b)), es simétrica y
ademds satisface la condicion de ortogonalidad requerida, quedan por determinar los espacios
Wi.

3.2. Construccion de wavelets de borde

Para poder proponer una base adecuada para los espacios IW; , se consideran dos wavelets de
borde 1, Yy € Wy que son definidas, en el trabajo de (Cérnd y Finék, 2015), como combina-
cion lineal de elementos de Vi:

4
Y (z) = Blop(2z) + Ao (2z) + Z Alo(2r — k4 2) (14)
k=2
6
Yia(z) = cgon(22) + Pop2e) + Y G2z —k+2) (15)
k=2

! El sistema se resuelve utilizando comandos especificos y lenguaje simbélico en MATLAB.
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bl bl bl
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b2 b2 b2
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939 —393 6233
707 20 7 560 °

1444 1048 —1340 545 —6839
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953 718717 209

7487

655

) 7a 3:|

Por su construccidn, el soporte de ¢, es [0, 3] y el soporte de 12 es [0,4]. Ambas wavelets
tienen dos momentos nulos y cumplen la condicién de ortogonalidad Ec. (8).

A partir de estas funciones se define el conjunto de wavelets de borde:

Whord = Lapy (272), e (2), Yue(27 (1 — 7)), Ypa (27 (1 — 2)) } .

Notar que si V1 = V; & W}, la dimension de los espacios W; debe ser 27. Con lo cual, una
base para estos espacios es:

(16)

Uy = vty vl (17)
donde se denota el conjunto de wavelets interiores como,
U = {apjp 1 k=0,1,...,27 =5}, (18)

con () := 27/24)(29x — k), para cada j € Z.

Las funciones del conjunto W estan normalizadas (|| ¥ ;. [|£,0,1)= 1.

Observacion 1 Teniendo en cuenta la expresion que define a 1), vemos que Vi1 DO V; + W,y
ademds V; N W; = {0}. Por lo tanto,

dim(V; + W;) = dim V; +dim W; = 277" + 1 = dim(V} ). (19)
Ast, Vi1 es suma directa de V; y W;. Consecuentemente, para jo, > 3
Vir = Vi + Wi + Wigproo + W,
Ademds siv € Vj, y wj, € W, se cumple que
/ /
(0 wi) = 0 (20)
/ /
<wj1 ) wj2> - 2D
:Z:- 0.06 i/ \ ;[ \‘, Y
0.04 [ \‘\ 0.04 1’ \l /\;’ s !’ 1 7y 1"‘,
DD: \ oo [/i\ f y‘\ f' \\\ ,’l \ | /Y N
- e o ! R = Loy gy

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 o 01 02 03 04 05 06 o7 08 08 1

(b) Wavelets de borde :1),1 (azul),ippo(violeta).

Figura 3: Funciones bases del espacio Ws.

(a) Wavelets interiores.
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4. APLICACIONES Y RESULTADOS NUMERICOS

Se presenta en esta seccion la aplicacion de la base construida en la resolucién de un problema
diferencial de segundo orden dado por:

i (W) 5) + dlole) = (@), € O .

La formulacion débil del problema es: hallar u € V = H}(0, 1) tal que
a(uv) = (f,v), WoeV

donde ) )
a(u,v) = /0 p(x)u (2)v'(z) dx +/O q(x)u(z)v(x) dz, u,v € V.

A partir de esta formulacién, utilizando el método Wavelet-Galerkin, es posible obtener una
aproximacion de la solucién del problema diferencial, considerando la formulacién discreta en
un subespacio adecuado de V de dimension finita, y resolviendo luego un sistema algebraico
(Vampa et al., 2013).

De acuerdo a lo desarrollado anteriormente, se propone utilizar el subespacio V), cuya base
ordenada esta formada por unién de las bases definidas en Ec. (5) y (17), esto es,

GJ = {917927 "'>g2J+1+1}7
donde g; € ®;, parat =1,2,...,270 + 1y g; € U; parai = 290 + 2, ... 27T + 1y j = j..., J.

Con esta base para V1, la solucion aproximada se escribe como,

2J+1+1
Uj+1 = E Qi Gis
i=1
y el problema se reduce a calcular «;, solucién del sistema algebraico :

27+141

Z (7] a(gi>gl) = <f7gl> VZ € {1727'-'72J+1+1}
i=1
0 matricialmente
KJO_Z =0

con K; = (a(gi, gl))1gi,zg2-f+1+1-

El niimero de condicion de una matriz invertible A estd dado por

cond(A) =[| A J[[ A7 | (23)
(|| - || es una norma matricial), y cuando A es una matriz simétrica, en norma 2 es
ix; | Ai(A
cond(A) = mix; | A(4) | (24)
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donde \;(A) son los autovalores de la matriz A.

Se sabe que si la matriz K ; es dispersa y tiene nimero de condicién pequefo y acotado, la
resolucion del sistema puede realizarse en forma eficiente, con minimo costo computacional.
Estas ventajas son las que presenta la utilizacion de los espacios y bases del AMR desarrollados
en este trabajo, como se verd en los ejemplos a continuacion.

Ejemplo 1

{ =i @

— 2 .50z
donde f(x) = 2 + o 100% e 50T

exacta se puede ver en la Figura (4).

2
2 502 iy
—50% (1 + 50 1)6 > y la solucion

La matriz de este problema es K; = ({9}, 9;)) 1<) j<00+141 Ya que p(z) = 1y q(z) = 0.

Figura 4: Solucién exacta del Ejemplo 1.

Como consecuencia de la condicion de ortogonalidad requerida Ec. (8), la matriz de rigidez
resulta diagonal por bloques y ademds cada bloque es una matriz banda, como se muestra en
la Figura (5).

En la Tabla (1) se presentan los errores relativos e; = w y niimero de condicion
U
para cada escala J:
| J | ey | Cond (K) | | J | ey |

414971x1072 7.828 516.1402 x 1071

5(11.216x 1072 7.828 6 | 1.1700 x 102

6 |2.732x1073 7.828 8 19.4883x 107°

Tabla 1: Resultados numéricos del Ejemplo 1. Tabla 2: Resultados numéricos del Ejemplo 2.

0 5 10 15 0 5 10 15 20 25 30

(a) Ky (b) K
Figura 5: Forma de la matriz K ; del Ejemplo 1y 2.
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Ejemplo 2 Se considera el problema Ec. (25) con f(x) = (70 7)? sin(70 7w z)—7? cos (7r T+ g)

cuya solucion exacta

u(z) = sen(70m ) — cos (Wm + g) .

Es importante destacar que en este segundo ejemplo, a pesar que la solucion exacta es muy
oscilatoria, se obtuvieron resultados similares a los del primer ejemplo. En la Tabla (2) y en la
Figura (6) se muestra la convergencia de las aproximaciones para distintas escalas.

Figura 6: Solucién exacta y soluciones aproximadas u y para J = 3,4, 5, 8 del Ejemplo 2.

5. CONCLUSIONES

La propuesta combina las ventajas numéricas y computacionales de las funciones spline con
las capacidades de las wavelets, dentro de la estructura de un Andlisis Multirresolucion. Esto
permite tener espacios sucesivamente refinables para aproximar la solucién hasta alcanzar la
precision deseada. Exponemos en este trabajo una novedosa técnica que mejora notablemente
la complejidad computacional, ya que la matriz involucrada en el sistema lineal a resolver es
diagonal por bloques y se mantiene acotado su nimero de condicién al aumentar la escala. En
trabajos futuros interesa una comparacion cuantitativa de la base wavelets construida con otro
tipo de bases spline wavelets. Ademads se estudiara la aplicabilidad del método a otros tipos de
problemas.
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