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Resumen. Las técnicas de identificacion de sistemas dindmicos consisten en construir modelos
matematicos, 0 numéricos, a partir de mediciones experimentales. En general, |os model os contienen
pardmetros que son optimizados para minimizar las diferencias entre la prediccion del modelo y las
observaciones experimentales. En este trabgjo la identificacién se aplica a sistemas lineales
invariantes en e tiempo, con formulacién en espacio de estados, con dimension finita y tiempo
discreto, utilizando las técnicas de identificacion por subespacios, con algoritmos N4SID y MOESP.
Se identifican los pardmetros modales de una viga para diferentes ubicaciones de la carga dinamica y
de los puntos de medicion.

Keywords: Structural dynamics, System identification, Modal parameters.

Abstract. The techniques of dynamic systems identification consist of building mathematical or
numerical models, based on experimental measurements. In general, the models contain parameters
that are optimized to minimize the differences between the prediction of the model and the
experimental observations. In this work the identification is applied to time-invariant linear systems,
with state space formulation, finite dimension and discrete time, using subspace identification
technigues, with N4SID and MOESP algorithms. Modal parameters of a beam are identified for
different locations of the dynamic load and the measuring points.
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1 INTRODUCCION

Las técnicas de identificacion de sistemas consisten en construir model os mateméticos, o
numericos, de sistemas dindmicos a partir de mediciones experimentales. Los modelos
representan aproximadamente el comportamiento de elementos o sistemas estructurales, y son
utilizados para disefio, andlisis, prediccion y control de dichos sistemas. En general, los
model os contienen parametros que pueden ser optimizados, o calibrados, para minimizar las
diferencias entre la prediccion del modelo y las observaciones experimental es.

Una aplicacion que tiene gran interés en la actualidad es el seguimiento en el tiempo de un
sistema, 0 estructura, con mediciones experimentales periodicas y aplicacion de las técnicas
de identificacion que permiten actualizar e modelo numérico de elementos finitos y detectar
danos a partir de los cambios en los parametros modales (Cacho-Pérez et al., 2017; Schlune
et a., 2009; Reynders et a., 2008, 2010; Wang et a., 2010; Sanayei et a., 2015).

En & marco de la teoria genera de identificacion de sistemas (Ljung, 1999) aplicado a
sistemas lineales invariantes en e tiempo, con formulacién en espacio de estados, con
dimensién finita y tiempo discreto, son muy utilizadas las técnicas de identificacion por
subespacios, como por gemplo los agoritmos N4SID (Numerical agorithm for Subspace
State Space System IDentification), Van Overschee and De Moor (1994) y MOESP
(Multivariable Output Error State sPace), Verhagen (1994), ver detalles en Cortés (2007), que
estan implementados en librerias Fortran de libre acceso como SLICOT (2018).

Se presenta en este trabajo un resumen de la metodologia de identificacion, con
aplicaciones numéricas sobre una viga de parametros conocidos y con solucion analitica de los
pardmetros modales. Se estudia la sensibilidad de laidentificacion para diferentes ubicaciones
de una carga dinamica genéricay con varias posiciones y cantidad de puntos de medicion, que
en este caso son resultados de andlisis numérico. También se analizan los resultados que se
obtienen utilizando sblo la respuesta de la viga (output), sin que intervengan los datos de
carga (input), lo que se denomina “identificacion a ciegas”. Se obtienen conclusiones de
interés pararealizar estudios de campo sobre estructuras.

2 ECUACIONESDEL PROBLEMA A RESOLVER

La representacion de un sistema dindmico lineal invariante en €l tiempo, en espacio de
estado en tiempo continuo, se puede expresar con

X(t) = Ac X(t) + B u(t) + w(t)

_ )
y(t) = Cc X(t) + D u(t) + v(t)

Discretizando en e tiempo las ecs.(1) cont = k T paak =0, 1, 2, ...., siendo T €
espaciamiento entre muestras o tiempo de muestreo, y simplificando la notacion x(KT) = x(k),
se obtiene la representacion en espacio de estado en tiempo discreto

x(k +1) = Ax(k) + B u(k) + w(k)

y(k) = Cx(k) + D u(k) + v(k) 2

Donde u es € vector de entrada de dimensién m, y es el vector de salida de dimension |, x
es e vector de estado con dimension n denominado orden del sistema, w y v representan e
ruido del proceso y ruido en la medicion, Anx, es lamatriz del sistema, Bnxm €s la matriz de
entradas, Cix, eslamatriz de saliday Dxm €s la matriz de alimentacion directa. Los vectores w
y v contienen |las seflales no observadas con matriz de covariancias
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condy =08 pZ0Q; dyg=1s p=q. También se puede expresar:
v(k) =e(k), w(k) =K ek) 4)

donde K.y es la matriz de ganancia de Kaman y e(k) ruido blanco estacionario. La
representacion esquematica se presentaen laFigura 1.
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>
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Figura 1. Sistemalineal invariante en el tiempo

Las ecs.(2) en tiempo discreto se obtienen con un “mantenedor de orden 0”, que significa
gue el valor al inicio del intervalo, tiempo k, se mantiene constante hasta el final del intervalo
k+1, llamado también Euler forward. Entonces, larelacion entralas matrices es

A=exp(AcT), Bz[gexp(ACt)dt}Bc, C=C., D=D, 5)
En este trabgjo se utiliza una mejor aproximacion que es la transformacién bilineal o de
Tustin, resultando funcion de dos parametros. a=1y b =2/T
A=a (bl-A )t (I+AL), Ac=b@l+A)y*(A-al)

B=/2ab (bl-A.)"*B., Bc=-2ab@l+A)'B
C=./2ab C.(bl-A.)", C.=./2abC@l+A)*
D=D.+Cc (b1 -A.)*B., D.=D-C(al+A)'B

(6)

El problema aresolver esidentificar las matrices A, B, C, D y K que permitan vincular los
datos de entrada (acciones) con los estados del sistemay con |os datos de salida (respuesta).
3 ALGORITMOSBASADOSEN SUBESPACIOS

Se presenta un resumen de los dos agoritmos utilizados en la identificacion por
subespacios, que solo requieren herramientas estadisticas y de dlgebra lineal numéricamente
robustas, sin transformaciones ni procesos de optimizacion iterativos no lineales.

Las ecs.(2) sereescriben de la siguiente forma

Yi=ThnX¢ +Hpgey Ut +Hpso) E
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Donde X, X¢ son las secuencias de estados paratiempo pasado p y tiempo futuro f ; Uy, Uy,
Yo, Yi son las matrices Hankel de entrada-salida, Digey, Disgy SON las matrices de
controlabilidad extendida en reversa deterministica (det) y estocastica (sto); G, esla matriz de
observabilidad extendida, donde b es genérico, con b > n, siendo n € orden del sistema;
Hp(det) Hi(sto) SON 1as matrices Toepliz deterministica 'y estocastica; y Ep, Er son las matrices
Hankel con los datos de error. Un resumen de dichas matrices es:

Xp=[xO x® - x(j-2) x(j-D],,,

X, =[x(@) x@(i+1) - x(i+j-2 x(@i+]j-1] ®

nxj

dondei es el nimero de blogquesfilay j € nimero de blogues columna.
Con los datos de las acciones u(k) y respuestas y(k) se construyen las matrices de Hankel
de entrada-salida, y de error, donde en forma geneérica cada componente es ajj = aj.1,j+1

Up=U@:1,)mixj» Us=U(i +100+h2) 0y 9)

Las matrices de controlabilidad, observabilidad y Toepliz se defi_nen como

C
D =|A7B A2B .. AB B .. CAz
i1 i-2 o) CA o
Ai(sto):[A K A™K - AK K]nxli
b-1
_CA dlb xn
) 0 e 0] [ 0 .. 0]
CB D 0 cK | °
Hp ey =| CAB CB 0 Hp(s0)=| CAK CK 0
CAP2B cA®®B  D|, [CAPK CAPTK 1

Se introducen matrices de ponderacion, o de peso, cuadradas Wa n x ) Y Wh ¢ x j), de
acuerdo con e algoritmo utilizado.

Se cacula la proyeccion ponderada Oy, definiendo previamente en forma genérica la
proyeccion ortogonal del espacio fila de una matriz A dentro del espacio fila de unamatriz B

como A/B=AIl; =AB'B, donde el simbolo 1 indica la seudo inversa de Moore-Penrose
para matrices rectangul ares, entonces

Oh=Wa (anu%)wbzwa(rhxfnu%)wb (11)

Se define
f
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Serealizala descomposicion en valores singulares (SDV) de Oy,

DV(0,)=USV", conU=[U; U,], S{Sl O] VT:RJ} (13)

0 S, T

Donde U y V son matrices ortonormales unitarias y S es una matriz diagonal conteniendo
los valores singulares no nulos en S; y aproximadamente nulos en S,. Luego

0,=U;S,V, +U,S,V, =U,; S, V] (14)

Se determina el orden del modelo n, que es la cantidad de valores singulares no nulos de la
descomposicion (14), es decir e rango de Oy, . Esta descomposicion en valores singulares (14)

dalaopcion de elegir los valores en ec.(12) de tal manera que I:h = Ulsi’z, luego

X»
=0

(=l o, (15)

gue contiene los estados estimados )?f y las matrices del sistema A, B, C, D, K, es decir

es la ecuacion a resolver. El agoritmo N4SID utiliza la secuencia de estados, mientras que €l
algoritmo MOESP utiliza la matriz de observabilidad extendida. Combinando ambos
algoritmos se identifican las matrices del sistema en tiempo discreto.

Con las expresiones (6) se convierten alas matrices del sistema en tiempo continuo, donde
interviene & tiempo de muestreo T. Se evalUan los valores propios| ; y los vectores propios F
de la matriz Ac , de donde se obtienen las frecuencias naturales w;, las relaciones de
amortiguamiento x; y los modos naturales de vibracion y ; del sistema dindmico con

" :R?ai),

w, =Im(l ), W=C.® (16)

4 APLICACION NUMERICA

El “sistema” es una viga de hormigon pretensado tipica para puentes de 30 m, ver Figura 2.
Esta solicitada por una carga dindmica, que es un miembro del proceso aeatorio con funcion
de densidad espectral de potencia también mostrada en la Figura 2. La carga (entrada) se ubico
en diferentes posiciones, y con anadisis numérico por elementos finitos se obtuvieron
respuestas de desplazamientos y aceleraciones en diferentes puntos de la viga (salida). En un
experimento fisico, la accion se mide con celda de carga y las respuestas se registran con
sensores LVDT y/o acelerémetros.

La ubicacion tanto de la accion como de los puntos de medicion es de gran importancia
porque si se encuentran sobre un nodo de algun modo de vibracion de interés, dicho modo no
serd excitado y por lo tanto no podra ser identificado. Tampoco sera identificado si la accion
no tiene componentes de frecuencias en dicha banda. Es por eso que la accion dindmicatiene
gue aproximarse a un ruido blanco en toda la banda de frecuencias de interés.

Una forma tradicional de obtener las frecuencias propias de vibracién es a partir de los
picos del modulo de la transformada de Fourier de la respuesta. La Figura 3 muestra el
resultado para la carga ubicada en x = 8 my la respuesta obtenida en ese mismo punto. Las
primero 4 frecuencias naturales en rad/seg, obtenidas con & modelo numérico, que son muy
cercanas alas andliticas, resultan wy, = 28.3; w, = 112.0; ws = 248.2; w, = 432.1; y ws = 658.1.
Cuando se utiliza la respuesta en desplazamientos se identifican aproximadamente las dos
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primeras frecuencias, ver Figura 3. Si se utilizan resultados en aceleraciones se observan 4
frecuencias, con buena aproximacion hasta la 3, mientras que la 4 es mas difusa con valores
mas proximos a la 5Sta frecuencia.
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Figura 2: Geometria de la viga para puente y carga dindmica aeatoria
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Figura 3: Médulo de la transformada de Fourier en desplazamientos y aceleraciones, y frecuencias propias

120

En las tablas 1 a 4 se presentan las diferencias porcentuales entre las frecuencias obtenidas
en e modelo numérico y las identificadas con los agoritmos N4SID y MOESP. En las tablas
1y 2, laidentificacion se realiza con un desplazamiento obtenido para diferentes posiciones,
distancia D-x (m) del primer apoyo, mientras que en las tablas 3 y 4 se utilizan aceleraciones.
Por otro lado en lastablas 1y 3 se dio como dato la accién sobre la estructura que fue aplicada
a una distancia P-x (m), mientras que en las tablas 2 y 4 los resultados se obtuvieron
ignorando dicha entrada.

Para facilitar la interpretacion, se dgjo sin pintar 10s casos con errores por debajo del 1%,
con un tono claro aguellos casos hasta un 5%, con un tono mas oscuro hasta un 20% y se
anularon aquellos por encimadel 20% donde ya no es posible identificar el modo.
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Se observa los excelentes resultados obtenidos con desplazamientos, estando en gris los
casos en que la ubicacion de la accidn o de larespuestaimpide excitar o medir € modo.

P/D D-x(m) 4 8 12 15 18 22 26
P-x(m) [ modo ® e (%) e (%) e (%) e (%) e (%) e (%) e (%)
1 | 2827 0.3%]| 0.7%| 0.0%| 0.0%]| 0.0%| 0.1%| 0.2%
2 |112.03] 0.1%| 03%| 0.0% 0.0%| 0.0%| 0.1%
8 3 |248.19] 0.2%| 0.9%| 0.1%| 0.1%| 0.0%| 0.4%| 0.0%
4 [432.10] 0.4% [62%] 0.2% 0.3%| 1.4%| 0.0%
5 |658.07| 0.8%| 1.5% 0.5% 0.7%| 0.6%
6 |919.96] 1.3%| 0.4%| 1.6% 0.2%| 0.9%| 0.7%
1 | 2827 0.1%]| 0.0%| 0.0%| 0.0%| 0.1%| 0.0%| 0.1%
2 |112.03] 0.0%| 0.0%| 0.0% 0.1%| 0.0%| 0.0%
1 3 |248.19] 0.1%| 0.1%| 0.1%| 0.1%| 0.0%| 0.0%| 0.1%
4 |432.10] 0.2%| 0.2%| 0.2% 0.2%| 0.3%| 0.2%
5 |658.07
6 |919.96] 2.0%| 16%| 1.8% 1.1%| 0.2%| 0.0%
1 | 2827 0.0%| 0.0%| 0.0%| 0.0%| 0.0%| 0.0%| 0.0%
2 |112.03
15 3 |248.19| 0.1%| 0.1%| 0.1%| 0.1%| 0.1%| 0.1%| 0.1%
4 |432.10
5 |658.07| 0.5%| 0.5% 0.5% 0.5% | 0.5%
6 |919.96

Tabla 1: Diferenciarelativa entre la frecuencia propias del modelo y las obtenidas por latécnica de
identificacion de sistemas utilizando como datos la carga ubicada a una distanciade 8, 12 y 15 m (P-x(m)) y un
desplazamiento aunadistancia4, 8, 12, 15, 18, 22 'y 26 m (D-x(m)) del apoyo en cada caso.

P/D D-x(m) 4 8 12 15 18 22 26
P-x(m) [ modo ) e(%) | e(%) | e(%) | e(%) | e(%) | e (%) | e (%)
1 | 2827 29%| 1.3%| 0.4%| 1.3%| 0.8%| 12%| 1.9%
2 [112.03| 05%| 0.6%| 1.6% 0.3%| 0.1%| 0.3%
8 3 |248.19| 05%| 35%| 1.2%| 1.4%| 0.8%| 13%| 1.6%
4 |43210| 38%| 1.9% 1.8% | 12.6%] 2.7% |
5 |658.07| 2.0%| 1.4% 1.8%| 3.0%| 1.7%| 2.1%
6 |919.96| 35%| 34%| 1.5% 2.2%| 3.4%| 4.2%
1 | 2827| 01%| 04%| 13%| 0.0%| 0.7%| 0.8%| 0.8%
2 [112.03| 08%| 1.6%| 3.1% 43%| 03%| 0.4%
15 3 |248.19| 05%| 1.2%| 42%| 1.8%| 1.0%| 0.8%| 1.1%
4 |432.10 1.8%| 0.0%
5 |658.07 2.0%
6 |919.96 2.2%| 3.1%
1 | 2827 13%| 1.3%| 0.0%| 0.8%| 0.0%| 13%| 1.3%
2 [112.03
15 3 |248.19| 1.4%| 1.4%| 18%| 1.7%| 1.8%| 1.4%| 1.4%
4 |432.10
5 |658.07
6 |919.96

Tabla 2: Diferenciarelativa entre lafrecuencia propias del modelo y las obtenidas por latécnicade
identificacion de sistemas utilizando como datos solo un desplazamiento a
unadistancia4, 8, 12, 15, 18, 22 'y 26 m (D-x(m)) del apoyo en cada caso.
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En e caso de las aceleraciones como salida, se observa una excelente identificacion a
excepcion del primer modo, donde solo pudo ser identificado con precisiéon cuando lacarga o

P/Acc Acc-x(m) 4 8 12 15 18 22 26
P-x(m) [ modo ® e() | e(®) | e(®) | e(®) | e() | e(%) | e (%)
1 28.27 0.1%
2 112.03| 0.5%| 0.3%| 2.3% 25%| 2.6% 1.6%
8 3 248.19( 0.7%| 0.2%| 0.9%| 0.1% 1.3%| 1.9%| 0.8%
4 1432.10( 4.3% 2.2% 1.8% 1.9%
5 658.07 1.3%| 0.3% 0.5% 0.4% 1.4%
6 919.96( 05%| 0.2%| 2.2% 1.1%| 0.9% 1.4%
1 28.27 0.0%
2 112.03| 0.3%| 2.3%| 4.0% 3.6%| 25%| 0.1%
12 3 248.19( 05%| 0.9%| 0.2%| 0.1%| 2.0%| 1.3%| 0.2%
4 1432.10( 04%| 2.2%| 0.0% 04%| 1.8%| 0.4%
5 658.07
6 919.96 2.2%| 22%| 2.6% 26%| 1.1%| 0.9%
1 28.27| 0.3%| 0.1%| 0.0%| 04%| 0.0%| 0.1%| 0.3%
2 112.03
15 3 248.19| 0.1%| 0.1%| 0.1%| 0.1%| 0.1%| 0.1%| 0.1%
4 ]432.10
5 658.07| 0.5%| 0.5% 0.6% 05%| 0.5%
6 919.96

Tabla 3: Diferenciarelativa entre la frecuencia propias del modelo y las obtenidas por la técnica de
identificacion de sistemas utilizando como datos la carga ubicada a una distanciade 8, 12 y 15 m (P-x(m)) y una
aceleracion aunadistancia4, 8, 12, 15, 18, 22 y 26 m (Acc-x(m)) del apoyo en cada caso.

P/Acc Acc-x(m)
P-x(m) [ modo ®

1 28.27
2 112.03

8 3 248.19
4 432.10
5 658.07
6 |919.96
1 | 2827 H |
2 |112.03

1 3 |248.19 \
4 |432.10
5 658.07
6 [919.96
1 [ 28270 1 | 01wl | I—
2 112.03) |

15 3 [248.19] 1.4%
4 43210 |
5 [658.07| 0.6%
6 919.96 [ 10:0%

Tabla 4: Diferenciarelativa entre la frecuencia propias del modelo y las obtenidas por latécnicade

identificacion de sistemas utilizando como datos solo una aceleracion a
unadistancia4, 8, 12, 15, 18, 22 'y 26 m (Acc-x(m)) del apoyo en cada caso.
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€l registro se ubica en e punto de maxima amplificacién de laformamodal.

El mismo procedimiento se realiza ingresando como respuesta a 5 desplazamientos
ubicados a distancias de 4, 12, 15, 18 y 26 m, y con la accién a 8 m del apoyo. La
identificacion se procesa considerando la carga (entrada) y sin tenerla en cuenta. Los
resultados obtenidos de las formas modales de los puntos donde se obtuvieron los
desplazamientos se muestran en los graficos de la Figura 4 comparandolos con las formas
tedricas de los modos de vibracion. En la Figura 5 se observan los mismos resultados para los

5 respuestas de acel eracion donde no se graficd el primer modo que no fue detectado.
En latabla 6 se muestran las frecuencias y coeficientes de amortiguamiento obtenidos en

estos casos.
1.0 1.0
0.5 12 MODO 0.5 12 MODO
—22 MODO 22 MODO
0.0 32 MODO 0.0 32 MODO
e 12 MODO e 12 MODO
e 22MODO ® 22MODO
-0.5 -0.5 +
e 32 MODO ® 32MODO
-1.0 -1.0
x (m) x (m)
0.0 10.0 20.0 30.0 0.0 10.0 20.0 30.0

Figura 4: Forma modales con datos de 5 registros de desplazamientos con y sin datos del registro de la accion.

1.0 1.0
L ]
05 2¢ MODO 0.5 22 MODO
——32 MODO 32 MODO
42 MODO 42 MODO
® 22MODO & ® 22 MODO
® 32 MODO ® 32 MODO
-0.5 -0.5
® 42 MODO ® 42 MODO
-1.0 -1.0 x{m)
0 5 10 20 25 3p x(m) 0 10 20 30

Figura 5: Forma modales con datos de 5 registros de acel eraciones con y sin datos del registro de la accion.

MODELO 5 RESP. DE DESPLAZAMIENTOS 5 RESP. DE ACELERACIONES
NUMERICO CON ACCION SIN ACCION CON ACCION SIN ACCION
® & ® & ® & ® £ ® &

28.27 | 3.00% | 28.26 | 3.00% | 28.00 | 3.77%

112.03 | 3.00% | 112.00 | 2.29% | 111.57 | 2.23% | 111.86 | 2.34% | 112.79 | 2.33%
248.19 248.01 | 3.92% | 250.72 | 4.26% | 248.06 | 4.05% | 251.73 | 4.47%
432.10 431.15 | 6.53% | 425.46 | 5.43% | 428.71 | 7.81% | 453.79 | 10.51%
658.07 655.16 | 9.65% | 633.42 | 11.41% | 657.27 | 9.30% | 656.91 | 7.14%
919.96 907.57 | 14.68% 905.78 | 17.18% | 899.62 | 18.55%

Tabla 5: Frecuencias modales y coeficientes de amortiguamientos detectados usando como datos 5 respuestas
cony sin utilizacion de la accién como dato de entrada.
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5 CONCLUSIONES

En este trabajo se presenta un breve resumen de la metodologia de identificacion de
sistemas por subespacios con la utilizacion de los agoritmos N4SID y MOESP. Serealiza una
aplicacion a una viga de hormigén de 30m tipica para puentes. De los resultados de este
primer trabajo se pueden sefidar |as siguientes conclusiones:

- Esta metodologia es superadora de la visualizacion de frecuencias en los picos de la
transformada de Fourier, tanto en la precision de los valores numéricos como en la cantidad de
modos aidentificar. Ademés, se obtienen las formas de los modos de vibracion.

- Utilizando datos de cargas (entrada) y desplazamientos (salida), se encuentran los
resultados mas precisos. Cuando solo se emplean desplazamientos (salida), sin informacion de
la carga, los resultados son igua mente aceptabl es.

- Si se trabgja con resultados de aceleraciones, los errores en general son ligeramente
superiores a cuando se trabagja con desplazamientos, para ambos casos de considerar 0 no la
informacion de lacarga.

- Laprincipa dificultad encontrada, cuando se trabaja con aceleraciones como respuesta, es
laidentificacion del primer modo, con excepcion cuando la carga esté ubicada en e centro de
lavigay se consideran estos datos de entrada en laidentificacion.

- Es muy importante la ubicacion de la excitacion, la banda de frecuencias excitadas y la
ubicacion de los registros de salidas, parala correctaidentificacion de los modos de vibracion.
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