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Resumen. En el presente trabajo se analiza la separación de fases en un fluido Van der Waals emplean-

do el método de lattice-Boltzmann. En particular, se introduce una extensión de un problema analítico

que permite determinar la distribución de densidad en una cavidad unidimensional bajo la acción de la

gravedad, y se usa dicha solución para validar el modelo pseudopotencial de Li et al. (Li et al., Phys Rev

E 85(7) (2013)). Los resultados muestran que el modelo es capaz de reproducir satisfactoriamente los

perfiles de densidad en diferentes condiciones de simulación, mientras que el problema analítico consti-

tuye una base robusta para la verificación de modelos LB multifásicos del tipo pseudopotencial.
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Abstract. In this paper we simulate phase separation of a Van der Waals fluid using lattice-Boltzmann

method. An extension of an analytical solution for density profiles in a one-dimensional problem with

gravity force is presented as a benchmark case and is used to validate the pseudopotential model of Li

et al. (Li et al., Phys Rev E 85(7) (2013)). Simulations show that the model is able to precisely repoduce

density profiles under different simulation conditions.
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1. INTRODUCCIÓN

Los flujos multifásicos tienen una presencia importante tanto en procesos naturales como

industriales, hecho que ha motivado el estudio y desarrollo de técnicas numéricas que permi-

tan llevar a cabo un análisis adecuado de la compleja fenomenología involucrada. Los méto-

dos computacionales convencionales, es decir aquellos que involucran la discretización de las

ecuaciones macroscópicas governantes, han sido utilizados satisfactoriamente en el estudio de

sistemas multifásicos, aunque el tratamiento del acople interfacial continúa siendo un tema mo-

tivo de análisis. Sin embargo, desde su aparición hace más de dos décadas (Higuera y Jiménez,

1989; McNamara y Zanetti, 1988), el método de lattice-Boltzmann (LB) ha probado ser una

técnica numérica viable y confiable, capaz de lidiar con flujos complejos de manera simple y

eficiente. Su naturaleza permite que la física esencial que tiene lugar en escalas microscópi-

cas o mesoscópicas pueda ser incorporada de manera directa a la vez que se recuperan leyes y

propiedades macroscópicas con un costo computacional aceptable (Li et al., 2016).

Los modelos LB multifásicos pueden clasificarse en cuatro categorías generales, entre las

cuales los llamados phase-field y pseudopotencial han demostrado un mejor comportamiento

en la simulación de flujos con relación de densidades elevada y número de Reynolds relativa-

mente alto. En el caso del modelo pseudopotencial, regiones de fluido vecinas se vinculan a

través de un potencial de interacción, el cual permite lograr una separación de fases automáti-

ca sin necesidad del uso de técnicas que permitan reconstruir o capturar la interface (Sukop y

Or, 2004). Esta familia de modelos LB multifásicos ha evolucionado desde su creación (Shan y

Chen, 1994), buscando mejorar problemas asociados a la llamada inconsistencia termidinámica,

corrientes espúreas en la interface y limitaciones en el máximo cociente de densidades alcanza-

ble (ρl/ρg). En particular, en el trabajo reciente de Li et al. (2013) se presenta el desarrollo de

una versión del modelo pseudopotencial para una grilla de dos dimensiones y nueve velocida-

des (D2Q9) empleando un esquema de colisión con múltiples tiempos de relajación (MRT). El

mencionado modelo permite controlar la condición de estabilidad mecánica, es decir la densi-

dad alcanzada por cada fase después de la separación, a través de un parámetro libre σ. Además,

permite lograr simulaciones estables con una relación de densidades elevada (ρl/ρg ∼ 750) (Li

et al., 2013).

A pesar que existen problemas numéricos que permiten verificar la implementación y va-

lidez de los modelos LB multifásicos, son pocos los que permiten evaluar el comportamiento

de dichos esquemas cuando existen fuerzas externas como la gravedad. Por lo tanto, el objeti-

vo de este trabajo consiste en introducir una extensión de un problema analítco originalmente

desarrollado por Berberan-Santos et al. (2002), que permite calcular el perfil de densidad en una

columna estática de un fluido Van der Waals en un campo gravitatorio. Este caso es resuelto em-

pleando el modelo LB de Li et al. (2013), mostrando que puede convertirse en una alternativa

sencilla pero robusta para evaluar la sensibilidad y respuesta de modelos LB pseudopotenciales.

2. FLUIDO VAN DER WAALS EN UN CAMPO GRAVITATORIO

En el trabajo de Berberan-Santos et al. (2002) se analizó la estratificación de un fluido Van

der Waals (VdW) en una cavidad unidimensional bajo fuerza gravitatoria, encontrando una

ecuación diferencial ordinaria que permite determinar el perfil de densidad en dicha región. En

particular, el gradiente de presión en la coordenada y está determinado por el balance hidrostá-

tico mediante

dP

dy
= −gMC(y) (1)
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donde P es la presión, g la gravedad, M el peso molecular, C = 1/v la concentración molar

y v el volumen molar. La presión se encuentra relacionada con la densidad y temperatura T
mediante la ecuación de estado de un fluido VdW:

P =
RT

1/C − b
− aC2 (2)

donde R es la constante de gases, y a y b son los párametros VdW. Si se introducen los pará-

metros adimensionales Er = Mgy/RTc, c = Cvc, Pr = P/Pc y Tr = T/Tc, con el subíndice

c denotando el estado crítico, y se combinan las Ecs. (1) y (2) considerando además la posibi-

lidad de un perfil de temperatura arbitrario, puede obtenerse una ecuación adimensional para la

distribución de concentración molar reducida

dc

dEr
= −

[

c+
dTr
dEr

(

c

1− c/3

)]









1
Tr

(1− c/3)2
−

9

4
c









(3)

Si se calculan las concentraciones de coexistencia para la fase líquida (cl) y gaseosa (cg)
usando la construcción de Maxwell (Huang y Wu, 2015), entonces puede integrarse la Ec. (3)

desde una interface ubicada en Er(h0), tomando como condición inicial c(Er(h0)) = cl para

Er < Er(h0) y c(Er(h0)) = cg para Er > Er(h0). Finalmente, la posición de la interface

dentro de la cavidad puede determinarse utilizando la masa inicial del sistema, es decir

∫ Er(h0)

0

cl(Er)dEr +

∫ Er(H)

Er(h0)

cg(Er)dEr = C̄vc
MgH

RTc
(4)

en donde C̄ es la concentración molar promedio en la cavidad.

3. MODELO PSEUDOPOTENCIAL CON OPERADOR DE COLISIÓN MRT

En el modelo LB de Li et al. (2013) la ecuación de evolución para la distribución de densidad

está dada por:

fα(x+ eαδt, t+ δt) = fα(x, t)− Λ̄αβ

(

fβ − f
(eq)
β

)

(x,t)
+ δt(Sα − 0,5Λ̄αβSβ)(x,t) (5)

donde fα es la distribución de densidad, f
(eq)
α es la distribución de equilibrio, t es el tiempo, x la

posición espacial, eα la velocidad discreta a lo largo de la dirección α, δt el paso de tiempo y Sα
el término de fuerza en el espacio de velocidades. Para una grilla D2Q9, la matriz de colisión Λ̄

se define como Λ̄ = M−1
ΛM , donde M es una matriz de transformación ortogonal y Λ una

matriz diagonal dada por:

Λ = diag
(

τ−1
ρ , τ−1

e , τ−1
ζ , τ−1

j , τ−1
q , τ−1

j , τ−1
q , τ−1

ν , τ−1
ν

)

(6)

El espacio de momentos puede obtenerse a través de la matriz de transformación M y las dis-

tribuciones de densidad en dicho espacio se calculan mediante m = Mf y m(eq) = Mf (eq).

El término equivalente al lado derecho de la Ec. (5) puede se reescrito en el espacio de momen-

tos como:

m∗ = m−Λ(m−m(eq)) + δt

(

I −
Λ

2

)

S̄ (7)
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donde I es la matriz de identidad, S̄ = MS el término de fuerza y el supraíndice * denota una

etapa post-colisión. El proceso de streaming se realiza retornando al espacio de poblaciones

mediante f ∗ = M−1m∗. De esta manera, la densidad y velocidad macroscópicas pueden ser

calculadas mediante:

ρ =
∑

α

fα (8)

ρu =
∑

α

eαfα +
δt
2
F (9)

donde F = Fb+Fint es la fuerza total sobre el sistema, Fb es la fuerza boyante y Fint representa

la fuerza de interacción que actúa a través de un potencial de interacción ψ(x):

Fint = −Gψ(x)
N
∑

α=1

w(|eα|
2)ψ(x+ eαδt)eα (10)

En este caso, se emplea

ψ(ρ) =

√

2(pEOS − ρc2s)

Gc2
(11)

donde pEOS es una ecuación de estado arbitraria. En el modelo de Li et al. (2013) el término de

fuerza está dado por:

S̄ =































0

6u · F + 12σ|Fint|
2

ψ2δt(τe−0,5)

−6u · F − 12σ|Fint|
2

ψ2δt(τζ−0,5)

Fx
−Fx
Fy
−Fy

2(vxFx − vyFy)
(vxFy + vyFx)































(12)

donde el parámetro libre σ puede utilizarse para ajustar las densidades de coexistencia en la

interface de manera que satisfagan las determinadas por la construcción de Maxwell.

4. RESULTADOS

La integración de la Ec. (3) permite construir perfiles de concentración que pueden utilizarse

para verificar la validez de los modelos LB. En particular. como se desea analizar el compor-

tamiento del modelo D2Q9 de Li et al. (2013), se optó por la resolución de una cavidad de 3

unidades de grilla en la dirección horizontal (x) y H = 600 unidades en dirección vertical (y),

con condiciones de contorno periódicas y bounce-back respectivamente. En este aspecto, es ne-

cesario destacar que si bien el esquema bounce-back presenta un orden de convergencia lineal

(ver por ejemplo los trabajos de Krüger et al. (2017) y Guo y Shu (2013)), no se han observado

diferencias respecto al uso de otros esquemas en los problemas analizados en esta sección. En

todos los casos se aplicó el modelo de Li et al. (2013) con G = −1, R = M = 1, a = 0,5,
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b = 4,0, τρ = τj = 1,0 y τ−1
e = τ−1

ζ = τ−1
ν = τ−1

q = 1,1. Inicialmente la cavidad se encuen-

tra llena con un fluido de densidad igual al valor crítico (ρc) con una perturbación aleatoria de

±1%, y se deja evolucionar el sistema hasta alcanzar un estado estacionario.

Si se considera una cavidad sin gravedad y con temperatura uniforme, el modelo LB produce

una separación del fluido en regiones de diferente densidad. Esto permite determinar la densidad

de cada fase a ambos lados de la interface y así comparar ambos valores con los establecidos

por la construcción de Maxwell. En la Fig. 1 se muestra la curva de coexistencia de fases

calculada con diferentes valores de σ, es decir, los valores de concentración molar reducida

(c = ρ/ρc) sobre la interface para distintos valores de temperatura reducida Tr = T/Tc. Puede

verse que el uso de σ = 1/8 permite reproducir satisfactoriamente los valores teóricos dados

por la construcción de Maxwell en un amplio rango de temperaturas.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
c

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

Tr

Figura 1: Curva de coexistencia de fases para un fluido VdW. Los símbolos corresponden a la simulación

mumérica con σ = 1,25 (◦), 0.125 (△), 0.0125 (�). La curva corresponde a la solución analítica dada

por la construcción de Maxwell.

En los casos en que la fuerza gravitacional no sea nula en la dirección vertical, los resultados

numéricos muestran dos regiones claramente diferenciadas, donde aquella con mayor densidad

ocupa la parte inferior de la cavidad. En la Fig. 2 se muestra el perfil de concentración a lo

largo de la coordenada vertical para cavidades con diferente temperatura uniforme Tr, fijando

σ = 1/8 y determinando al valor de g a través de Er(H) = 0,01. Asimismo, se muestran

los perfiles de concentración para cada fase dados por la solución de la Ec. (3). Como puede

observarse en la Fig. 2 el modelo LB produce perfiles de densidad continuos en la interface,

donde el ancho de la misma disminuye a medida que la temperatura de la cavidad de aleja del

valor crítico. Por otro lado, el uso de σ = 1/8 permite representar adecuadamente la distribución

de concentración en el interior de cada fase.

La Ec. (3) admite una distribución de temperatura no uniforme en el interior de la cavidad.

Por lo tanto, se consideraron casos con un perfil de temperatura lineal a lo largo de la coordenada

vertical, con Tr(H) = 0,99 y un valor paramétrico para Tr(0). En la Fig. 3 se comparan los

perfiles de densidad obtenidos con el modelo de Li et al. (2013) con los determinados por la
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Figura 2: Perfil de concentración para una cavidad en un campo gravitacional en la dirección vertical con

intensidad dada por Er = 0,01. Los símbolos corresponden a la solución analítica dada por la Ec. (3) con

Tr = 0,99 (◦), 0,9 (△), 0,8 (�). Las curvas corresponden a la solución numérica obtenida con σ = 1/8.

Ec. (3) con Er = 0,01. Nuevamente, puede observarse que el modelo LB es capaz de reproducir

satisfactoriamente los valores de densidad sobre la interface, su distribución dentro de cada fase,

y la posición de la interface para cada valor de Tr(0) empleado.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Figura 3: Distribución espacial de concentración con gravedad uniforme (Er = 0,01) y perfil de tempe-

ratura lineal. La temperatura reducida en y = H se encuentra fija en 0,99. Los símbolos corresponden

a la solución de la Ec. (3) con Tr(0) = 0,7 (�), 0,8 (△), 0,9 (◦). Las curvas corresponden a la solución

numérica con σ = 1/8.

Los resultados numéricos muestran que el modelo LB es capaz de reproducir los perfiles de
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densidad determinados por la solución analítica bajo diferentes condiciones de simulación. El

parámetro σ puede ajustarse libremente para satisfacer en forma aproximada la condición de

estabilidad mecánica, de forma de obtener una excelente concordancia lejos de la interface y un

perfil continuo donde tiene lugar la separación de fases.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se presentaron los resultados de la simulación de un fluido Van der Waals en

una cavidad unidimensional con fuerza de gravedad, empleando el método de lattice-Boltzmann.

Los resultados numéricos fueron comparados con perfiles de densidad analíticos, incluyendo

casos con temperatura uniforme y con distribución lineal dentro del dominio. Los resultados

muestran que el modelo multifásico de Li et al. es capaz de reproducir satisfactoriamente los

perfiles de densidad bajo diferentes condiciones de simulación, mientras que la solución ana-

lítica provee un caso simple pero confiable para ser usado en la verificación de características

específicas de modelos LB mutifásicos.
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