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Resumo. Apresentamos uma andlise numérica para uma formulagéo de elementos finitos hibrido misto
com estabilizacdes para os campos de velocidade e pressdo. Devido ao fato de que os métodos hibri-
dos estdo intimamente relacionados com os métodos de Galerkin descontinuo (DG), as demonstracdes
de estabilidade, continuidade e consisténcia utilizam o ferramental matematico ja desenvolvido para os
métodos DG. Assim, fazendo uma conexio do método hibrido com um método DG associado, a prova
de existéncia e unicidade da formulagdo hibrida é obtida como uma consequéncia de resultados ji co-
nhecidos na literatura. Além disso, estimativas para o erro na norma da energia e na norma L? sdo
desenvolvidas. Ao final, apresentamos testes numéricos que comprovam as taxas obtidas pela anélise.

Keywords: Stokes problem; finite element methods; hybrid mixed methods; discontinuous Galerkin
method; stabilized methods.

Abstract. We presente a numerical analysis for a mixed-hybrid finite element method with stabiliza-
tions for the velocity and pressure fields. Due to the fact that the hybrid methods are closely related to
the Galerkin discontinuous (DG) methods, the stability, continuity and consistency demonstrations use
the mathematical tools already developed for DG methods. Thus, by making a hybrid method connection
with an associated DG method, proof of existence and uniqueness of the hybrid formulation is obtained
as a consequence of results already known in the literature. In addition, estimates for the error in the
energy and L? norm are developed. At the end, we presented numerical experiments that prove the rates
obtained by the analysis.
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1 INTRODUCAO

Métodos mistos de elementos finitos para o problema do escoamento incompressivel gover-
nado pelas equacdes de Stokes tém sido amplamente abordado por diversos autores (Verfiirth,
1984; Girault e Raviart, 1986; Brezzi e Fortin, 1991; Boffi et al., 2013). No entanto, o uso
de aproximacdes simultdnea dos campos de velocidade e pressao, restringem a flexibilidade na
construcdo das aproximagdes por elementos finitos, devido a necessidade de compatibilidade
entre estes espacos (BabuSka, 1971; Brezzi, 1974). Espacos de aproximagdes comprovada-
mente bem sucedidos para tratar esta incompatibilidade foram apresentados nos trabalhos de
Girault e Raviart (1986); Taylor e Hood (1973); Arnold et al. (1984). Por outro lado, métodos
estabilizados, que utilizam termos de minimos quadrados com o intuito de possibilitar o uso de
espacos polinomiais lagrangianos de igual ordem para ambos os campos, podem ser vistos nos
trabalhos Hughes e Franca (1987); Douglas Jr. e Wang (1989); Karam-Filho e Loula (1992).

Além das formulagdes clédssicas de elementos finitos, nas ultimas décadas métodos de Ga-
lerkin descontinuo (DG) tém sido propostos para a resolugdo dos problemas de Stokes (Baker
et al., 1990; Toselli, 2002; Schotzau et al., 2003). Os métodos DG apresentam flexibilidade na
implementagao de estratégias de adaptatividade dos tipos & e p, além de possibilitar o uso de
espacos de polindmios descontinuos por partes. Contudo, apesar das vantagens oferecidas pelos
métodos de Galerkin descontinuo, em virtude de sua complexidade de formulacio, implemen-
tacdo computacional e elevado ndmero de graus de liberdade (principalmente em casos de alta
ordem), hibridiza¢des para os métodos DG foram propostas com o intuito de derivar métodos
com melhores caracteristicas de estabilidade e reduzido custo computacional mas preservando
ainda as robustez e flexibilidade dos métodos DG (Egger e Waluga, 2013; Rhebergen e Wells,
2017; Igreja e Loula, 2017, 2018).

Diferentemente dos métodos DG, formulacdes hibridas permitem, a partir de escolhas ade-
quadas, a eliminacdo dos problemas locais no nivel de cada elemento da malha em favor do
multiplicador de Lagrange, usando a técnica de condensagdo estdtica. Dessa forma, o sistema
global envolve apenas os graus de liberdade associados com o multiplicador, reduzindo signifi-
cativamente o custo computacional (Igreja e Loula, 2017, 2018). Neste contexto, este trabalho
recorda o método proposto por (Igreja e Loula, 2017), que inclui termos de estabilizacdo para
a pressdo na formulagdo introduzida e analisada por Egger e Waluga (2013), que apresenta es-
tabilizacdo apenas para o campo de velocidade, e desenvolve uma andlise numérica para este
método onde é provada consisténcia, estabilidade, continuidade e estimativas de erro nas nor-
mas da energia e L*. Ao final, estudos de convergéncia comprovam as estimativas obtidas pela
andlise.

A estrutura do trabalho foi construida da seguinte maneira: Na se¢@o 2, apresentamos no-
tacOes e defini¢cdes bdsicas, mas uteis para o desenvolvimento da andlise. Além disso, é apre-
sentado a formulacdo a ser analisada. Na se¢do 3, € feita a andlise numérica, sendo definidas
as normas utilizadas para demonstragdes de continuidade e estabilidade. Na secdo 4, serdo exi-
bidos resultados fundamentais para demonstracao de estimativas de erro na norma da energia
e na norma L2. Por fim, na secdo 5, sdo apresentadas conclusdes do trabalho e sugestdes para
trabalhos futuros.

2 CONCEITOS BASICOS

Nesta se¢do, introduzimos conceitos e definicdes necessdrias para a introducao da metodo-
logia hibrida, o problema modelo que sera estudado e a formulacao hibrida desenvolvida por
Igreja e Loula (2017).

Copyright © 2018 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXXVI, pags. 1109-1118 (2018) 1111

2.1 Notacoes e Definicoes

Seja 2 C R? (d = 2 ou d = 3) com contorno I' = 9 e considere H™(2) o espago usual de
Sobolev, munido das respectivas norma e semi-norma, || - |0 € | - |m.0, com m > 0. No caso
em que m = 0, temos L*(Q) = H%(Q) . 0 espago das fun¢des quadrado integraveis, definido
por L*(Q) = {q : [,q < oo}, cuja norma é dada por || ¢ [[o=] ¢ ||2). O espago Hj(€) é
o espaco das fungdes em H'(€2), com trago nulo na fronteira. Semelhantemente, o subespago
L3(2) é o espago das fungdes em L?(€)) com média nula em (2.

Por simplicidade, restringimos ao caso bidimensional (d = 2) e consideramos 7;, uma dis-
cretizagdo regular de um dominio {2 em elementos finitos K, descrita por 7, = {K} =
unifdo de todos os elementos X' do dominio (). Para cada aresta e dos elementos K, defini-
mos os seguintes conjuntos: &, = {e; e é uma aresta de K paratodo K € 7} que denota o
conjunto de todas as arestas e de todos os elementos K, 5,? = {e € &;; e é uma aresta interior }
define o conjunto das arestas interiores, e £ = {e € ;e C 9N} o conjunto das arestas da
fronteira de 2. Consideramos que o dominio §2 € poligonal e que 7}, é uma particdo regular
de ). Assim, existe ¢ > 0, tal que h < ch,, onde h, é o didmetro da aresta e € 0K e h, o
parametro da malha, é o didmetro do elemento. Para cada elemento K, associamos um vetor
normal unitario ng.

Para todo escalar ¢, € &, introduzimos a semi-norma dependente da malha

|anl2 o7, = Z |Gn1 %1 /2,01 onde  |gn|c1j2.0x = B2 qnlo ok (D
KeT,

Para fungdes escalares ¢, € H™(T}), também definimos a norma e a semi-norma, respectiva-
mente, cComo

||Qh||%1,h = Z ||Qh||%L,K € |q}l|$n,h = Z |q}l|$n,K‘ (2)

KeTy KeTy

Neste contexto, podemos definir as seguintes desigualdades (Arnold, 1982),

\Vu,ng |07 < CllVapllon e lanl4i/2.7 < Cllanllon- (3)

2.2 Problema Modelo

Suponha o escoamento incompressivel de um fluido viscoso e newtoniano em um dominio
Q) C R?, com fronteira I' = 9. Este pode ser modelado pelas equagdes de Stokes, definidas
por meio do seguinte problema:

Dada a forca f : Q — R2?, encontre o campo de velocidade u : Q0 — R? e a pressdo
p: Q) — R, tais que

—Au+Vp=f, em Q, 4)
divu =0, em €, (5)
u =20, sobre I, (6)

onde os operadores A, V e div denotam o laplaciano, o gradiente e o divergente, respectiva-
mente.
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2.3 Método de Elementos Finitos Hibridos

Nesta secdo, recordamos a formulacdo de elementos finitos hibrida para o problema de Sto-
kes com estabilizacOes para a velocidade e a pressdo, proposta por Igreja e Loula (2017). Para
tanto, definimos o problema (4)-(6) em cada elemento K de uma parti¢ao 7, o que resulta em

—Au+Vp=f emK, (7)
divu =0, em K, (8)

sujeita as seguintes condicoes de interface e contorno:

[ul =0, Vecé&, 9)
[pI — Vu] = 0, Ve € &, (10)
u=0, Ve € &7, (11)

onde I denota o tensor identidade e os operadores salto [-] e [[-]] sdo definidos nas arestas e =
OKTNOK~ como

[A] = A"ng+ + A ng- e [v]=v  @ng+ +v @ng-,

em que A € um tensor, v um vetor e ® denota o produto tensorial.
Para introduzir a formulagdo hibrida, definimos os espacos de fun¢gdes quebradas

Vi ={v, € [L*(Q)): v, € [SHK)?, VK € T}, (12)
QU ={q, € L*(Q):q, € Su(K),VK € T}, (13)

onde Si(K) = P(K) é o espago das fungdes polinomiais com grau até k, associadas com
elementos triangulares ou, S;(K) = Q(K), o espago das fun¢des polinomiais com grau até k,
associadas com elementos quadrilaterais.

Com o intuito de impor fracamente as condic¢des (9) e (10), incluimos um multiplicador de
Lagrange definido como t = u|. nas arestas e dos elementos K pertencente ao espago

Vi = {Vi, € [LE)] - Vi € [pi(e)], Ve € &, Vi|e = 0, Ve € &7}, (14)

sendo pi(e) o espaco das fungdes polinomiais de grau menor do que ou igual a k sobre cada
aresta e. Isso nos conduz ao método hibrido estabilizado desenvolvido e analisado por Egger e
Waluga (2013), como segue.

Encontrar o par [uy,, py] € V§ x Q7 e o multiplicador de Lagrange 1, € \Afﬁ, tais que, para
todo [vi,qy) € VE x Q7 e ¥, € VF,

Z [/ Vu, : Vv, dx — Vu,ng - (v, — vp)ds — Vvyng - (u, — ay)ds
K oK

KeTy, oK

+ Bu/ (llh — ﬁh) . (Vh — \A’h)ds — / Ph div Vi dx + / Ph (Vh — \Afh) N ds
oK K oK
+/ qh(uh—ﬁh)~ans—/ divuhqhdx} = Z / f-vy,ds. (15)
oK K Ker, K

Como pode ser visto em Igreja e Loula (2017), a formulagdo (15) ndo apresenta estabilidade
dos problemas locais, o que impede, utilizando a metodologia de condensagdo estética, a eli-
minacdo dos graus de liberdade da velocidade e da pressd@o em cada elemento. Nessa direcdo,
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Igreja e Loula (2017) propuseram uma formulacio incluindo um multiplicador de Lagrange
relacionado a pressao nas arestas dos elementos, definido como p = p|., pertencente ao espago

QF = {Gn € L*(&) : Gn € pr(e), Ve € &), (16)

que, além de permitir a solu¢ao dos problemas locais, ainda inclui uma estabilidade adicional a
aproximacdo da pressdo através da adi¢do do seguinte termo de estabilizacdo ao sistema (15):

Bp/ (pn — Pn)(qn — Gn) ds. (17)
oK
Os parametros de estabilizagdo f3, e 3, sdo definidos como
_ o _
Bu = m e B, =hp1, com [y>0. (18)

3 ANALISE NUMERICA

A seguir, sdo apresentados resultados relativos as coercividade, continuidade, consisténcia
e estimativas de erro para o método hibrido (15) em adicdo do termo de estabiliza¢do para a
pressdo (17). O método € definido como segue.

Encontrar o par [uy, pp] € VF x Q7 e os multiplicadores de Lagrange [0y, ] € VF x QF,
tais que

A(Xh,Yh) = F(Yh>, VY, € Wh, (19)

onde X, = [y, Un, pr, Brls Y = [Vi, Vi, @n, 4] € Wy, = Vi X Vi x QP x Q.
Para a anélise do método hibrido estabilizado (19), adotamos as seguintes normas:

Ve, ¥l = D IVVallsk + D Ve =Vl ox (20)
KeTy, KeTh
”th‘jh”z = Z HQhHg,K‘i‘ Z |Qh—@h|i1/z,af< 21
KeTy, KeTy,
ou ainda,
IYRl1* = Ve, Vall® + llgn, Gull* (22)

Lema 3.1. Coercividade: Existe o > 0, independente de h, tal que

AX,, Y
sup AXn, X) > ol Xy, VX, € Wi (23)
view, [[Yall
Demonstragdo: escolhendo Y, = [V, Vi, Gy, 4], com
[V, V) o= [un + M0, 0, + €8] e [Gy, o) = [—pn, =4, (24)

onde £ > 0 e II;, o operador proje¢cdo denominado operador Fortin, introduzido em Fortin
(1977) (mais detalhes ver Egger e Waluga (2013)). Além disso, u pertence a [H&(Q)P, satisfa-
zendo (Di Pietro e Ern (2011), Teorema 6.5)

divi=—p, e  BIVal < |pal. (25)
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Desse modo, utilizando as definicdes (24) e (25), obtemos

A(Xh,?h> = Z [”Vllﬂ’aK +§/ Vuh . VHhﬁ dx — 2/ Vuh Ng - (uh — ﬁh)ds
KeTy, K oK
- f Vuh Ny - (Hhﬁ — ﬂhﬁ) ds — f (VHhﬁ I'IK) . (uh — flh) ds
oK oK

+50‘uh _ﬁh|2—1/2,8K+5%/ (uh—ﬁh) : (Hhﬁ—ﬂhﬁ) ds
oK

— / Ph le Hhﬁ dX + / Ph (thl — ﬂhfl) . IleS + 61|Qh — th|3—1/2,8[( . (26)
K oK

Para limitar os termos acima a norma (22), definimos as formas a([uy, W], £[II,0, IT,1])
e b(pn, €[IT,0, I1,1]), que contemplam todos os termos ndo limitados de (26), exceto o termo
abaixo, que pode ser limitado aplicando Cauchy-Schwarz, desigualdade de Young e a desigual-
dade (3), como segue.

Z / (Vupng) - (u, —ay) ds < |Vup k|07, [V — Val-12,7,

< C|\Vuapllop|ve = Vil-1/2,7,5

1 Y .
<O IVl + 3w =¥il2 o). @D

Por outro lado, seguindo Egger e Waluga (2013) para a forma b(py, £[I1,1, ﬂhﬁ]), utilizando
as propriedades do operador Fortin, integracdo por partes e a identidade (25), obtemos

b(pn, €[, I,10]) = 5/ Vpp - Ipadx — € pp It - ny ds,
K oK

=5/Vph-ﬁdx—§ pr - g ds,
K OK

——§/MMNMM—EMM&- 28)
K

Finalmente, para a forma a([uy, ], €[II,1, II,11)), aplicando (27), a desigualdade de Young e
agrupando os termos, obtemos

oC

C .
(14 o5 ) IVwalig + (55 + o) lwn — waf2, o,

a([u, 0], E[M,0, I,0]) > — 20 2

C ) SON,
+¢2 (1 + %> VI a2, + & (1 + 7) @ — Hhuﬁ/m] . (29)

Os dois ultimos termos da desigualdade (29) podem ser limitados por ||p||o », usando as propri-
edades do operador Fortin e a defini¢do (25), como pode ser visto em Egger e Waluga (2013).

Coletando (27), (28) e (29) e substituindo em (26), obtemos A(X;,, Y ) > C(€, Bo, 6)||Xa]|2.
Além disso, || Y4 < C||X]|. e assim fica provado o lema, com oo = C/C.
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Lema 3.2. Continuidade: Existem constantes My < 0o e Mg < oo, independentes de h, tais
que

[AXY)| < My X[[[Y ], VX e W(T) e VY € W(Th), (30)
[FOY)[ < Me[[Y]l, VY € W(T). 3D

Demonstragdo: Direto do problema (26), aplicando Cauchy-Schwaz, a desigualdade (3) e
| divv,| < v/2|Vvy|, geramos:
A, Y)] < IV ullonl VVllon + CIVallonly = Vlirjom + CIVVlonln = i1,
+ folu — 1.7 [V — V10, + V2(Iplon V¥ llon + lallonl Fulos)
+ Bilp = P12 7la — dlvajem + Cllpllonlv — ¥Vlv127 + Cllallona —ali27,
< max{1,C, fo, B1, V2 X[I Y. (32)

Analogamente, a continuidade da forma F'(Y') segue da aplicagdo da desigualdade (Arnold,
1982) [|[v]l1,n < C ([[VV]lon + |V — ¥|-1/2,7, ) , para estimar

~ 1/2
IEY)| < [flloellvlion < [Eloclviiia < [[floeC (IVVilon + v = ¥]-127) /
< ClflloallY]- (33)

Lema 3.3. Consisténcia: A formulagdo hibrida (19) é consistente se a solugdo exata X =
[u,p, 4, p| satisfaz

A(X,Yh) = F(Yh), VY, € W,. (34)

Demonstragdo: Substituindo (u, p, @, p) em (19), com os multiplicadores exatos dados por
U = ulspx € p = plax, 0s termos que contém multiplicadores se anulam, gerando

Vung - vyds + / (Vu — pI)ng - vids
oK

/Vu:Vvhdx—
K

oK

—/pdivvhdx+/ p(vh-nK)ds:/f-vhds7 V[Vh,\?'h]GVZX\A/_,’?L
K oK K

—/divuqth:O, Y, € Q)
K

em cada elemento K € 7T;,. Considerando a condi¢do (10) e integrando ambas as equagdes por
partes, recuperamos o sistema local (7)-(8), demonstrando assim a consisténcia da formulacdo
(19).

3.1 Estimativa de Erro na norma da Energia

Seja X = (q, u, p, 15) a projecdao de X no espaco Wj. Neste contexto, a consisténcia do
método (Lema 3.3) nos permite escrever o problema (19) como

AX =X, Y,) = AX - X, Y)). (35)

Utilizando os resultados da coercividade (Lema 3.1) e continuidade (Lema 3.2), podemos es-
crever

- M~ -~
IX = Xl < (14 =) IX = X]. (36)
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Direto do Lema 5.2 apresentado em Rhebergen e Wells (2017), temos que
IX = X[ < C(h*ulkir0 + h* pls o),
que da origem a seguinte estimativa para o erro na norma da energia:

IX = Xl < Cong(h*[lis1,0 + B plisr ), (37)

com Cpy = C(l + M).

[0}

3.2 Estimativas de Erro na norma .2

Para estimativas de erro na norma L?, adotamos a estratégia usual. Para tanto, considere o
problema auxiliar

—Ay+Vs = u—uy, em {2, (38)
—divy = 0, em (2, (39)
y = 0, sobre I'. (40)

Introduzindo uma nova varidvel § = y|., o problema auxiliar pode ser enunciado como
Encontre Z :=ly,y, s, 8] € Wy, , tal que

A(Z,Y) = Z /K(u—uh) v dx, (41)

KeTy,
paratodoY € W.
Escolhendov=u—u,, v=u—10y,q¢=p—pneq=p — pn, Obtemos
(2),Q = A(Y7 U - Uh)a
com X e X, definidos como anteriormente. Utilizando a continuidade, ortogonalidade e sime-
trizagdo de A(-, -), temos

[ —

lu—wiq = A(Z,X-X,) - AX-X,,2Z), (42)
= A(Z-2,X-X;) < M|Z - Z] | X = X,]l, (43)
sendo Z := (¥, §h, Sh, §h) a projecdo de Z. A estimativa de erro na norma da energia (37),

juntamente com a desjgualdade do traco [D1 Pietro e Ern (2011), remark 9], nos permitem
limitar a norma ||Z — Z|| por

||Z - ZH S Cengh<|Y|2,Q + |d1VY|1,Q> S Cengh|Y|2,Q- (44)

Adotando a regularidade de Brenner e Sung (1992), |y|o.o < Cf|lu — upl/o.q, obtemos a esti-
mativa de erro para a velocidade na norma L2, dada por

lu = wllon < Co( R4 [ullusre + 4 ). (45)

Note, por outro lado, que um dos termos que definem a norma em (22) é dado pela estimativa
de erro da pressdo na norma L2. Em virtude disso, temos

I = pallo < 1X = Xl < Cr (A ullir i + 04 ol ). (46)

sendo a ultima desigualdade obtida diretamente do Lema 5.2 de Rhebergen e Wells (2017).
Portanto, os resultados (45) e (46) demonstram que, escolhendo-se aproximacgdes nos espa-
¢os Vi e xQF ou VE e xQF !, obtém-se

lu—wlloe < ch™ e [lp—pullog < ch. (47)
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Esta secdo apresenta resultados numéricos da formulac¢ao (19) analisada. Para as simulacdes,
consideramos condi¢des de contorno de Dirichlet, um dominio bidimensional 2 = (0, 2) x (0, 2)
e malhas de elementos triangulares com solucio exata

u= sin(rz) co§(7ry) e p= —2mcos(mx)cos(my).
— cos(mx) sin(my)
A Tabela 1 mostra os resultados numéricos das simulagdes. Os parametros k e [ denotam ordens
de aproximacao para os campos de velocidade e pressdo, respectivamente, e,, = u — uy, € 0 erro
associado a velocidade e e, = p — pj, 0 erro associado a pressdo, ambos computados na norma
L?. As simulacdes foram realizadas utilizando refinamentos hxy = 2!™N e os pardmetros de
estabilizacdo By = 1 = 1 parak =1 = 1 e By = 1 = 22 para os demais casos.

Tabela 1: Erro na norma L? e taxa de convergéncia.

&) | N | Jleujoo Ordem | |leylloe  Ordem
S | 1.L61E-02 1.98004 | 8.44E-02 1.95974
(1,1) | 6 | 4.04E-03 1.99497 | 2.22E-02 1.93625
7 | 1.06E-03 1.99868 | 6.30E-03 1.80559
5 | 7.34E-04 3.31645 | 8.42E-02 2.13888
(2,1) | 6 | 8.60E-05 3.08670 | 2.03E-02 2.03877
7 | 1.10E-05 3.00307 | 5.15E-03 2.01008
5 | 3.63E-04 3.03127 | 3.00E-02 1.91163
(2,2) | 6 | 474E-05 3.02238 | 7.31E-03 1.97296
7 | 5.59E-06 2.96031 | 2.05E-03 1.99600

Os resultados numéricos apresentados na Tabela 1 comprovaram as taxas (47) obtidas na
andlise da formulacdo dual mista hibrida estabilizada (19). Todavia, um resultado melhor que
o esperado para a pressao € obtido tomando k£ = [ = 1, isto pode se dever a escolha apropriada
de 5y e (4, ou ainda a solucdo analitica adotada.

5 CONCLUSOES

Analisamos uma formulag¢do de elementos finitos hibridos para o problema de Stokes. Na
andlise, provamos a condi¢do inf-sup, estabilidade e continuidade do método. Como resultado
da andlise, concluimos que, quando utilizamos ordem mista de aproximacao para os campos de
velocidade e pressdo, obtemos taxa 6tima para as estimativas de erro na norma L2, tanto para
a velocidade, como para a pressdo. Por outro lado, utilizando mesma ordem de aproximacao
para os respectivos campos, obtemos taxa 6tima para o campo de velocidade e sub6tima para o
campo de pressao. Os resultados numéricos atestaram os resultados demonstrados na anélise e
estes podem ser visualizados na Tabela 1.
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