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Resumo. Neste trabalho, propomos métodos de elementos finitos hibridos estabilizados para a solugio
de escoamentos incompressiveis. Os métodos em questdo se caracterizam pela introdu¢ao de multiplica-
dores, que tem por objetivo a imposi¢ao fraca das condi¢des de continuidade entre os elementos. Devido
a introducdo de termos de estabilizacdo, esta estratégia permite a condensacao das informagdes dos ele-
mentos nas arestas, dando origem a um problema global que envolve somente os graus de liberdade dos
multiplicadores de Lagrange. Uma vez que os multiplicadores sdo determinados, os problemas locais
sdo resolvidos no nivel do elemento. Neste contexto, aplicamos esta abordagem para a formulagdo de
esquemas mistos hibridos e apresentamos resultados numéricos com o objetivo de avaliar as taxas de
convergéncia obtidas para cada problema.

Keywords: Stokes; finite element methods; hybrid mixed methods; discontinuous Galerkin method;
stabilized methods.

Abstract. In this work, we propose stabilized hybrid finite element methods for the solution of in-
compressible flows. The methods in question are characterized by the introduction of multipliers, which
weakly impose conditions of continuity between the elements. Due to the introduction of stabilization
terms, this approach allows the condensation of the information of the elements on the edges, giving rise
to a global problem involving only the degrees of freedom of the Lagrange multipliers. Once the multi-
pliers are determined, the local problems are solved at the element level. In this context, we apply this
approach to the formulation of mixed hybrid schemes and present numerical results with the objective of
evaluating the convergence rates obtained for each problem.
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1 INTRODUCAO

Em muitas aplica¢des de engenharia de petréleo, dindmica de fluidos, hidrologia, dentre ou-
tros, obter a solucdo numérica de equacdes diferenciais parciais (EDP) que modelam problemas
com escamento incompressivel é, comumente, muito importante. Nas décadas passadas, muitos
pesquisadores desenvolveram trabalhos considerando estas classes de problemas, em particular,
problemas modelados pelas equacdes de Stokes, Oseen e Navier-Stokes. Dentre estes, pode-
mos citar Toselli (2002), Brezzi (1974), Baker et al. (1990), Montlaur et al. (2008) e Verfiirth
(1984), que desenvolveram formulacdes de Galerkin Descontinuo (DG) para o problema de
Stokes. Além destes, Bassi e Rebay (1997) apresentou solu¢des numéricas para uma formula-
cdo que trata o problema de Navier-Stokes, enquanto Cockburn et al. (2005), Riviere e Girault
(2006), Cockburn et al. (2009) propuseram e analisaram formula¢des de DG para equacdes de
Oseen e Navier-Stokes.

Todos os trabalhos citados acima utilizaram formulac¢des classicas mistas de Galerkin Des-
continuo para aproximar, simultaneamente, os campos de velocidade e pressdo. Porém, esta
abordagem ndo € muito vidvel, uma vez que restringe a flexibilidade com a qual se constréi
as aproximacoes via método de elementos finitos (Babuska, 1971 e Brezzi, 1974). Outra des-
vantagem presente neste tipo de abordagem € que, quando se utiliza elementos lagrangianos
com mesma ordem para velocidade e pressdo, obtém-se instabilidade na solug¢do (Brezzi e For-
tin, 2012). Crouzeix e Raviart (1973) desenvolveram uma formulacdo utilizando espacgos de
aproximagdo estdveis, resolvendo, assim, o problema da incompatibilidade e, com isso, a ins-
tabilidade no caso em que se atribuia mesma ordem de aproximagao para a velocidade e para a
pressdo. Por outro lado, Filho e Loula (1992) e Hughes et al. (1986) sao exemplos de formu-
lagdes estabilizadas, caracterizadas pela introducio de termos, no mesmo sentido dos minimos
quadrados, para estabilizacdo de suas formula¢des mistas permitindo, entdo, a atribui¢do de
mesma ordem para os campos de velocidade e pressao.

Vale salientar a relevancia de alguns trabalhos, quando o assunto € formula¢des mistas hibri-
das com estabilizacdes, veja, por exemplo, alguns que trataram o problema de Stokes, sdo eles:
Egger e Waluga (2012), que apresentaram e analisaram uma formulac@o para o problema de
Stokes, considerando malhas hibridas e irregulares, em duas ou trés dimensoes; Igreja e Loula
(2017) que também propuseram a solucdo numérica de uma formulacdo para o problema de
Stokes, porém, com estabiliza¢gdes, tanto para o campo de velocidade como para o campo de
pressdo. Além disso, comprovaram taxa 6tima de convergéncia na norma L? com elementos
triangulares, quadraticos, atribuindo mesma ordem para os campos de velocidade e pressdo e
ordem mista; Rhebergen e Wells (2017) propuseram e analisaram uma formulagdo com estabi-
lizagGes para os campos de velocidade e pressdo do problema de Stokes, considerando em sua
andlise, mesma ordem e ordem mista para aproximagdes dos campos de velocidade e pressao.
Recentemente, Igreja e Loula (2018) propuseram uma formula¢do com estabilizagdo apenas
para o campo de velocidade, na qual trata o problema acoplado de Stokes-Darcy.

Neste contexto de métodos estabilizados, propomos formulagdes mistas hibridas com estabi-
lizacdes para os campos de velocidade e pressdao para modelar trés problemas distintos, a saber:
problema de Stokes, o problema de Oseen e o problema de Navier-Stokes, sendo que, para os
dois primeiros, apresentamos resultados numéricos para estudo da ordem de convergéncia no
norma L2

A estrutura do trabalho foi construida da seguinte maneira: na se¢do 2, apresentamos no-
tacdes e defini¢cdes bdsicas para o desenvolvimento das formulagdes, bem como a formulagdo
propriamente dita. Na secdo 3, realizamos simula¢des para ambos os problemas e, na secao 4,
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sdo apresentadas conclusdes do trabalho.

2 CONCEITOS BASICOS E PROBLEMA MODELO

Nesta secdo, sdo apresentadas definiches e conceitos necessarios para a compreensdo das
formulacdes, introduzidas nas se¢des seguintes.

2.1 Conceitos Basicos

Seja 2 C R? (d = 2 ou d = 3) com contorno I' = 9N} e considere H™({2) o espago usual de
Soboleve, munido das respectivas norma e semi-norma, || - ;.0 € | - |m.q. com m > 0. Simbolos
em negrito denotam vetores ou tensores. Definindo vetores v e w € R? e matrizes A e B
€ R?™9, seja v @ w o tensor com componentes (V@ Ww);; = v;w; e A : B o produto escalar entre
dois tensores. Por simplicidade, restringimos nossa pesquisa ao caso bidimensional (d = 2)
e consideramos 7, uma discretizacdo regular de @ = |J ke, em elementos finitos K. Por
&, denotamos o conjunto de aresta e de cada elemento K 5,? define o conjunto das arestas
interiores, e 2, o conjunto das arestas da fronteira de (2. Consideramos {2 um dominio poligonal
e T, uma particao regular de €2. Desse modo, existe ¢ > 0, tal que h < ch,, onde h. € o didmetro
da aresta e € OK e h, o didmetro do elemento. Para cada elemento K, associamos um vetor
normal unitario ng.

2.2 Problema Modelo

Denote € C R? um dominio com fronteira I' = 9€2. O problema ¢é definido como segue:
Dada uma forca de corpo prescrita f : Q0 — R? e a viscosidade cinemdtica v, encontre os
campos de velocidade u : Q) — R? e pressdo p : Q) — R, tais que

—vAu+ (w-Viu+Vp = f em(, (1)
divau = 0, em¢), (2)
u = 0, emI,
/u-nds = 0, emI. 3)
r

Nas equagoes (1)-(3), w = 0 define o problema de Stokes; w = 3 conhecido, denota o problema
de Oseen, e w = u, caracteriza o problema de Navier-Stokes. O simbolo n representa o vetor
unitdrio, normal a I'. Existéncia e unicidade sdo garantidas pelo Teorema de Brezzi, paraw = 0
(Brezzi, 1974); no caso em que w = (3, o problema possui uma tinica solugdo (veja, por exemplo
Cockburn et al. (2004), Brezzi e Fortin (2012) e Cuvelier et al. (1986)); por fim, para o problema
incompressivel de Navier-Stokes (w = u), existéncia e unicidade foram demonstradas (veja
Temam (2001)).

2.3 Formulacio Variacional Classica

Temos interesse em obter a formulacio variacional do problema modelo. Para tanto, mul-
tiplicamos, por uma fungdo v € [H;(2)]?, a equagdo (1); multiplicamos por uma fung¢do
q € L), a equagdo (2), integramos ambas equagdes sobre ) e aplicamos integragdo por
partes. Com isso, a formulacdo fraca mista dual cldssica para o problema modelo € definida
como:
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Encontrar o par (u,p) € [H}(Q)]? x L3(9), de modo que

y/Vu:Vvdx—u/(Vun)-vds+/(w-V)(u-v)dx—/pdivvdx
Q r Q Q

—l—/p(v-n)ds—/f-vdx,
r Q

—/divuqu: 0.
Q

2.4 Método de Elementos Finitos Hibridos

Nesta secdo, apresentaremos formulagdes de elementos finitos hibridos estabilizados para os
problemas de Stokes, Oseen e Navier-Stokes. Para tal, definimos o problema (1)-(3) em cada
elemento K de uma parti¢ao 7}, resultando no seguinte problema local:

—vAu+ (w-Vu+Vp = f emK, 4)
divu = 0, emK, @)

suplementado pelas condi¢des de contorno e interface abaixo.

u = 0, em e € 5,?, (6)
[u] = o, Ve € &), (7)
[Pl+w®@u—Vu] = 0, Ve € &), (8)

em que I define o tensor identidade. Os operadores salto [-] e [[-] sdo definidos nas arestas
e = 0KT NJK~ dos elementos como segue.

[A]=A"ng+ + A ng- e [[v]=v @ng++v Qng-,

sendo A um tensor, v um vetor e ® o produto tensorial.

Seguindo procedimentos andlogos aos realizados para a descri¢ao da formulagado fraca mista
dual cldssica, multiplicamos a equag@o (4) por uma fungdo v € [H}(K)]? e aplicamos a técnica
de integracdo por partes. Posteriormente, multiplicamos a equagdo (5) por uma fun¢do ¢ €
L3(K) e temos como resultado,

u/KVu:Vde—y/aK(VunK)«vdst/(W~V)(u~v)dx

K
—/pdivvdx+/ p(v-nK)ds:/f-de,
K oK K
—/qdivudX:O. 9)
K

A solugdo do problema anterior encontra-se em espagos de dimensdo infinita, isto é, (u,p) €
[H}(K))? x L3(K). E possivel definir o problema (9) em espagos de dimensio finita Vi e Q! ,
definidos abaixo.

Vi = [ve [L2(Q)]2:V c []P’k(K)r,VK e T},

Q) = {42 :q e B(K). VK € T},
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onde P, (K) representa o espaco das fungdes polinomiais com grau menor do que ou igual a k.
Com isso, obtemos

1// Vuh:Vvhdx—y/ (Vu, nK)-Vhds—f—/(W-V)(uh-Vh)dx
K oK K

—/phdiVVth+/ ph(Vh'nK)dS:/f'Vth,
K OK K
—/qhdivuhdx:o. (10)
K

Temos, em (10), um problema definido em cada elemento X' € 7,. Sendo assim, para esta-
belecer uma relacdo entre estes elementos, introduzimos em suas arestas, multiplicadores de

N o ~k 3 .
Lagrange i = u|. e p = p|., pertencentes aos espagos V,, e Q! , respectivamente. Os espagos
em questao sao definidos como

Vi = {on € [LAEN v € (@), Ve € £, ¥l = 0, Ve € €7,
0 = {@nel &) ineme) Vees),

os quais nos permite definir o problema modelo da seguinte maneira: Encontre up|x € VZ e
pulx € QL, de modo que

/Vuh VVth+/<W V)(uy, - vh)dx—u/ (Vuy, ng) - vy ds
K

oK

KeT

— Vv, ng - (w, — ) ds + /Bu/ vy - (up, — ) ds

oK oK
—/phdiVVth—/ qhdivuhdx—l—/ ﬁh(vh-nK)ds
K K oK
—ﬁp/ gn(pn — Pn) ds Z/f vads, (1)
oK KeTy,

para todo vi|x € Vi eq|kx € Q.

Uma vez que duas novas variaveis foram adicionadas ao problema (10), a saber, uy, € py,
¢ imprescindivel que tenhamos mais duas equagdes para que o sistema fique completo. Nesse
contexto, introduzimos as equagdes dos multiplicadores,

Z/ VllhllK VhdS— Zﬁu/ (uh—ﬁh)ds = 0,

KETh KETh 8K
2/ w, - ng qhds+25p/ Gn - (pn —Dn)ds = 0,
KETh KeT, oK

em que (3, e 3, sdo parametros de estabilizagdo para as velocidade e pressdo, respectivamente,
sendo

h
fu=—— € sz%, com [p>0 e p;>0.
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A efeito de simplificagcdo, o problema pode ser reescrito como segue.
. ke . A
Encontre (W, 0,) € VE x V), e (pn, pn) € Q% x O, de modo que

By, ([up, Gn, pr, Drl, (Vi Vi, Ghs Gr]) = Fr([Va, ar)), (12)
para todo v |k € VZ e qn|lx € 9L, com

By ([wn, 0, iy Pl [Vh, Vi @ G)) = [/ Vuy, : Vv, dX‘i‘/(W'V)(uh'Vh) dx
K K

KeTy

—/ (Vllh nK) . (Vh — f’h) ds — / (VVh IIK) . (llh — ﬁh) ds — / Ph diVVh dx
0K oK

K
+5u/aK<vh—vh)-<uh—ﬁh>ds—ﬁp/a

(qn — Gn)(pn — Pn) ds + / Pr(vy - mg)ds
oK

—/qhdivuhdx+/ (uh'nK)@hdS]
K oK
(13)

K

e Fu(Vi) = Y ger, i £ Vadx.

3 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Nesta sec¢do, sdo exibidos alguns resultados numéricos para os problemas de Stokes e Oseen.
Para cada simulacdo, foram impostas condi¢cdes de contorno de Dirichlet, por meio do trago da
velocidade u em I'. Ambos problemas foram simulados em uma malha de dominio bidimensio-
nal Q2 = (0,2) x (0, 2), discretizada com elementos triangulares. Inicialmente, sdo apresentados
os resultados do estudo da h-convergéncia para o problema de Stokes e, posteriormente, para o
problema de Oseen.

3.1 Problema de Stokes

Os estudos envolvendo o problema de Stokes foram realizados em um dominio bidimensio-
nal , com solugdo exata

| sin(mz) cos(my)

_ [ BTN ] e p— —2mcos(rz) cos(my),

considerando

Em todas as simulacdes, as aproximacdes para velocidade e pressdo foram obtidas utilizando
elementos triangulares P[P, — p,,, do espaco de Lagrange, em que k, [ e m definem, respectiva-
mente, os graus dos espacos polinomial da velocidade, da pressdao e do multiplicador associado
a pressdao. Além disso, escolhemos v = 1,0Pa - s. Neste contexto, sdo realizadas trés simula-
cOes para o problema de Stokes (P1IP; — py, PoP1 — py e PoPy — po), para as quais definimos,
respectivamente, os seguintes parametros de estabilizacdo: fy = 1 = 12,24 e 24.
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3.1.1 Estudo de convergéncia

T
05? —*— Velocidade g —— Velocidade 1 g —*— Velocidade |
0 2 —o— Interpolante 3 0 8 —o— Interpolante 7 0F —o— Interpolante 3
05 1-1F 127
5 15 | 15 | :
-1F — £ 3 90 =
I 112 =R ;
= 12 12 ¢ ;
w  f 1% 3F 4@ 3F E
2 = 3 9 = Ee] = E
2F IR 17 ;
E 2 E! = 3 B AE =
a5k R D N - ’ h ;
. ] | 1 - 1 5
E : : 1 5F 3
-3 L L1l ‘ ] B ‘ ] ‘ -5 L L1l ‘ ] ' ‘ ] Y T L1l ‘ Ll ‘ ] ' ‘
1 1.5 2 1 1.5 2 1 1.5 2
— log(h) —log(h) — log(h)
(a) 1Py —py (b) PoPy — py (c) PoPPy — py

Figura 1: Estudo h-convergéncia da aproximag@o para a velocidade u;, em comparagdo com a interpolante.
(a) P1Py — p1; (b) P1Py — pa e (c) PPy — po.

LI ‘ L ‘ L LI ‘ L ‘ TT T T T T T T LI ‘ TTrrrrrrr ‘ LN A B B
0’5§ —»— Pressao E 05; —»— Pressao E g —*— Pressao 1
B —o— Interpolante 3 E —o— Interpolante 3 0F —o— Interpolante -
0F = 0F E g E
! g 1 g : g 1
[=)) E 1 & -1F - r =
= -1F 4= 1 E E F E
z 1| N 5
- E 2 B 17 -15F 2 B = i 1
-1.5F - F 1 - 4
: L : g ! : g ]
: 1 2F E g ]
2 E E B E E

L1l ‘ ] B ‘ ] ‘ L1l ‘ ] ‘ ] ‘ L1l ‘ Ll ‘ ] ' ‘
1 1.5 2 1 1.5 2 1 1.5 2

—log(h) —log(h) —log(h)
(a) PyPy — py (b) PoPy — py (c) PoPy — py

Figura 2:  Estudo h-convergéncia da aproximagdo para a pressdo pp em comparacdo com a interpolante.
(a) P1Py — p1; (b) PiPy — pa e (c) PPy — po.

As Figuras 1 e 2 mostram a h-convergéncia para o problema de Stokes. Note que obtivemos
taxa 6tima para o campo de velocidade em todas as simulacdes (ver Figura 1). Ja para o campo
de pressdo, obtivemos taxa subdtima na simulacao P,P; — p, (ver Figura 2).

3.2 Problema de Oseen
Para o problema de Oseen, consideramos a solucdo exata desenvolvida por Kovasznay (1948).

Dado o niimero de Reynolds R, definimos a viscosidade v = 1/Re A = % — %2 + 472, Com
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1SS0,

- 1 — exp(A\x) cos(2my)
T | 2 exp(A\r)sin(27y)

27

1
e p=g exp(2A\z) + ¢,, com ¢q € R. (14)

A constante ¢y € encontrada integrando a equacdo da pressdo (14) e igualando a zero. Além
disso, escolhemos v = 0, 1 Pa - s e os parametros de estabilizacdo: 5y = 1 = 12,24 e 24.

3.2.1 Estudo de convergéncia

L L L R A B B LI L L B L L BN BB LI L L B L B BB

\
0'5§ — Velocidade 3 g — Velocidade ] g —*— Velocidade
0 3 —o— Interpolante 7 0 3 —o— Interpolante 0F —o— Interpolante 7
~ 05F 11k éc_l? E
E 15 15 1
| -lE 31 2F 41 2F E
= 12 F 12 ¢ g
% L5 2% 1% of g
F 18 3F 187°F E
-2 ; 2 B é B 3 & E 8 3 B E
: E : 1 4F =
E 1 B 4 - = 7
25F - ! 1 ! ;
i L1l l T l I Y ‘: i L1l l Y l N ‘: _5 C L1l l Y l I \f
1 1.5 2 1 1.5 2 1 1.5 2
—log(h) —log(h) —log(h)
(a) P\Py —py () PoPy — po (c) PoPy — po

Figura 3: Estudo h-convergéncia da aproximag@o para a velocidade u;, em comparagdo com a interpolante.
(a) P1Py — p1; (b) P1Py — pa e (c) PolPy — po.

L L L R A B B L L L A B B B LI L L B B L B L B B

05 —*— Pressao E 05; —»— Pressao E g —*— Pressao 1
B —o— Interpolante 1 E —o— Interpolante 3 0F —o— Interpolante 4
oF E 0F E i :
= =050 4=-1F E
& -05F 4 & g 18 & 1
| 8 El E el F 1
o F 1 & -1t 4 & 9 = E
ERR: 1% 13 | 2& ]
2 -lp A 1Y ]
B : 2& 17 15 2 ER T
F 1 E E 3E =
15F 1 3 g 1 ] g ]
g ] 2F E g ]
F 9 = B 4 = E
L1l l T l B \‘ L1l l I l T I ‘ L1l l Y l Y ‘
1 1.5 2 1 1.5 2 1 1.5 2
—log(h) —log(h) —log(h)
(a) P\Py —py (b) PoPy — po (c) PoPy — po

Figura 4: Estudo h-convergéncia da aproximagdo para a pressdo pp em comparagdo com a interpolante.
(a) P1Py — p1; (b) P1Py — pa e (c) PolPy — po.
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As Figuras 3 e 4, mostram o resultado da h-convergéncia para o problema de Oseen. Consi-
derando as simulagdes P1[P; — p;, Po[Py — py e PoIPy — po, obtivemos taxa 6tima para aproxima-
coes do campo de velocidade (ver Figura 3), e taxa sub6tima para aproximagdes do campo de
pressao na simulagdao PPy — po ( ver Figura 4).

‘ ‘ T T T ‘ T T ‘ ‘ T T ‘ T T T ‘ ‘ ‘ T T ‘ T T T ‘
0-5 3 —»— Velocidade 05 ; —*— Velocidade é 0-5 3 —»— Velocidade 1
— 0F 1~ - E
= r 1= F 1 E E
=l F i = -05F - F E
| L 4 E 1 E B
2 12 F ] i E
5 05 fJ 1% -1F 4 g E
i E 128 g ] 2 E
: o o
z IR ER13 £
-1 — (R 1 8 E
o ] E ] : ]
\ Ll Ll Lo T T 250 W ]

0] 20 40 0 20 40 60 0 20 40 60

Bo Bo Bo
(a) P1Py — py (b) PolPy — po (c) PolPy — po

Figura 5: Estudo da sensibilidade provocada pelo parametro de estabiliza¢do 3y nas aproximagdes para 0 campo
de velocidade.

A Figura 5 mostra a influéncia do parametro de estabilizacdo (5, nas aproximagdes para o
campo de velocidade. Com base nesses estudos, parametros de estabilizacdo adequados foram
escolhidos para os problemas tratados nessa secao.

4 CONCLUSOES E OBSERVACOES

Apresentamos formulagdes mista hibrida estabilizada na qual, a depender da defini¢dao de w,
obtemos as formulac¢des de Stokes, Oseen ou Navier-Stokes. Vale salientar, que o caso w = 3
estende a formulacdo SMH do problema de Stokes, proposto por Igreja e Loula (2017) para o
problema de Oseen, proposto neste presente trabalho. Para o problema de Stokes, obtivemos
taxa 6tima de convergéncia na norma L? para o campo velocidade. J4 para o campo de pressio,
obtivemos taxa 6tima nas simulacdes P1P; — py, PosIP; — py e subdtima na simulacdo PyPy — po.
O que estd de acordo com a andlise realizada. As conclusdes para os resultados de convergéncia
para o problema de Oseen sdo as mesmas obtidas para o problema de Stokes. Por fim, cabe
destacar que a formulagdo para o problema de Oseen foi proposta para motivar os experimentos
numéricos do problema incompressivel de Navier-Stokes.
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