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Resumen. El Método de Elementos Finitos Generalizados (MEFG) es un método numérico relativa-
mente nuevo, desarrollado a mediados de la década de 1990. Mediante el uso de conceptos de sus pre-
cursores, el MEFG aplica estrategias de los métodos sin malla dentro del Método de Elementos Finitos
(MEF), permitiendo que la soluciéon numérica de problemas de valor de frontera (PVF) sea mas flexible
y eficiente en situaciones en que haya, por ejemplo, algin tipo de discontinuidad. Este trabajo presenta el
resultado de la implementacién computacional de una alternativa de enriquecimiento ya conocida, pero
todavia no largamente trabajada en la literatura: el enriquecimiento global-local, en lo que la solucién de
un PVF local refinado produce numéricamente funciones de enriquecimiento para el dominio global. Se
presenta un breve ejemplo de aplicacion de la técnica para medios lineales en estado plano. El trabajo se
ejecuta en el sistema INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment), software libre desarrolla-
do en el Departamento de Ingenieria de Estructuras de la Universidad Federal de Minas Gerais, Brasil.

Keywords: Generalized Finite Element Method, Global-Local Analysis, Global-Local Enrichement.

Abstract. The Generalized Finite Element Method (GFEM) is a relatively new numerical method, de-
veloped in the mid-1990s. By using concepts of its precursors, the GFEM applies strategies of some
meshless formulations within the Finite Element Method (FEM) framework, allowing more flexibility
for the numerical solution of boundary value problems (BVP), and being efficient, for example, in those
problems that have some kind of discontinuity. This work presents the result of a computational imple-
mentation of an already known enrichment strategy: the global-local enrichment, in which the solution of
a refined local BVP numerically generates enrichment functions for the global domain. A brief example
of application of the technique for linear problems in plane state is presented. The work has been execu-
ted in the INSANE system (INteractive Structural ANalysis Environment), a free software developed in
the Department of Structural Engineering of the Federal University of Minas Gerais, Brazil.
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1. INTRODUCCION

En la mecdnica del continuo, son frecuentes los problemas gobernados por ecuaciones dife-
renciales intrincadas cuya solucion analitica es dificil o imposible. En este escenario, las téc-
nicas numéricas surgen como una alternativa para que se obtengan respuestas cuantitativas (y
cualitativas) a variables desconocidas de un determinado modelo. La elasticidad de los sdlidos,
la mecdnica de fluidos y el andlisis térmico figuran en el rango de posibilidades.

En los dltimos afios, se ha empleado el Método de Elementos Finitos Generalizados (MEFQG)
en diversos trabajos cientificos para el estudio de variados problemas de la mecéanica de los séli-
dos, con destaque para aquellos de fractura (Duarte et al., 2000; Barros, 2002; Kim et al., 2012).
En este método, se mejora el espacio de aproximacién original de un elemento finito a través
de funciones especiales que describan fenémenos especificos. Mds recientemente, se aplica el
MEFG en problemas de multiples escalas de andlisis, en que se investigan el comportamien-
to de dominios globales (groseros) y locales (refinados) de manera concurrente. Surge ahi el
Meétodo de Elementos Finitos Generalizados con Enriquecimiento Global-Local (MEFG-GL),
que utiliza funciones de enriquecimiento oriundas de una composicion hibrida de la estrategia
tradicional de andlisis Global-Local con el MEFG (Duarte y Kim, 2008; Alves, 2012; Kim y
Duarte, 2015; Plews y Duarte, 2016; Li y Duarte, 2018). La técnica se ha demostrado util y
flexible para el modelado de problemas en los que existan variaciones prominentes de campos
internos que exijan un refinamiento acentuado de la malla, permitiendo que una investigacion
mads detallada sea empleada solo en regiones localizadas y reducidas del dominio.

En ese sentido, el presente trabajo presenta la adopciéon del MEFG-GL para el andlisis de
materiales lineales en dos niveles distintos. Se ha utilizado el sistema informético INSANE
(INteractive Structural ANalysis Environment), un software libre desarrollado en el Departa-
mento de Ingenieria de Estructuras de la Universidad Federal de Minas Gerais (UFMG), Brasil,
escrito en lenguaje Java y disponible en www.insane.dees.ufmg.br. Este ambiente es compuesto
por aplicaciones graficas interactivas de pre- y pos-procesamiento que actian en conjunto con
un nucleo numérico que dispone de distintos recursos para solucion de problemas estructurales.

Ademads de esa introduccidn, se exhibe en la Sec. 2 una formulacién bésica del MEFG vy el
mecanismo del enriquecimiento, con destaque para el MEFG-GL. En la Sec. 3, el problema
global-local en elasticidad es enunciado. Luego, en la Sec. 4, se presentan los experimentos
numéricos adoptados para validacion de la implementacion. Un problema lineal tradicional
de elasticidad bidimensional, en lo que se estudia una inclusién en un dominio semi-infinito,
fue modelado y los resultados comparados con soluciones de referencia. Al fin, se registran
conclusiones en la Sec. 5, seguidas por agradecimientos y la referencias bibliograficas.

2. EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS GENERALIZADOS
2.1. Breve Contextualizacion

El Método de Elemento Finitos Generalizados es un método numérico relativamente nuevo,
desarrollado a mediados de la década de 1990. De acuerdo con Duarte et al. (2000), el MEFG
se origina a partir de dos conjuntos independientes de estudios: (1) las obras de Babuska et al.
(1994) y Melenk y Babuska (1996), como Método de los Elementos Finitos Especiales y Mé-
todo de la Particion de la Unidad (MPU), respectivamente; y (2) los estudios de Duarte y Oden
(1996) acerca de formulaciones sin malla, mds precisamente el Método de las Nubes h—p.

Es conveniente mencionar que la estrategia de enriquecimiento del MEFG (Sec. 2.2) es si-
milar a la de otro método numérico, el Método de Elementos Finitos Extendidos (XFEM, en
inglés), desarrollado inicialmente en Belytschko y Black (1999) para el estudio de la propa-
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gacion de fisuras. Segun Fries y Belytschko (2010), la distincién de nomenclatura entre MPU,
MEFG y XFEM se ha quedado muy confusa, y en la prictica, se puede clasificar los métodos
como idénticos.

2.2. La Aproximacion del MEFG

Inicialmente, se define la particién de la unidad (PU) como un conjunto de funciones que
suman la unidad en todos los puntos x de un dominio 2. La estrategia del MEFG consiste
en usar las funciones de forma de los elementos finitos (MEF) como PU y otro conjunto de
funciones distintas y linealmente independientes ; — funciones de aproximacion local (Ec. 1),
multiplicando las funciones de base (Barros, 2002; Duarte et al., 2000).

S5 ={L Lin(x), Lja(x), -, Ljg(3)} = {L;i(x)}i, (D)

Asi, se puede definir las funciones de forma @ ;; del MEFG como:

{@ji(x) o, = Nj(x) x {Li(x)},, (2)

en la que las funciones de aproximacion local {L;;(x)}_, pueden tener distintas naturalezas
(polinominal, por ejemplo) (Alves et al., 2013).

Finalmente, la aproximacion del MEFG para un campo escalar cualquiera puede ser calcu-
lada de acuerdo con Ec. 3:

u(x) = Z N;(x) {ﬁj + ZL]@‘(X)ZA?]'Z'}, 3)

en la que 1; y b;; son parametros nodales asociados a N, (x) y N;(x)L;;(x), o en otras palabras,
ala PU y al enriquecimiento. La Fig. 1 ilustra la estrategia de enriquecimiento del MEFG.

2.3. Estrategia Global-Local y el MEFG

Una estrategia global-local (GL) es una técnica hibrida de modelado que consiste en el uso
de algunos mecanismos computacionales para resolver problemas complejos. Su aplicacion fue
estimulada por la demanda de problemas no lineales (Noor, 1986). El uso de la metodologia
global-local dentro del MEFG consiste en aplicar la dicha técnica de zoom, en la que se em-
plea la solucién de un problema local aislado para generar numéricamente el enriquecimiento
del espacio de aproximacion global; esta asociacién se ha denominado Método de Elementos
Finitos Generalizados con Enriquecimiento Global-Local (MEFG-GL) (Duarte y Kim, 2008).
A diferencia de las aplicaciones GL clésicas, la interaccion local-global es posible cuando el
MEFG es usado; esto nos ofrece una buena alternativa para mejorar la solucién global. Los
tres pasos fundamentales del MEFG-GL son (Fig. 2): (1) Inicialmente, un problema global se
modela con una malla gruesa; (2) luego, con la region de interés y los nodos a enriquecer identi-
ficados, uno (o més) problemac(s) local(es) es(son) resuelto(s), utilizando la solucién del primer
paso como condiciones de contorno; (3) finalmente, en el tercer paso y usando la solucion local,
enriquecemos el problema global, que se puede procesar nuevamente.

3. EL PROBLEMA GLOBAL-LOCAL EN ELASTICIDAD

Consideréandose un dominio 2 = QN T'¢ en R3, cuya frontera es ' = I'4 UT, enlaque
'Y NTL = (), se define el siguiente problema de equilibrio estatico:
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(a) Nuve w; (conjunto de elementos finitos con inci- (b) Particién de la unidad N, (x)
dencia en el nodo ;)

"".. Z 7~
=SS SN
[ 115550

[ 7 N

(c) Funcién de aproximacién local L j;(x) (d) ¢ji(x) = N;j(x) x Lj;(x)

Figura 1: Estrategia de enriquecimiento. Adaptado de (Barros, 2002).

V.o =0, en Qg 4)
u=1u, en ['s (5)
o-n=t, en I', (6)

3.1. Problema Global

Sabiéndose que E es el espacio de aproximacion, que ¢ indica un desplazamiento virtual

y que H es el espacio de Hilbert, se puede establecer el siguiente problema: encuentre ug €
]Eg(Qg) - Hl(Qg) ‘ Y dug € Eg(Qg) Ast:

/ V(FuG:a(uG)dV—l-n/
Q¢ r

en la que 7 es un pardmetro de penalidad, U e t son desplazamientos y vectores de traccién

5HG'UgdS:/

5u(;~fd5+n/ oug -uds, (7)
r s
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Problema Global

(1) Solucién del Problema Global Inicial con malla grosera

)

Transferencia Enriquecimiento

de condiciones del Problema
de contorno Global

7 (2) Resolucién
B Problema

f ’ Local

¥ \_/7

- ®

-->

A
¥
— ’

" .
. . refinamiento
Nodo enriquecido x;

Problema Local
Figura 2: Etapas del MEFG-GL. Adaptado de Alves (2012).

prescritos en el contorno, respectivamente, n es el vector normal a la superficie ', y o = D €,
donde D es el tensor constitutivo.

Para la presente aplicacion, el problema global de la etapa inicial y el problema global enri-
quecido se formulan andlogamente.

3.2. Problema Local

De manera semejante, encuentre uy, € Ez(Qr) C HY(Qy) | V dup € Ef(Qr). Asi:

V(SuL:a'(uL)dV+77/ (5uL~uLdS+/€/ duy -updS =
Qp, rpNTg r\Tonl)
:/ (5uL-tdS—|—77/ duy -udS + (8)
NI rpnrg

+/ duy - [t (ug) + kugl ds,
L\(CLNTq)

en la que [t (ug) + ~ug| son condiciones de contorno (“tracciones”) en la interfaz entre los
dominios local e global, funcion de la respuesta global inicial, y x es una constante elegida de
manera a definir las condiciones de contorno de Neumann (x = 0), Dirichlet (x = n) o Cauchy
O < k<.
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4. EXPERIMENTO NUMERICO
4.1. El Problema de la Inclusion

Para ejemplificar el uso del método, el problema de la inclusién fue elegido. En esa situa-
cién, en la que un cilindro de un determinado material (inclusion) estd incrustado en un dominio
semi-infinito de otro material (la matriz) — Fig. 3 —, la distribucién de tensiones sigue funciones
complicadas, con variaciones abultadas en determinadas direcciones, ocurriendo también fend-
menos de concentracion de tension, a depender de las constantes materiales de la particula (Mal
y Singh, 1991).

y
0g gg
D — —
D —
X
D — E —
2, V2
D — —
2a E, v

Figura 3: Modelo estudiado — problema de la inclusion.

4.2. Solucion de Referencia —- MEF Tradicional

Como solucién de referencia (REF), se model6 el problema a través del MEF tradicional en
un Unico nivel, con representacion directa de la inclusién. Como la motivacion del trabajo es
académica y de validacion de la estrategia numérica-computacional, no hubo preocupacién mas
detallada con pardmetros materiales o de la malla.

El tratamiento numérico para la morfologia de la heterogeneidad fue simplificado, con uso
de una malla no alineada con la geometria del contorno de la particula. La dimensién promedia
de los elementos finitos fue elegida de manera a capturar la forma de la inclusién con una
precision aceptable (Fig. 4a). Por simplicidad, se consider6é una malla uniforme, con elementos
de misma dimension. Los pardmetros materiales fueran arbitrariamente elegidos. Los datos de
entrada para el problema son: £; = 20000 MPa, v; = 0,2, E, = 30000 MPa, 15, = 0,3, a = 10
mm, og = 10 N, longitud = 10a, ancho = 10a.

Los campos dominantes (direccién x) son presentados en la Fig. 4. Los desplazamientos
son registrados en la Fig. 4b, la componente de deformacién ¢,,, en la Fig. 4c y la componente
de tension o, en la Fig. 4d.
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{3 Indicacion de la inclusion
(a) REF — Malla.

0.00033 +0.00043

+ + +0.1 4
+0.000365 +0.000415 +0.000465 +0.000515 +0.000553

0.00044 004! 0.0005:

(c) REF — Deform. €,..; €42 = 0,000559.

+0.006415 +0.019245 +0.032075 +0.044305
+0.01283 +0.02566 +0.03849 +0.043716

=)

(b) REF — Despl. uz; Umq, = 0,0497.

F Y Y YV VYV Y VYV VY VPV Y YV VYV VY VIV VVVIVIYVVVIYYY

+9.062912 +9.781881 +10.50085 +11.219813
+8.703428 +3.422397 +10.141366 +10.860334 +11.489432

(d) REF — Tensién 0,4 0mae = 11,489.

Figura 4: Solucién de referencia.

4.3. Resultados Numéricos - MEFG-GL

Para la modelizacion numérica del problema precedente via MEFG-GL, se construyé un
modelo global sin la descripcion de la heterogeneidad y con una malla mds grosera, pero con
una cantidad minima de nodos abarcando la regién de la particula (Fig. 5). Una pequefia banda
del dominio alrededor de su zona central fue elegida para construccién del problema local,
resuelto con una malla con el mismo grado de refinamiento de la solucién de referencia y con
la representacion de la inclusion ligeramente mds rigida que la matriz (Fig. 5). El tratamiento
numérico para la morfologia de la heterogeneidad fue igualmente simplificado. Se presentan
la distribucion de las componentes en la direccién x de los campos internos en el problema
global con y sin enriquecimiento — Global Inicial (GI), homogéneo, y Global Enriquecido (GE),

heterogéneo, respectivamente (Fig. 6).
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Malla Global

Malla Local

{2 Indicacion de la inclusion O Nodo enriquecido

Figura 5: Representacion de las mallas global y local - MEFG-GL.

5. CONCLUSIONES

Se ha presentado una estrategia numérica-computacional para resolucién de problemas de
la mecdnica de los medios continuos en dos niveles distintos, un grosero y el otro, refinado.
Este mecanismo consiste en la uniéon del MEFG con un procedimiento especifico de enrique-
cimiento, llamado global-local. Un problema de elasticidad bidimensional, en estado plano de
tensiones y con insercion de heterogeneidad material fue registrado en conjunto con una so-
lucién de referencia. A partir de los resultados se puede constatar que es posible incorporar
en el problema global el comportamiento de un dominio local con caracteristicas distintas, a
través del enriquecimiento de la PU. Con la inclusién de pocos grados de libertad en la malla
global (dos por nodo enriquecido, en el ejemplo), la técnica fue capaz de acoplar los efectos
de la solucién de un problema local al dominio global y cambiar totalmente la distribucién de
las variables internas del problema original (GI) — Fig. 6. Los resultados logrados para el caso
GE (figuras 6b, 6d, 6f) estdn de acuerdo con la solucién de referencia (figuras 4b, 4c, 4d, res-
pectivamente), aunque pequeflas diferencias se puedan observar (posiblemente en razén de la
diferencia de mallas). La estrategia se presenta como una fuerte alternativa para resolucion de
problemas complejos, con dimensiones més grandes, en los que haya la necesidad de un estudio
mads detallado en regiones criticas del dominio global. En situaciones en las que sea necesario la
descripcioén de fisuras, fallos, heterogeneidades o geometrias localizadas menos sencillas, sobre
todo en situaciones en las que la generacion y la conformidad de la malla sean dificiles, la técni-
ca propuesta introduce ventajas claras. Ademds, la implementacién es suficientemente flexible
para que distintos métodos numéricos sean aplicados en la resolucion del problema local.

Actualmente, los autores implementan la estrategia aqui ilustrada para problemas con no-
linealidad material, con el objetivo de consolidaciéon de un mecanismo multi-escala basado
en el MEFG-GL. Los resultados obtenidos en este estudio indican ser posible la adopcion de
una descripcion localizada de la morfologia del medio y la capacidad de incorporacion de la
constitucion material en el problema global, a partir del framework teérico de la PU.
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+0.006452 +0.019355 +0.032258 +0.045161
+0.012903 +0.025606 +0.03671 +0.05

=)

i

(a) GI — Despl. uy; Umar = 0,05.

+0.0005 +0.0005 +0.0005 +0.0005
+0.0005 +0.0005 +0.0005 +0.0005 +0.0005

i

(¢) GI — Deform. €,4; €mae = 0,0005.

(e) GI — Tension 0,4 Omasz = 10.

+0.006414 +0.019241 +0.032068 +0.044896
+0.012827 +0.025655 +0.038462 +0.049706

=)

ﬂ

(b) GE — Despl. uz; Umar = 0,0497.

+0.000383 +0.00043 +0.000471 +0.000512
+0.000363 +0.00041 +0.000451 +0.000491 +0.000527

i

(d) GE — Deform. €, €4 = 0,000527.

v v | | v

{

+3.566259 +10.085975 +10.605691 +11.125407
+9.826117 +10.345833 +10.865543 +11.320301

o
2

i

(f) GE — Tension 0,5 Omar = 11,320.

Figura 6: Ejemplo de validacion.
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