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Resumo. O campo de tensdes em torno de uma trinca sob modo tragdo (modo I) e estado plano de de-
formacdes em monocristais de estrutura cubica de face centrada € obtido numericamente. As hipdteses
de pequenas deformagdes e trinca estaciondria sao consideradas. Utiliza-se o método dos elementos fi-
nitos como ferramenta de discretizacdo numérica de um dominio retangular em torno da ponta da trinca.
Adota-se uma relagdo constitutiva cristalina ndo viscosa e material ndo endurecivel (perfeitamente plés-
tico). Os campos de tensdes sdo comparados com uma solu¢do por aproximacio assintdtica a ponta da
trinca.

Keywords: Crystal Fracture, Crystal Plasticity, Finite Element.

Abstract. The stress field around a crack under tensile mode (mode I) and plane strain in single crys-
tals with face centered cubic structure is obtained numerically. The assumptions of small strains and
stationary crack are considered. The finite element method is used as numerical dicretization tool of
a rectangular domain around the crack tip. It is adopted a non-viscous crystalline constitutive relation
and perfectly-plastic material. The stress fields are compared with a solution by assymptotic crack tip
analysis.
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1 INTRODUCAO

Sabe-se que o comportamento de metais a fratura depende principalmente do estado de ten-
soes na ponta de trincas, em escalas onde a estrutura cristalina € relevante. Nestas escalas é
admissivel considerar a ponta da trinca imersa em um monocristal metalico. Dessa forma, o
estudo do comportamento de monocristais a fratura é de grande relevancia ao estudo da Me-
cdnica da Fratura em si. Além disso € de importancia também as aplica¢Oes industriais, tais
como aeronauticas e microtecnologias.

No presente trabalho os campos de tensdes em torno de uma trinca estaciondria imersa em
um monocristal metalico de estrutura cibica de face-centrada (CFC) sdo obtidos numericamente
considerando uma relacao constitutiva elasto-plastica cristalina ndo viscosa. Considera-se o mo-
nocristal como nao-endurecivel (perfeitamente plastico). Os campos obtidos sdo comparados
com os resultados de aproximacao assintética a ponta da trinca.

Apesar da importancia do problema, trabalhos abordando o tema sao relativamente escassos,
como os de Cuitino e Ortiz (1993), Cleveringa et al. (2000) e Columbus e Grujicic (2002).
Abaixo € descrita a solucdo analitica aproximada de Rice (1987) e a contribui¢do de Drugan
(2001). Posteriormente neste trabalho € apresentada uma solu¢cdo numérica para o problema.

2 SOLUCOES DE RICE (1987) E DRUGAN (2001)

Aplicando o método de aproximacgao assintética a ponta da trinca Rice (1987) obteve uma
solucdo aproximada para o campo de tensdes em cristais CFC perfeitamente plasticos sob estado
plano de deformagdes (EPD) que atendem o critério de Schmid', considerando uma situagio de
fluxo pléstico em toda a regido préxima a ponta. Devido a geometria e condi¢des de contorno
o problema é resolvido considerando trés sistemas de deslizamento “efetivos™. A solugdo
consiste no estados de tensdes constante ao longo de setores circulares.

Na Figura 1 € representado o campo de tensdes em um sistema de coordenadas polares com
a ponta da trinca sobre a origem (a) e superficie de escoamento (b). Na Tabela 1 os valores das
componentes do tensor de tensdes de Cauchy normalizadas pela tensdo critica (7.) do cristal
sdo apresentados conforme deduzidos por Rice (1987). s(® e m(® sdo os vetores diretores
da dire¢do e deslizamento e do plano cristalino o respectivamente; r é o raio e 6 € o angulo
relativos ao sistema de coordenadas, medidos a partir da ponta da trinca.

Setor  011/T.  092/T. O12/Te
A 4,90 7,35 0
B 3,67 4,90 —-1,73
C 3,67 2,45 —1,73
D 2,45 0 0

Tabela 1: Componentes do tensor de tensdes normalizadas pela tensdo critica para os setores na
ponta da trinca. Fonte: adaptado de Rice (1987, p. 322).

Drugan (2001), baseando-se em resultados experimentais para cristais metdlicos, modificou
a solugdo de Rice (1987) a fim de impedir o modo de cisalhamento em dobra nos monocris-

10 fluxo pléstico em um sistema cristalino comega quando a tensdo “resolvida” neste sistema atinge a tensio
“critica” do material.
20s sistemas efetivos serdo definidos na Secio 3.
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Figura 1: (a) Campo de tensdes para trinca estaciondria e (b) superficie de escoamento no plano

{(o11—022)/2,012}. 7. é a tensdo critica do material. Fonte: adaptado de Rice (1987, p. 322).

tais. Com isso obteve solugdes proximas as anteriores porém contemplando setores elasticos
préximos a face da trinca.

3 MODELO PARA ESTADO PLANO DE DEFORMACOES

O modelo utilizado neste trabalho segue a linha do trabalho de Asaro (1983), adaptado ao
caso de pequenas deformacdes. O fluxo de deformagdo plastica € relacionado com os desliza-
mentos nos sistemas cristalograficos ativos o por

( (a) ()—{—m() 1('0[)> (1)

l\DI»—t

= (), = Z pl,j(a) 4@ com pl,j(o‘) = (P©),; =

onde 7(® representa o deslizamento plastico no sistema a e P (@) 3 componente 75 do tensor de

orientagdo de Schmid para o sistema . Na Equacdo 1 mg ) e s( @) representam as componen-

tes dos vetores m(® e s(®) respectivamente. Para a configuracio cristalogrifica adotada neste
trabalho temos: m™") = (0;1), s = (1;0), m® = (—0,816;0,577), s® = (0,577;0,816),
m® = (-0,816; —0,577), s® = (—0,577;0,816). As tensdes criticas dos sistemas sdo
7‘0(1) =1,731, e 7‘0(2) :7'0(3) =1,157,.

Na condi¢do de pequenas deformacdes a equacdo constitutiva proposta por Asaro (1983, p.
40) assume a forma

0ij = Clijkl €1 — Z Cija Py 4P (2)
B=1
Cijw € o tensor de Hooke.

Contraindo a Equagdo 2 com P, j(a)

P. (Q)O"ij fica

)

e notando que a tensio resolvida no sistema « é 7(*) =

Pz‘j(a) Cijkt €r — Z PZJ Cyym POAE) = @) )
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4 SOLUCAO DO PROBLEMA ELASTO-PLASTICO

Aplicando o método de Euler implicito a Equagdo 3 pode ser aproximada por

Pij(a) Ciji Aery — Z Pij(a) Cijkl Pkg’g)Afy(ﬂ) = Ar@ 4)
B=1

Para a solugdo do problema elasto-plastico descrito pela Equacao 4 adota-se a abordagem
incremental preditor-corretor, descrita a seguir.

Em cada incremento de deformacdo Ae,; calcula-se o incremento de tensoes através da rela-
cao Aai]E = Cijm A€y (preditor eldstico). O estado de tensdes do preditor eldstico aiJE é entao
atualizado a partir do estado de tensdes inicial O',L-jo por O',L-]-E = O'ijo + Aoif . Verifica-se entdao
se houve plastificacdo e, caso ocorra, corrige-se o estado de tensdes em termos da deformagao
plastica.

A verificacdo e correcdo sao realizadas pelas etapas:

oz)J E.

e Primeiramente calcula-se a tensio resolvida do preditor eldstico 7(®)¥ = p! Pk

i

e Verifica-se a condi¢@o de escoamento f = ‘T(

a)7E‘ — ‘Tc(a),o‘. Se f <0 entdo o sistema «

€ ndo-critico e Av(o‘) =0. Se f>0, a é critico;

b

: . 0
e Para os sistemas criticos A7()-F =] f |:‘ ‘T(O‘)vE‘ — ‘Tc(a)

e Os deslizamentos Ay(®) nos sistemas criticos necessarios ao cumprimento da equagio
constitutiva sdo obtidos pela Equacdo 4 fazendo Pl-j(o‘) Cijit Degy = AT@E 3 e Ar(@) =
0 (a fim de que as tensdes mantenham-se sobre a superficie de plastificacio);

Com isso a Equacdo 4 torna-se

S Nag 99 = ArE (5)
B=1

na qual o tensor N,g= Pij(a) Cijki Pkgﬁ ) ¢ 0 tensor constitutivo cristalino, que relaciona ““ten-
soes” e “deformacdes” a nivel da microestrutura do cristal.
Em nota¢do matricial a Equacgdo 5 fica

NG=T, (6)
com G o vetor dos Ay, T o vetor dos A7(®)F ¢ N a matriz dos Ng.

5 DISCRETIZACAO EM ELEMENTOS FINITOS

Sejam V' o dominio e S a fronteira do problema elasto-plastico. Segundo principio dos
trabalhos virtuais temos
/ Uij 5ui’j dV = //-Tz (5U2 dS,
1% 5

3Logo utiliza-se na Equagdo 4 somente a parcela da tensdo resolvida “desequilibrada” (no sentido da equagio
constitutiva).
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onde u; e I; s@o a componente ¢ dos campos de deslocamentos e vetores tensdo externos res-
pectivamente. Aplicando a interpolagdo para u;(x,y) da forma u, =) ®"U, ®" fungdes de
interpolacdo e U;* deslocamentos nodais, o problema torna-se

= [ ayenav = [ nonas = pre, )
v S

no qual F"™ denota forcas internas e "™ forcas externas, que é a condi¢io de equilibrio.

A solugdo do problema nio linear é feita pelo método de Newton-Raphson. Sejam F™™ o vetor
de forgas internas, F**' o vetor de forgas externas, R o vetor de residuo (for¢as desequilibradas)
e U o vetor de deslocamentos. Entdo

Fint - ]Fext —R.

A expansdo de R em termos de U

()

A[U|N = - ]R|N—1 )
1

N—
T
em que |y denota avaliag@o na iteragdo N e 70 ¢ a matriz de rigidez tangente K.
K dRT B dFintT dIE*extT B dIFimT
' 4dU  dU  dU  dU "’
extT
pois i 0 para forcas conservativas, consideradas neste trabalho.

Utilizando a Equagdo 7 e denotando por B a matriz dos 9",

drn’ T 1 T
tT 74U dU V[ o) BdV = o5 /V[ ] C
_dU"

B'CBdV = / B'CBdV

- dU Jy v

no qual C é a matriz constitutiva elasto-pléstica.

Devido a natureza multiescala da teoria, com sistema de equagdes resolvido na “microestru-
tura”, e critério de escoamento em termos de valores absolutos, a obtencao explicita da matriz
C é dificultada. Dessa forma, a matriz de rigidez tangente € avaliada numericamente através de
perturbacao nas coordenadas nodais a cada passo de tempo.

6 DEFINICAO DO PROBLEMA

A fim de comparar o modelo numérico com o resultado analitico (aproximado) € proposto
um problema compativel com uma trinca sob tragdo. O problema consiste em um monocristal
CFC de dimensodes 1000um x 1000um sob EPD com uma trinca de 500um de comprimento,
cuja ponta estd situada no centro do dominio (ver o diagrama da Figura 2(a)). Sao aplicados
deslocamentos prescritos de 0, 625m nos contornos superior e inferior.

O dominio fisico € discretizado considerando a simetria do problema. Adota-se uma malha
de 1000um x 500um discretizada em 4476 elementos quadrildteros bilineares, como apresen-
tado na Figura 2(b). Os deslocamentos prescritos sao aplicados em 1000 passos de tempo.
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A malha € similar a utilizada por Columbus e Grujicic (2002). Na Figura 3 é apresentado
um detalhe da malha proximo a ponta da trinca. A ponta da trinca estd inserida em uma regiao
denominada janela refinada, de dimensdes 10um x 8, 6m, discretizada em 50 x 50 elementos.

Uy;=0,625um
- 1 \\ / Il
I
1000 o~

|
T~

Fy

1000pum

Fy

— [T =]

\
" 500um, F

N [T ] -~

500m \
— \ ]
" —~—_ = s
—— 1] t L [ —
b

fu wh b
Ponta da 500um (face da trinca) 500um
trinca Fi=F=0 ' Uy =U;=0
Ponta da trinca

(a) Dominio fisico o )
(b) Dominio computacional

Figura 2: (a) Dominio fisico do problema, 1000xm x 1000um; u, denota o campo de desloca-
mentos impostos no contorno. (b) Dominio computacional: malha e condi¢des de contorno do
problema. F; e U; sdo das componentes ¢ do vetor de forgas e vetor de deslocamentos respecti-
vamente.

~{
—~1

@ Janela refinada

B Regides de transi¢io

] Refinamento intermedidrio
1 Refinamento convencional

Figura 3: Detalhe da malha préximo a ponta da trinca. A ponta da trinca situa-se no ponto
médio da aresta da janela refinada de 10pum x 8, 6um.

Os parametros para o material sdao 7. = 60, 84MPa, médulo de elasticidade 60840MPa e
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coeficiente de Poisson 0,3 , da ordem de valores utilizados em simulacdes numéricas (e.g.
Columbus e Grujicic (2002) e Peirce et al. (1982)).

7 RESULTADOS
7.1 Campos de tensao e deformacao

A Figura 4 apresenta os campos de tensdes e de deformacao pldstica em uma regidao préximo
a janela refinada.

Os valores das tensdes foram interpolados linearmente em malhas polares definindo os quatro
setores da Figura 1. O Setor A para 092 normalizada pela tensdo critica do material é apresen-
tado na Figura 4(e). Na Figura 4(f) € mostrado um mapa de isovalores para 62]2)1 na regido da
janela refinada; a zona em branco representa um setor eldstico para esta componente do tensor
de tensoes.

Na Figura 5 sdo apresentados mapas de isovalores para os deslizamentos nos sistemas efe-
tivos. A Figura 6 apresenta os valores das tensdes normalizadas em fun¢do do angulo para os
raios de 1, 8um, 2,8 um e 3, 8um a partir da ponta da trinca.

7.2 Discussao

Na Figura 4 € apresentado o campo para a pressao hidrostatica, cujo valor € da ordem de trés
vezes o valor das componentes desviadoras das tensdes. Percebe-se na Figura 4(e) a variagdo
do estado de tensdes com o raio em relacdo a ponta da trinca. Além disso, € observado um setor
eldstico na regiao proxima a face da trinca, concordando com os resultados de Drugan (2001).

Analisando a variacao das tensOes para um mesmo raio (i.e. a Figura 6), os setores A e B sdo
os quais ha menor variabilidade dos valores para 011 /7, € 022 /7. € 0s setores A e C para 015/ 7.
Portanto o setor A estd bem definido no modelo numérico, e os setores B, C e D apresentam
desvios maiores aos resultados analiticos.

Resultados numéricos apresentados em Cuitino e Ortiz (1993), Cleveringa et al. (2000)e
Columbus e Grujicic (2002) também apresentam certa dependéncia do raio, embora isto ndo seja
mostrado de forma explicita como no presente trabalho. Tais referéncias também nao empregam
exatamente as mesmas condi¢des usadas em Rice (1987), seja na abordagem (discordancias
discretas, modelos ndo locais, modelos em grandes deformacdes) ou seja no comportamento do
material sobre deformacao (modelos de endurecimento).

Em Rice (1987) é empregada uma aproximac¢do na qual a dependéncia em r € eliminada nas
equagoes de equilibrio,

0oij 0oij ;o Joj I
T<6T>e,—|—(ae)ez—0,r—>0 = <86’>6Z_0’

) 00
i.e., 0 termo 8—” é desprezado.
r

: . Doy .
Os resultados presentes neste trabalho sugerem que um estudo da influéncia de ——2 poderia

or

ser interessante ao entendimento do campo de tensdes na ponta da trinca.

Adicionalmente, os mapas de isovalores para os deslizamentos nos sistemas efetivos apre-
sentados na Figura 5 tém boa concordancia com a distribui¢do em setores obtida por Cuitino e
Ortiz (1993) em simulacdes numéricas.
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Figura 4: (a)-(d) Campos de tensdes na ponta da trinca; o retangulo delimita a janela refinada;
s;; sdo as componentes desviadoras das tensdes. (e) Malha auxiliar (polar) definindo o Setor
A da Figura 1 para 095 /7., € (f) valor de 62§l na janela refinada com setor eldstico (em branco)
préximo a face da trinca.
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Figura 5: Mapas de isovalores dos deslizamentos cristalinos para (a) vV, (b) v e (c) v%).
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8 CONCLUSOES

O modelo numérico aproxima-se da solu¢@o analitica aproximada (Rice (1987)) para deter-
minados valores do raio e do angulo. Porém a solu¢do mostra-se claramente dependente do
raio, contrdrio ao que seria esperado pela solucdo tedrica.

O modelo numérico também contempla de forma correta setores eldsticos descritos por Dru-
gan (2001) para modo de cisalhamento em dobra impedido.

Uma solucdo dos campos de tensdao por métodos perturbativos (e.g. Van Dyke (1975), Nay-
feh (2008)) estd sendo desenvolvida pelos autores de modo a investigar a influéncia da depen-
déncia do raio na solucao.
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Figura 6: Comparagdo das tensdes obtidas na simulacdo numérica com os valores da Tabela 1
para os raios de 1, 8um, 2, 8um e 3, 8um a partir da ponta da trinca.
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