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Resumen. En el trabajo “Resultados Numéricos para un Modelo de Orden Fraccionario del Tratamiento
de la Infeccion por VIH” (A. Ferrari et.al., MACI (2017)), se utilizaron tres esquemas numéricos para
analizar el comportamiento del modelo propuesto. Se estudi6 la convergencia de dichos esquemas as{ co-
mo también la sensibilidad con respecto a la variacién de los pardmetros eta (eficacia del firmaco) y alfa
(orden de derivacion fraccionario). La importancia de este modelo es que evalda, entre otras magnitudes,
la densidad de células “T CD4+” sanas e infectadas por el virus de inmunodeficiencia humana (VIH).
Estos datos son muy necesarios para el sujeto infectado por el virus dados los efectos que causa en él
un tratamiento antirretroviral. El objetivo del trabajo actual es considerar nuevos esquemas numéricos
con la finalidad de poder mejorar la solucién numérica obtenida si es eso posible. Asimismo, a través de
la recoleccién de historiales clinicos de pacientes con VIH, se pretende determinar cudl es el orden de
derivacion fraccionario 6ptimo para el modelo y comparar con el modelo clasico.

Keywords: Fractional Calculus, Numerical Analysis, Dynamical Systems, HIV.

Abstract. In the work “Resultados Numéricos para un Modelo de Orden Fraccionario del Tratamien-
to de la Infeccion por VIH 7 (A. Ferrari et.al., MACI (2017)), three numerical schemes were used to
analyze the behavior of the proposed model. The convergence of such schemes was studied as well as
the sensitivity with respect to the variation of the parameters eta (efficacy of the drug) and alpha (fractio-
nal derivative order). This model is important because it evaluates, among other magnitudes, the density
of healthy and infected “CD4+ T ” cells by the human immunodeficiency virus (HIV). These data are
very necessary for the subject infected by the virus, given the effects caused by an antiretroviral treat-
ment. The objective of the present work is to consider new numerical schemes in order to improve the
obtained numerical solution, if it is possible. Also, through the collection of clinical records of patients
living with HIV, it is intended to determine the optimal fractional derivative order for the model and
compare it with the classical model.
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1. INTRODUCCION

El Virus de Inmunodeficiencia Humana (VIH) es un microorganismo que no tiene la capaci-
dad de replicarse por si mismo. Para hacer esto, debe introducirse en cierto tipo de células, con
principal preferencia por las células de defensa del organismo. Estas son los linfocitos T CD4t.
El virus actda destruyendo las células de defensa progresivamente y si no es tratado, el sistema
inmunolégico se debilita y el organismo es incapaz de defenderse.

El tratamiento antirretroviral (TARV) consiste en la utilizacion de farmacos para evitar la
reproduccién del virus. Hoy en dia, estos tratamientos son de por vida y utilizan combinacio-
nes de tres o mds farmacos. El TARV reduce la progresion de la infeccidon, llevando la carga
viral a indetectable y logrando que se recuperen las defensas. Pero como todo tratamiento con
farmacos, puede tener efectos secundarios indeseables.

En este trabajo, se considera un modelo de orden fraccionario para el tratamiento de la in-
feccion por VIH presentado en Arafa et al. (2014) que se describe en la Seccion 2. Ademas, se
dan propiedades de la solucion. Debido a que este modelo consiste en un sistema de ecuaciones
diferenciales fraccionarias acoplado, no es posible determinar la solucién exacta del mismo.
Por ello, en la Seccién 3 se consideran diversos esquemas numéricos que permitan obtener so-
luciones aproximadas del mismo (Changpin y Fanhai, 2015). Se estudiara el comportamiento
de cada uno de ellos sobre este modelo en particular, para asi poder optar por alguno de los
esquemas para el andlisis posterior. Asimismo, en la Seccién 4 se analizard qué sucede con la
solucién aproximada cuando el orden de derivacién fraccionario se acerca a uno, comparando
con el caso cldsico. También se verd como influye en la solucién numérica el coeficiente 7, que
es la eficacia del inhibidor de la transcripcion inversa. Una vez elegido el esquema numérico
mads adecuado, en la Seccidn 3, se lo utilizard para estudiar cudl es el orden de derivacion frac-
cionario que mejor se adapta a historiales clinicos recolectados de personas que viven con el
virus. Finalmente, en la Seccién 6 se presentan las conclusiones.

2. DESCRIPCION DEL MODELO

El modelo mencionado es el presentado por Arafa et al. (2014) en su version fraccionaria
y por Srivastava et al. (2009) en su version clasica. En éste se considera la presencia de un
inhibidor de la transcriptasa inversa (TI), por ser el mds recurrente en los tratamientos.

Las variables utilizadas en el modelo son: T" (densidad de células T CD4" susceptibles), [
(densidad de células T CD4™" infectadas antes de la transcripcion inversa y que por ende no
producen virus), V' (densidad de células T CD4" infectadas en las que la transcripcién inversa
fue completada y son capaces de producir virus), L (densidad del virus).

Ademads, los siguientes pardmetros positivos son considerados:

= s: tasa de afluencia de las células CD4™,

» k: tasa de infeccion por interaccion entre las células CD4" y el virus,

» 4 tasa de mortalidad natural de las células CD4 T,

= 7): eficacia del inhibidor de la TI,

= ¢: tasa de transicion de las células CD4™" infectadas clase pre-TI a la clase post-TI,
» b: tasa inversa de células infectadas a la clase no infectada,

= /1;: tasa de mortalidad de las células infectadas,
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» §: tasa de mortalidad de células productivamente infectadas,
= N: numero total de particulas virales producidas por una célula infectada,
= c: tasa de despeje del virus.

Entonces el problema matemdtico a resolver se plantea como:

Hallar (T, I,V, L), todas funciones del tiempo ¢ > 0, tales que satisfagan el sistema:

DA&(T) = s—kLT — puT + (ne+b)I

Da(I) = kLT — (ju +e+b)I o
Da(V) = (1—n)el =38V

D&(L) = N6V —cL

donde 0 < o < 1 es el orden de derivacion fraccionario. Si @ = 1 se tiene la formulacion
clésica del problema.

Las derivadas fraccionarias han sido extensamente aplicadas en muchos campos que han te-
nido un notable crecimiento en las dltimas tres décadas, como por ejemplo modelos de transfe-
rencia de calor que admiten historial, viscoelasticidad y circuitos eléctricos. En lo que se refiere
particularmente al VIH, las ecuaciones diferenciales de orden fraccionario estdn naturalmente
relacionadas a sistemas con memoria, que existen en la mayoria de los sistemas bioldgicos. Mas
aun, las membranas de las células de organismos bioldgicos poseen conductancia eléctrica de
orden fraccionario y las derivadas fraccionarias involucran caracteristicas esenciales del com-
portamiento reolégico celular. Para el concepto de derivada fraccionaria en el modelo, se adopta
la definicion de Caputo (Diethelm, 2010), puesto que tiene la ventaja de tratar apropiadamente
con problemas de valores iniciales. Otro atributo de este tipo de modelo con derivadas de orden
fraccionario, es que representa un modelo Markoviano, es decir, que tiene en cuenta la memoria
del proceso.

En Arafa et al. (2014) se muestra que:

Teorema:
Existe una tnica solucién (T(t), I(t),V(t), L(t)) del problema modelizado en (1) para

t > 0, siendo Ri un dominio no negativamente invariante.

Lema:
Existen dos puntos de equilibrio del problema descripto en (1):

i) un estado de no infeccion £y = (3,0,0,0) y

ii) un estado infeccioso By, = (T,1,V, L),

= (ui+etb)e F T 7 _ (1—n)el 7 — NV§
donde T'=7m—s, I=00 V 7 y L=7

Observacion 1: Ademas, en Ferrari (2016), se demostré que si 7 (la eficacia del inhibidor de la

pe(pitetd)
Neks

estable. Introduciendo valores a los parametros de acuerdo a la literatura bioldgica (s = 10,
k =0.000024, 4 =10.01, e=0.4, b=10.05, gy =0.015, 6 =0.26, N = 1000, c = 2.4),
resulta que valen E; — (i, 0,0, 0) — (1000,0,0,0) y 7eris = 0. 88375.

TI) es mayor que el valor critico de 7, <7}crzt =1- > entonces F; es asintoticamente
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3. ESQUEMAS NUMERICOS

Considerando la funcion

It (T 10, v.L0))

= <s — kLT — pT + (ne +b)1, kLT — (py + e+ b)I, (I —n)el =6V, N6V—CL>, (2)
el problema anterior puede reescribirse en forma vectorial como:

YO) = %
donde t < tyq el tiempo maximo de observacién del paciente e Y7 = (T (0),1(0), V(0), L(O))
el vector de las condiciones iniciales.
Suponiendo N la cantidad de pasos temporales y definiendo:

) At =t =0, t, =nAt, n=1,...,N -1,

) Yo ~Y(thy), n=1,...,N—1

y con el fin de obtener una solucién aproximada del problema de valores iniciales definido en
(3), en Ferrari et al. (2017) se utilizaron los métodos: Método de Euler Explicito Generalizado
(MEEG), Método de Euler Implicito Generalizado (MEIG) y Método de Trapecio Generalizado
(MTG) (Odibat y Momani, 2008; Rihan, 2013). Alli se obtuvieron resultados de convergencia
con respecto al paso de tiempo pero ademds se estudié como influian en la solucién el pardmetro
n'y el orden de derivacién a.

En este trabajo, se consideran los siguientes esquemas numéricos de orden fraccionario bajo
los lineamientos que se describen en Changpin y Fanhai (2015) para valores dados de « en el
intervalo (0, 1):

1) Método de Euler Fraccionario Explicito (MEFE): se aproxima la derivada fraccionaria

[DO_ f‘} mediante una férmula rectangular a izquierda:

’ t:tn+1

Vs = Vit =2 S (g ) ) T, V) m=1 . N1
ntl = — n— —(n— L,Y,), n=1,...,N—1L
+1 1 T(a+ 1) J J R

Jj=1

i) Método de Euler Fraccionario Implicito (MEFI): en este caso, la aproximacién de la

derivada fraccionaria [DJ f‘} se realiza mediante una férmula rectangular a derecha:
’ t=tn+1

Y 1:71+izn:[(n—JJrl)a—(n—j)a]?(t' LYj), n=1...,N-1

n+ F(Oé+1) J+1 4 g+1) AR .

J=1
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iii) Método de Derivada Ponderada Fraccionario (MDPF): para § € (0, 1) se plantea:

F(ﬁf 1) Z [(n—j+1)*—(n—§)[0f(t;,Y;)+ (1 =0)f(tjr1,Y 1)),

j=1
(6)

?n—i—l = ?1 +

donden=1,...,N — 1.

iv) Método de Adams (MA): propone aproximar la derivada fraccionaria [DO’ 3]
’ t:tn+1
mediante una férmula trapezoidal pero, como resulta un esquema implicito, incorpora un

método predictor-corrector resultando la siguiente expresion:

— — n p— —_ J— _P
Yn+1 = Y1 + Z amH f(tj, Y]) + an+17n+1f(tn+1, YnJrl), n = 1, RN 7]\/' — 1, (7)
7=1

donde
—P AN N U
Yo =V 55 2. [(n—j+1)" = (=) f(t;,Y;), n=1,...,N-1(8)
y
Ao n*tt —(n—a)(n+1)%, J=1

- — o 2a+1_2 _a 1oc+1 _ a4+l =92
Gl = Ty 1 2) (1n j+2) (n—Jj+ 1)+ (n—j5)*", J ,Hn,

s j:n .

9

Observacion 2: En los métodos MEEG y MEIG se utiliza la Férmula de Taylor Generalizada
para deducir los esquemas numéricos (Odibat y Momani, 2008), mientras que en los métodos
de Euler Fraccionarios MEFE y MEFI, se utiliza la férmula rectangular fraccionaria a izquierda

y a derecha respectivamente, donde la funcion es aproximada por una constante (Changpin y
Fanhai, 2015).

Observacion 3: Se sabe que los métodos numéricos de orden fraccionario MEFE, MEFI, MDPF
y MA, son estables y tienen un orden de convergencia lineal (Changpin y Fanhai, 2015).

Considerando algunos valores de « (el orden de derivacion fraccionario), se estudia la com-
ponente L (densidad del virus) de la solucién del problema planteado en (1). Para ello se utilizan
los datos: € = 0.4,b = 0.05,¢c = 2.4,k = 0.000024, x = 0.01, 43 = 0.015,6 = 0.26,s =
10,At = 0.3,7 = 0.6 y N = 2000 (es decir 600 dias de aplicacién del farmaco), en las Fi-
guras 1, 2, 3y 4, puede verse que todos los esquemas mencionados se comportan de modo
andlogo en los primeros tiempos y coinciden rdpidamente, en consecuencia podemos optar por
cualquiera de ellos para realizar los estudios previstos. Dado que MA es un esquema que me-
jora MEFE vy evita la resoluciéon de un sistema de ecuaciones en cada instante de tiempo, es el
esquema numeérico que se utiliza en adelante.
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4. RESULTADOS DE SENSIBILIDAD
4.1. Resultados de sensibilidad con respecto al orden de derivacion

Se considera ahora estudiar como influye el orden de derivacion fraccionario « en la resolu-
cién aproximada del problema de valores iniciales modelizado en (1) y cdmo se relaciona con
la solucién del problema (1) cuando se supone que la derivada es derivada en el sentido clasico,
es decir v = 1.

En la seccion anterior se observd como iban cambiando las graficas de L cuando variaba
a. En éstas graficas se nota la aparicion de un fendémeno llamado "primoinfeccion"(o infeccion
primaria) entre los dias 50 y 100, que consiste en un rapido crecimiento de la densidad del virus.
Observamos que esta primoinfeccién es mas aguda cuanto mds se acerca «v a 1.

Ahora se utiliza nuevamente el esquema numérico de Adams pero para valores del orden
de derivacion fraccionario entre 0.9 y 0. 99. Como se observa en la Figura 35, las graficas que
muestran los valores aproximados de la funcién L(t) (densidad del virus), resultan convergen-
tes a la gréfica de la funcion L(t) que es la solucién aproximada del modelo clasico andlogo
al problema de valores iniciales descripto en (1) cuando se considera la derivada césica, es de-
cir « = 1. En los primeros 200 dias es cuando se observa mayor diferencia entre las graficas
obtenidas, en particular se sigue cumpliendo lo observado anteriormente acerca de la primoin-
feccion. A partir de los 200 dias casi no se distingue diferencia entre las distintas salidas para
estos valores de a.

El esquema numérico utilizado para el caso o = 1, se describe a continuacion:
Considerando la ecuacion diferencial ordinaria

Y =F(t,Y), (10)

se la integra en el intervalo de tiempo [t,,, t,1]:

tn+1
Yo — Y, = / f(s,Y(s))ds. (11)
tn
A continuacion, considerando una funcion de interpolacion lineal de f entre los puntos de coor-
denadas (t,,, Y (t,)) ¥ (tns1, Y (tny1)), resulta un esquema implicito:

_ 1- — — At— —
YnJrl - 5 f(thrla YnJrl) = Yn + 7f<tn> Yn) (12)

4.2. Resultados de sensibilidad con respecto a la eficacia del farmaco

Ahora estudiamos como se comporta la resoluciéon aproximada del problema de valores ini-
ciales modelizado en (1) al variar el valor de la eficacia del farmaco 7, fijado el orden de deri-
vacion fraccionario o = 0. 7. En la Figura 6 se observa la grafica de L(¢) para distintos valores
de 7. Observamos que paran = 0.6 y n = 0.65 la carga viral aumenta hasta estabilizarse en
el estado infeccioso. Para los valores n = 0.7,n = 0.75,n = 0.8 y n = 0. 85, si bien en los
primeros dias la carga viral decrece, luego aumenta nuevamente, ddndose este crecimiento en
instantes de tiempo cada vez mayores a medida que 7) crece. Ademads, como es de esperarse bio-
l6gicamente, el maximo de la carga viral decrece a medida que aumenta la eficacia del farmaco.
En cambio, a partir de 7.,;; = 0.88375 la carga viral se acerca cada vez mds a 0, lo cual es de
esperarse ya que en estos casos el estado de no infeccidn resulta asintéticamente estable.
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5. RESULTADOS NUMERICOS

Considerando historias clinicas de 10 pacientes seleccionados de un total de 144, ahora se
pretende hallar el orden de derivacion « a utilizar de modo que los resultados numéricos obte-
nidos para el modelo descripto en (1) ajusten mejor a dichos datos, determinando de este modo
si es mejor un orden de derivacion fraccionario o un orden de derivacidn clasico. Los pacientes
se seleccionaron teniendo en cuenta que se disponga de una gran cantidad de datos a lo largo
del tiempo desde el inicio del tratamiento (al menos 4 datos) y que el paciente tenga una buena
adherencia al tratamiento.

Para ello se utilizé el método de Adams para valores de « = 0.5,0.6,0.7,0.8,0.9 y el
método descripto en (12) para un orden de derivacién cldsico, es decir a = 1. En todos los
casos, se utilizé el primer dato del paciente en periodo de tratamiento como condicién inicial

(T(O)7 1(0),V(0), L(O)) y un paso de tiempo At = 0.25 (6 hs.). La eficacia considerada fue

de n = 0. 936 puesto que corresponde a la eficacia de 3 drogas combinadas (como es habitual
en la mayoria de los tratamientos) cada una de eficacia 0. 6.

En las Figuras 7, 8, 9,y 10 se exhiben las gréficas que corresponden a los datos de
cuatro de los pacientes considerados en las que se comparan los CD4™ (es decir T+1+V) de
sus historias clinicas con las soluciones aproximadas de (1) arrojadas por los métodos para los
distintos valores de a.

Se observan comportamientos diversos de acuerdo al paciente: cada uno de ellos tiene una
evoluciéon muy particular de sus CD4" respecto del resto. En la Figura 7 observamos que
durante los primeros 800 dias el paciente 1 evolucion6 con una pendiente similar a la pendiente
obtenida para o = 0.7. En la Figura 8 vemos que el paciente 3 tuvo una evolucion que se
mantiene entre las soluciones obtenidas para« = 0. 7y o = 0. 8. En la Figura 9 se observa que
a = 0. 6 es un buen orden de derivacién para aproximar la evolucién del paciente 6. Finalmente,
en la Figura 10 vemos que en los primeros 250 dias el paciente 9 tiene una evolucién que supera
a cualquiera de las aproximadas pero luego el comportamiento es bastante similar al de « = 0. 9.

Todo esto es reflejado en la Tabla 1 en la que se comparan los promedios de los errores
relativos e, = |CD4paciTgE\4—‘ifjt“j“’”m“d“' para cada paciente y cada valor de . Se remarca en
color verde el error relativo mas pequeiio en cada fila.

En la dltima fila de la Tabla 1 se efectud el promedio de los errores relativos para cada
valor de a. Vemos que en comportamiento promedio, de los érdenes de derivacion fraccionario
analizados, el que mejor ajusta la solucion obtenida por los métodos numéricos a los datos de

los pacientes es a = 0. 7.

6. CONCLUSIONES

Se consideré un modelo de orden fraccionario para el tratamiento de la infeccién por VIH
presentado en Changpin y Fanhai (2015) y se aplicaron diversos esquemas numéricos que per-
miten obtener soluciones aproximadas del mismo. Tras estudiar el comportamiento de cada uno
de ellos para este modelo en particular, se concluyé que el desempeiio era similar, pero para los
andlisis posteriores se optd por el Método de Adams puesto que mejora el Método de Euler Ex-
plicito y evita la resolucion de un sistema de ecuaciones en cada instante de tiempo. Al estudiar
sensibilidad de la solucion aproximada con el método de Adams al variar el orden de derivaciéon
fraccionario se observé que cuando éste se acerca a uno, la solucion tiende a la solucién clédsica
aproximada mediante el método descripto en (12). Finalmente, se estudi6 cudl es el orden de
derivacion fraccionario que mejor adapta la solucién del modelo a historiales clinicos recolec-
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tados de pacientes, concluyendo que o = 0.7 es el que mejor desempefio tiene, confirmando
que un orden de derivacidn fraccionario es mejor que un orden cldsico para estudiar este tipo de
problemas biolégicos, donde se involucran procesos de memoria.
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Figura 9: Evolucién de C' D4" de paciente 6 Figura 10: Evolucién de C'D4™ de paciente 9
Paciente | o =0.5|a=0.6 | a=0.7]a=08|a=09|a=1
1 0.3116 | 0.1734 | 0.1537 | 0.2624 | 0.4089 | 0.4896
2 0.136 0.1051 | 0.0674 | 0.0542 | 0.0629 | 0.0828
3 0.2503 | 0.1712 | 0.0742 | 0.0652 | 0.1782 | 0.2623
4 0.3626 | 0.2925 |0.2022 | 0.1098 | 0.0535 | 0.0515
5 0.2611 | 0.2307 | 0,1908 | 0.1503 | 0.1261 | 0.1327
6 0,2091 | 0.1858 | 0.3875 | 0.691 0.9741 | 1.1737
7 0.1482 | 0.1163 | 0.0771 ] 0.0967 | 0.1159 | 0.1343
8 0.0908 | 0.0899 | 0.141 0.2346 | 0.3101 | 0.3591
9 0.2283 | 0.203 0.1681 | 0.1288 | 0.0966 | 0.1061
10 0.1633 | 0.1659 | 0.1842 | 0.2096 | 0.2379 | 0.2652
Promedio | 0.2161 | 0.1734 | 0.1646 | 0.2003 | 0.2564 | 0.3057

Tabla 1: Comparacidn de errores relativos.
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