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Resumen. En este trabajo se estudia el andlisis estdtico de los pérticos en presencia de una o mds
fallas. Se han desarrollado numerosas teorfas a lo largo de los afios para representar adecuadamente la
presencia de grietas. En particular, utilizando las relaciones de la mecédnica de fractura, se ha
calculado el rendimiento local de la regién fracturada. En este estudio, la condicién en los limites en
el punto en que se encuentra la grieta se ha variado, introduciendo un resorte elastico de rotacién. De
esta manera la variacion de rotacién se calcula como la constante del resorte multiplicada por el
momento en ese punto. El estudio se lleva a cabo, de manera exacta, planteando el sistema de
ecuaciones diferenciales para los desplazamientos transversales y axiales del pértico y buscando las
incégnitas asociadas, en presencia de cargas distribuidas, fuerzas concentradas o pares, y en modo
aproximado utilizando series de potencia. En todos los casos, se proporcionan diagramas de
desplazamiento para las variaciones en la posicién de las grietas y la relacion entre la altura de la
grieta y la altura de la viga. El método aproximado proporciona excelentes resultados en comparacién
con el método exacto.

Keywords: Power series, cracks, portal frame.

Abstract. The present paper focuses on the static analysis of the portal frames in presence of
multicracks. Over the last decades, in the technical literature various methods were developed to
model problems including cracks being the static behaviour of beams and columns more sensitive to
the presence of these discontinuities. In particular, applying the fracture mechanics approach, the local
yield of the fractured region has been calculated, where each crack is replaced by a corresponding
linear rotational spring, connecting two adjacent elastic parts. In this way, the rotation is proportional
to bending moment in the crack section. In this paper, the static behavior of the cracked frames is
investigated and in order to obtain the deflection pattern of the system the exact and approximate
approaches are employed. Applying the exact approach for each column and beam of the frame and in
the presence of distributed loads and concentrated forces and moments, the associated unknowns are
found by solving the equilibrium equations. Also, in the approximate procedure the power series are
applied. In all cases, the displacement diagrams are provided for different cracks position and height
ratios between beam and crack. The approximate method provides excellent results in comparison
with the exact method.
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1 INTRODUCCION

El rendimiento de las estructuras, asi como su comportamiento estatico y dindmico, estan
muy influenciados por la presencia de grietas, que pueden provocar diferentes tipos y niveles
de falla. Una grieta representa fisicamente una reduccién local de la seccién, que corresponde
a un aumento de la flexibilidad local o, andlogamente, a una reduccién de la rigidez local. En
los elementos estructurales, las grietas interrumpen la continuidad del ensamblaje, pudiendo
alterar las propiedades geométricas de vigas y columnas. El efecto de las grietas ha sido objeto
de importantes investigaciones cientificas, debido a su relevancia practica en el comporta-
miento estdtico y dindmico de los elementos estructurales, como vigas, marcos, etc. La
literatura es muy rica sobre el efecto de la ubicacion y profundidad de las grietas. Se han
desarrollado enfoques tedricos y experimentales, en presencia de una y varias grietas con
diferentes condiciones de contorno. Ademds, la influencia de las grietas han sido objeto de
muchas investigaciones en caracteristicas dindmicas como las frecuencias naturales o los
modos de vibracién de las estructuras.

En las dltimas décadas, se han adoptado diferentes enfoques analiticos y numéricos para
realizar célculos precisos de los campos de deformacién y tensidn en estructuras agrietadas,
agujereadas o con muescas. Entre estos enfoques estdn las teorias cldsicas de la mecdnica de
fracturas, el método de elementos finitos, el método de elementos finitos extendidos y el
método sin malla.

Respecto a este tema, en el estado del arte, existe un trabajo de revision de Alijani et al.
(2018). En este articulo, los autores informan una revisién coherente pero concisa de la mayor
cantidad posible de estas publicaciones, y los principales temas tratados son el modelado y la
simulacién de pandeo, doblado, vigas agrietadas vibrantes. Ademds, los autores han
investigado el comportamiento estitico de las vigas de Euler-Bernoulli agrietadas que
descansan sobre una base eldstica mediante la implementacion de enfoques analiticos,
aproximados y numéricos. Uno de los primeros estudios sobre deteccion de grietas es el de
Adams et al. (1979). En su articulo, los autores combinaron la sensibilidad y el método de
elementos finitos para determinar la ubicacion y la profundidad de la grieta. Yogesh y Katekar
(2014) han utilizado un método experimental para estudiar la vibracion de una viga en
voladizo, con una sola grieta transversal abierta, para diferentes profundidades de la falla y
diferentes ubicaciones de la fisura.

Agarwalla y Parhi (2013) han utilizado los métodos experimentales y de elementos finitos
para analizar los pardmetros modales de la viga en voladizo agrietada. Pratibha et al. (2016)
han comparado las tres primeras frecuencias naturales de una viga en voladizo agrietada con
otra sin grietas. Barad H. K. et al. (2013) han presentado un método para la deteccion de
grietas en una viga cantilever basado en las mediciones de frecuencias. Elshamy et al. (2018)
han investigado la deteccion de grietas de viga en voladizo por su frecuencia natural,
utilizando anélisis de elementos finitos y experimentales. La investigacion se divide en dos
fases. Primero se realiza experimentalmente midiendo la frecuencia natural de una muestra
con diferentes anchos y espesores y cambiando el material de la muestra para evaluar los
efectos de las dimensiones y del material de la muestra en la reduccién de frecuencia natural.
La segunda fase es validar los resultados obtenidos de la primera fase.

Muchos investigadores en diferentes andlisis han empleado la relacién entre la profundidad
de la grieta y la rigidez del resorte rotacional. Por ejemplo, Irwin y Kies (1954) han simulado
discontinuidades utilizando el modelo de resorte discreto. Palmeri y Cicirello (2011) han
investigado el andlisis estitico de multi grietas en vigas Euler-Bernoulli y Timoshenko
utilizando la relacion entre la profundidad de la grieta y la rigidez de un resorte rotacional.
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Después, aplicando la teoria de viga Timoshenko, Caddemi et al. (2013) propusieron un
enfoque novedoso para el andlisis dindmico de estructuras aporticadas con una distribucién
arbitraria de singularidades. En otro articulo de investigacion, Caddemi et al. (2013) derivaron
la matriz de rigidez de estabilidad en la columna Euler-Bernoulli para el andlisis de pandeo de
entramados con multigrieta. Varios investigadores han estudiado la vibracién libre de una viga
agrietada con condiciones de contorno cldsico. Por ejemplo, Ali Cagri Batihan et al. (2016)
han analizado las vibraciones transversales de vigas agrietadas con secciones transversales
rectangulares que descansan sobre un modelo de fundacién de Pasternak y bases eldsticas
generalizadas. La grieta de borde abierto se representa como un resorte rotacional cuyo valor
se obtiene mediante la mecdnica de fractura y los resultados numéricos de la muestra que se
han realizado, mostrando los efectos de la profundidad de la grieta, la ubicacion de la grieta, el
tipo de cimentacion y los parametros de fundacién en las frecuencias naturales de la viga.

2 MODELO DE LA GRIETA

En la literatura, muchos estudios han modelado la grieta reemplazdndola con un resorte
rotatorio interno que conecta dos secciones rectas. El valor de la rigidez se obtuvo mediante el
uso de la teoria de la fractura, incluida la deformacién de la viga. En particular, Yokoyama et
al. (1998) derivan dos relaciones entre el factor de intensidad de la tension y la rigidez
rotacional, descuidando los efectos de corte asi como las cargas axiales y torsionales. Los
factores de intensidad de tension se expresan como:

6M
1:b7 ﬂaFM(f) para 0<£<0.6 §=% (1)
3.99M
K, = para 0.6<&<1 (2)
Copnh(1-¢)
g 4
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2

Para ambas relaciones vale:
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1 2b(1-v*) .ol K.V
_:MJ' 20\ da (4)
Siendo b la base y & la altura total de la seccidn recta, a es la altura de la grieta, E es el
modulo de Young. La relaciéon (4) representa la transferibilidad rotacional inversa de la
rigidez k,, funcion de la geometria y del tipo de material de la seccion recta en la grieta,

procedimiento que se encuentra explicado por Alijani A. et al (2018).
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Figura 1: Detalle de la grieta.

La condicién en los limites en presencia de la grieta solo cambiard las expresiones de las
rotaciones relativas. Como en la grieta se crea una discontinuidad, en referencia a la Figura 1
se tiene:

$,(0)-¢ (aL)+y v (aL)=0 (5)
Con v =Elyk,, siendo z la abscisa con origen en el extremo izquierdo, ¢, (z) la rotacion del

primer tramo y ¢2(z) la rotacion del segundo tramo, v;(z) el desplazamiento del primer

tramo, /Iy el momento de inercia de la seccidn recta rectangular de altura 4 y L; el valor de la
abscisa en la que se encuentra la grieta.

3 METODO DE RESOLUCION EXACTA

Considerando el poértico de la Figura 2 con seccién rectangular de base b y altura s, con
modulo de Young E, con una grieta transversal ubicada en una posicion arbitraria o L desde
el extremo B de la viga transversal, siendo 0<a< 1. Las dos columnas tienen diferentes
longitudes H; y H,. Utilizando la teoria exacta de Euler Bernoulli, se estudian los diagramas
de desplazamiento de la viga BD de la estructura en presencia de carga constante p.
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Figura 2: a) Pértico en estudio con grieta en el punto con convencion de signos

De la teoria de Euler Bernoulli para cada barra puede escribir las ecuaciones diferenciales
(6) para las columnas AB y DE, y (7) para las barras BC y CD:

EI v””(z) =0 EI u"( z) =0 (6)
EIV'"(z)=p Elu"(z)=0 (7)

Siendo v(z) y u(z) las funciones correspondientes a los desplazamientos transversal y axial
de las barras, como se indica en la Figura 3 para el caso de la barra j.
Las soluciones son del tipo:
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2 3
Vg =ay +a,2+a,2" +a,7’; U,g =b, +bz;

2 P 4
Vpe =Ct 2+, ve, it +——7"  uy.=d,+d,z;
24E1 )

4

2 3 ) _ .
Vep = 80 T 8121 8,2 837 + ;o Uep =hy Iz

P_,
24EI
Vo =€, tezt+ez +e7’; Upg = fo+ £12;
Si se considera ¢ = —v'(z) , las condiciones de borde en los extremos A y E vienen dadas
por:
Up (0) =0; VaB (0) =0; Pan (O) =0
Upg (Hz) =0; vy (HZ) =0; (Hz) =0;
Las condiciones de continuidad geométricas y estdticas en el nodo B son:
VaB (Hl)_uBC (0):0; Unp (Hl)+vBC (0):0;
Prs (Hl)_¢Bc (O)ZO; —Ixp (H1)+nBC (0):0; (10)
Mg (H,)+150(0)=0;  —m,, (H,)+my. (0)=0;

)

Las condiciones de continuidad geométricas y estdticas en el nodo C son:
~Vep (0)+vpe (L) = 0; —tep (0)+uupe (L) =0;
b (0)—sc (aL)+ Wy =0; =105 (0)+ 15 (L) =0; (11)
—Nep (0)+nBC (aL)zO; — Mgy (O)erBC (aL)zO;
Y estas condiciones de continuidad en el nodo D son:
VCD(L—aL)+uDE (0)20; Ucp (L—ozL)+vDE (O):O'
ben (L—aL)—¢,. (0)=0; —tep (L—aL)+ny; (0)=0; (12)
~neo (L=aL) 4155 (0)=0: ey (L—arL) + g (0) =0

-

-

se han tenido en cuenta las siguientes relaciones:

m:—EIv”(z); t:—EIv’”(z); n:EAw'(z) (13)

4 RESOLUCION UTILIZANDO SERIES DE POTENCIAS

En esta seccion se utilizan desarrollos de series de potencias de los desplazamientos axiales
y transversales de cada barra a los fines de resolver el portico. Se obtienen los diagramas de
los esfuerzos y las funciones de desplazamientos axiales y transversales de cada barra
(Timoshenko, S.P. -1934; Martin y Filipich, 2012; Martin et al. 2013; Martin, 2014; Martin et
al. 2014; Martin et al. 2015).

El método tiene la ventaja que solo es necesaria la continuidad geométrica y estdtica en
cada nodo. El nimero total de incdgnitas es muy bajo y, en general, depende de la cantidad de
vinculos a tierra y del nimero de barras que llegan a los nodos. Para el estudio energético se
considera en cada barra j (de longitud /;) un sistema de coordenadas local z; en donde cada
punto, tendrd un desplazamiento transversal vi(z;) y un desplazamiento axial uj(zj), como se
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muestra en la Figura 3, para una barra con médulo de elasticidad E; , momento de inercia J; y
area F.

Figura 3: Desplazamientos y coordenadas locales de cada barra j.

Se propone, para la solucién de las ecuaciones diferenciales (6) y (7), un cambio de
coordenadas adimensionales, utilizando el siguiente cambio de variables:

0<z,<l = 0< <1 £ == (14)

J J

Y un desarrollo en series de potencias para las funciones desconocidas de los
desplazamientos transversales y axiales de cada barra, con las siguientes expresiones:

Vj(gj):izr::Aj,i y uj(@):§3j,i§3 (15)

Luego de derivar y reemplazar en las ecuaciones diferenciales, se debe igualar los
coeficientes de igual potencia en ambos desarrollos. Quedando las ecuaciones de recurrencia
de la siguiente forma:

P q;.,
jivd - Bj,i+2 =— (16)
S jPai F o,
) _ (i+k)! E F. E. J.
Siendo: Pri= T F ;= % Jy; = Jlf‘ J (17)

En la cual, los coeficientes p;; y g;; corresponden al grado i en los desarrollos en series de
potencia en la barra j de las cargas repartidas axial y transversal, respectivamente. Finalmente,
a los fines de resolver el problema, se utilizan las condiciones de borde planteadas
anteriormente (9) y las condiciones de continuidad geométricas y estéticas (10-12).
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S EJEMPLO

Considerando el portico de la Figura 2 con H; =4 m, L =5 m y H>= 3 m con seccidn recta
rectangular 7 = 0.4 y b = 0.3, el médulo de Young E = 30 10° N/ m* y v=0.3. Se aplica una
carga distribuida transversal constante en toda la viga superior, con valor p = 250 KN/m. Para
el caso de la resolucion con series de potencias, g;; =0 para todos los valores de i (grados de la
potencia) y de j (nimero de la barra). En cambio, la carga axial es constante y corresponde a la
barra 2, de esta manera que resulta ser pp> =250 KN/m. En la Tabla 1 se realiza una primera
comparacion numérica entre el método exacto y el aproximado de la serie de potencias,
calculando el momento en el punto C con a = 0.5, es decir, en el centro de la viga, ya que la
relacion varia & = a/h . Como los resultados son coincidentes, solo se ha colocado una
columna. Como se puede observar con el aumento de ¢ 'y, por lo tanto, de la altura de la
seccion fracturada, también aumenta el coeficiente 1/k, mientras que el momento en la seccién
C disminuye.

E=alh M
0.125 396.93
0.25 387.2
0.375 369.61
0.5 339.33
0.6 299.89

Tabla 1: Valor del momento en el punto C al variar la relacién & = a/h.

La Figura 3 muestra los diagramas de los desplazamientos en la viga transversal para tres
valores de ¢ = 0.125, 0.375 y 0.6 cuando la grieta se coloca en el centro de la viga. Los
desplazamientos en la seccion C aumentan a medida que aumenta la altura de la seccion recta
afectada por la grieta.

A 4
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2.5x10-5

2.0x10-5

1.5x10-5

1.0x10-5

Desplazamientos

5.0x10-5
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Figura 3: Desplazamientos transversales para o = 0.5 con 1) £ =0.12, II) £=0.375 y III) £ =0.6
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Figura 4: Diagrama de momentos obtenido con series de potencias para o = 0.5 con ¢ =0.12.

En las Figuras 5(a-d) se ha variado la posicion de la grieta en la viga transversal,
ubicandola en las posiciones a = 0.1, a = 0.3, a=0.7 y a = 0.9 para las respectivas figuras a,
b, ¢ y d. En cada una de estas graficas se muestra como al cambiar la altura adimensional de
la grieta (¢ = 0.125, £ = 0.375 y ¢ = 0.6) aumentan los desplazamientos transversales de la
viga.

oot b 2.0x10-5

1.5x10-%

1510-° =

1.0x10-*

10005 |

5.0x10-%

a) b)

Desplazamientos
Desplazamientos
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2.0x10-5
1.5x10-5 'F

1.5x10-°
1.0x10-5 |

1.0x10-5
5.0x10-% |

Desplazamientos
Desplazamientos

5.0x10-¢

c) d)

Figura 5: Desplazamientos transversales de la viga superior, con ¢ = 0.125, £ = 0.375 y ¢ = 0.6 para diferentes
posiciones de la grieta: a) a = 0.1, b)a =0.3,c)a=0.7yd) a =0.9.
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6 CONCLUSIONES

El objetivo del trabajo es analizar el comportamiento de un portico, sujeto a cargas
aplicadas, cuando existe alguna grieta en una seccion recta. En los métodos utilizados, se ha
simplificado el esquema de estudio al introducir una rotacién en la posicion de la grieta, a los
fines de simular la reduccién de la seccion. Como era de esperar en este tipo de estructuras, al
aumentar el tamafio de la grieta se traduce en un aumento de los desplazamientos transversales
de la viga. Al utilizar el método de series de potencias, se obtienen idénticos resultados con un
nimero muy bajo de incégnitas totales del portico. Para el ejemplo que se muestra, con
solamente 6 incognitas se resuelve, sin importar el grado de la serie de potencia utilizado. Para
verificar que el método aproximado de series de potencias puede dar buenos resultados, se
procedi6 al célculo de los desplazamientos utilizando la teoria de Euler-Bernoulli. En este
trabajo se ha comprobado que el método aproximado proporciona resultados coincidentes con
los exactos hasta el undécimo digito decimal. La resolucién del sistema de ecuaciones
diferenciales tiene su limitacién en el nimero de incégnitas, de manera que no pueden
estudiarse los marcos con una gran cantidad de pisos. En cambio no existe esta limitacion si
se utiliza el método de series de potencias.
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