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Resumen. La literatura técnico cientifica contiene una muy limitada cantidad de informacién sobre el
comportamiento de sistemas mecanicos sometidos a fuerzas dindmicas con frecuencias dependientes del tiempo.

Una de las excepciones la constituye un interesante trabajo de Suzuki (J. Sound Vib. 57, 59-64, (1978)), quien
considera vibraciones transversales de una viga sometida a una carga distribuida del tipo:

f(@)=q, sen (a)otz) sin tener en cuenta el amortiguamiento.

En el presente estudio se presenta una reseiia de resultados cualitativos obtenidos para los siguientes casos:
- sistema de un grado de libertad
- viga simplemente apoyada sometida a: I) carga dindmica uniformemente distribuida y II) fuerza
concentrada
- placa rectangular simplemente apoyada, también sometida a I) carga dinamica uniformemente
distribuida y IT) carga concentrada.

C . 2
En todos los casos la excitacion externa varia de acuerdo con la ley sen (a)ot ) .

Se desarroll6 asimismo un modelo experimental, para el caso de la viga simplemente apoyada con el objeto de
verificar los resultados analiticos en forma cualitativa. Como era de esperar, la respuesta experimenta un maximo
cuando la excitacion alcanza la frecuencia natural del sistema y luego decae.

De la comparacion, se observa la importancia de tener en cuenta en el modelo el amortiguamiento del sistema (se
considera un amortiguamiento de tipo viscoso), el que para las estructuras usuales asume un valor bajo, para
analizar el comportamiento en estado de régimen del sistema.

En caso contrario, al igual que en el trabajo de Suzuki, 1978 el modelo analitico se desvia del comportamiento
verificado experimentalmente, cuando la frecuencia de excitacion supera al natural del sistema. Ello marca una
importante diferencia conceptual con los sistemas sometidos a excitaciones de frecuencia constante, ya que
cuando se estudia su comportamiento en estado de régimen, la incidencia del amortiguamiento, en general, puede
no ser considerada, en una primera aproximacion.
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1! INTRODUCCION

El estudio del comportamiento dinamico de elementos estructurales sometidos a fuerzas
variables en el tiempo (vibracion forzada) se efectiia habitualmente para el caso en que la
frecuencia de variacion de dichas solicitaciones es constante, es decir del tipo
P(t) =Psen .

En esos casos, es habitual al estudiar el estado de régimen de la estructura, no considerar en
las fuerzas actuantes a la fuerza de amortiguamiento.

Basta citar la clasica obra de Weaver, Timoshenko y Young, 1990, donde explicitamente se
manifiesta que la influencia del amortiguamiento s6lo debe ser considerada cuando la
frecuencia de excitacion coincide o es muy proxima a alguna frecuencia natural del sistema.

En virtud de ello, resulta natural, en primera instancia efectuar el andlisis de un elemento

estructural sometido a una fuerza que varia en el tiempo segiin una ley sen @,¢*, sin tener en
cuenta la fuerza de amortiguamiento.
2! SOLUCION ANALITICA: ETAPA I

a) Sin considerar fuerza de amortiguamiento.

2.1! Sistema de un grado de libertad:

A los efectos de explicitar la metodologia empleada en la resoluciéon del problema, se
estudiara en primer lugar el sistema de un grado de libertad.

La ecuacion diferencial gobernante del sistema sera:

X+%x:§;sen(a)ot2) (1)
y las condiciones iniciales:
x(0)=x(0)=0 )
La solucién de (1) es:
x(t) =4 cos(w,t)+ B sen(o,t) +x, 3)

donde o, =,/ %/[ es la frecuencia natural del sistema.

La solucion particular x,(#) puede ser determinada utilizando el procedimiento de

variacion de parametros , Wylie, 1960 segun el cual:
X, =X, +1,X, “4)

con x, =cos oty x,=sen @t soluciones de la ecuacion diferencial homogénea y

u, y u,dados por:
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, X F
—2— % sen (w,t%) (5 a)
XX, —x,x, M

F
wy = —— T sen (@,1) (5 b)

- ’
XXy = XX

Reemplazando x; y x; en (5 a,b) e integrando tenemos:

u =- Aj;) Isen(wnt) sen(w,t>) dt (6a)

n

r,
u, = o jcos(a)nt) sen(w,t’) dt (6 b)

n

Por lo tanto, reemplazando segun (6) en (4) y en (3) y teniendo en cuenta las condiciones
(2) se llega a:

F,
Mo

n

x(t) = {sin(wnt) ]cos(wnt) sin (a)otz)dt —cos(@,1) ]sin(wnt)sin(wotz)dt} (7)

0

Debe hacerse notar que x(#) = x,(#) ya que resulta 4=B=0 en (3), pues x, cumple con las
condiciones (2) por construccion.

Integrando por partes para resolver (7) se llega a:

x(l)=]\j;n 2La)0 {cos(wnt)S[,/zj"tJ+a)nJS(‘/zjothen(wnt)dt+
+ sen(w,t)S ‘/20)01 o) ]S 26001 cos (w,1)dt
n T no ju n

donde S(z) es la integral de Fresnel definida por:

()

S(z) = ]sen(%tzJ dt

0

La Figura 1 muestra la variacion del desplazamiento adimensional (% / kjcomo funcion
0

del parametro adimensional de tiempo: (a)nt) para un valor arbitrario de la relacion
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— =0.007 . Asimismo se indica el tiempo cuando la frecuencia externa alcanza la frecuencia
®
n

X | /Respuesta del sistema
10—F% ; W
k -
: i
I :
AA P BRI O
SR e /i
-5/
Z_a): B |
wn - 2(00 T -
-10- I
Excitacion

Figura 1: Respuesta del sistema de un grado de libertad sin amortiguamiento sometido a una fuerza excitadora:

F, sen[w,t’] para una relacion %2 =0.07

2.2! Viga simplemente apoyada con carga concentrada: P(x,t) =P (x - xo) sen (cootz)

A continuacion se detalla el desarrollo de este caso a los efectos de su comparacién con
ensayos experimentales.
La ecuacion diferencial gobernante se expresa

4 2
E]QerAO%:P0 5(x—x0)sen(a)0t2) 9

4
X

donde v, E, I, Ay y p son la deflexién, mddulo de Young, momento de inercia, area de la
seccion transversal y densidad de la viga, respectivamente. A su vez J es la funcion delta de
Dirac y x, es el punto de aplicacion de la carga

La solucién puede expresarse en términos de los modos normales de la viga:

v(x,t)zgsen(%x]Tn(t) (10)
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Resulta conveniente desarrollar la carga concentrada en la forma:

x X Zb Sen( xj— 2P 3 sen(mrx jsen(nﬁxj (11)
0 - —— 4o - Mo _
L - L L

n=1

Reemplazando (11) y (10) en (9) se obtiene:

T (t)+. T, (1) :%plj(:lo sen(%xojsen(a)otz) (12)

,w* | EI

2 . .
ol n” o, son las frecuencias naturales de la viga.
P4,

donde o, =

Siguiendo el procedimiento descripto para el sistema de un grado de libertad se obtiene:
(x t) 2 £ Z Lsen(ﬂxojsen[ﬂxj
L PA, 30 L L

.(sen

. . . . El
La figura 2 muestra los desplazamientos adimensionales en el centro de la viga {V S } en
ey

O[—.N

‘ (13)
cos a)t sen(a)t )dt cos a)t sen a)t)sen((ot )a’tj
0

funcién del tiempo adimensional (a)lt), cuando la fuerza concentrada estd ubicada en esa

misma seccion

v El
0.2l AL
0.1
il
a vsbw ] 0
-0.1
-0.2

Figura2: Desplazamiento adimensional en el centro de una viga simplemente apoyada para una fuerza:

2 . . . .
F,, sen[m,t”] ubicada en la misma seccion para una relacion %2 =0.007
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La variacion del desplazamiento en el tiempo que evidencia la Figura 2, es similar a la que
obtiene Suzuki en el trabajo mencionado.
3! FASE EXPERIMENTAL DE LA INVESTIGACION

Fue evaluado el comportamiento de una viga de acero simplemente apoyada, con seccion
transversal rectangular (L = 58 cm.; b =1.6 cm.; 2 =0.35 cm) a la que se adoso en su seccidon

media una masa concentrada de 180 gr. con el objeto de disminuir su frecuencia fundamental.
La frecuencia fundamental del sistema ensayado es de f; =12.85 Hz.

La sefial de excitacion parte de un generador de funciones senoidales, luego es amplificada
y por ultimo enviada a un parlante cuyo cono posee un elemento de prolongacion encargado
de realizar el contacto puntual sobre la viga. La frecuencia es variada, de manera aproximada,
con el cuadrado de la variable temporal.

La Figura 3 muestra, esquematicamente, el dispositivo experimental empleado para esta
fase de la investigacion.

N1 O O O

\wj

Signal Generator

T

Excitation = F sin(wotz)

Speaker /:'\
T

|
_A i Simply Supported n A_.

U IInfrared Transducer

Beam

 —
 —
I
AN O O
- - e e m m m m
] Monitor CPU with
Printer PCI 4451 NI

Figura 3: Dispositivo experimental
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En la Figura 4 , se indica un registro tipico de la respuesta detectada en la viga, por el
transductor infrarrojo IMA , La Malfa, 1999 y procesada a través de la tarjeta adquisidora de
datos PCI 4451 de National Instruments.

— e

Figura 4: Respuesta hallada en el centro de la viga a través del dispositivo esquematizado en Figura 3

Como era de esperar, una vez que la frecuencia fundamental es sobrepasada la respuesta
decae.

El modelo analitico planteado, prescindiendo de la fuerza de amortiguamiento, muestra su
falencia al no poner en evidencia esta caracteristica logica del comportamiento dinamico del
sistema.

Cabe aclarar, en esta instancia, que el objetivo esencial de la experimentacion, ha sido el de
efectuar una corroboracion meramente cualitativa de la respuesta de un sistema elastico ante
una excitacion dinamica cuya frecuencia varia en el tiempo.

4! SOLUCION ANALITICA: ETAPA 11.

En virtud de la falta de convergencia del modelo analitico planteado en primera instancia
hacia el comportamiento real de los sistemas, se analizan a continuacion distintos sistemas
estructurales sometidos a excitaciones dinamicas cuya frecuencia es variable en el tiempo,
tomando en consideracion el amortiguamiento del sistema, el que, dado el caracter cualitativo
del estudio, se adopta por simplicidad como viscoso

Al igual que en el caso anterior, se comienza con el sistema de un grado de libertad,
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4.1. Sistema de un grado de libertad.
La ecuacion diferencial gobernante es ahora:
X .k F
i+ Sx="05en (a)otz) (14)
m m m m

Aplicando el procedimiento descripto en 2.1), en este caso seran:

— L(=pig)t — -p-ig)t
X =e X, =e (15)

con lo que reemplazando en (5a) y (5b) se obtiene:

, e(pfiq)f
u=—-— (16 2)
2g M
ie(pﬂ'ti)f X 5
L= — w,t 16 b
= () (161)
De (4) y (16) se llega a:
Fo (7“.")’1 i P i)t - )lf elpriat )
x=x =—L| P | ——g¢en dt +et 7" | ———sen(w, t* ) dt 17
e T o) [ sen o) |17
0.3 X
F/
0.2/ /k
t
EEDENE-EN N Fren |;‘|';'m'|'v'| ll‘“ViV"|‘I||\“|m “" ‘ "““H “!!N “\ ‘n\mm‘\‘ HI]W\M ‘“\MIII ’”’Wml' pu”"“‘“ a)n
50 20 i u\ ”H i ’M‘I”l’ll 0
-0.1 ‘
-0.2
-0.3

Figura 5: Respuesta del sistema de un grado de libertad con amortiguamiento viscoso sometido a una fuerza

excitadora: F,, sen[@,t”] para una relacién / =0.07 y/ =0.04
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En la Figura 5, se muestra la variacion del desplazamiento adimensional FL en funcion
0
%
del tiempo adimensional para los valores < = 0.004 y ﬂg: 0.007 adoptados
)

CCF n

arbitrariamente.

Se observa ahora que, al tener en cuenta el amortiguamiento, la respuesta del sistema una
vez superada su frecuencia natural decae.

A continuacidén seran considerados con el mismo enfoque los siguientes sistemas
estructurales.

4.2. Viga simplemente apoyada.

Se analizaran dos estados de carga:

4.2 a) Carga distribuida uniforme: g = g, sen (a)otz)

En este caso la ecuacion gobernante viene dada por.

o'y ov o’ )
E[y“LCE“LPAoW:% sen(a)ot ) (18)

Como es sabido, la respuesta puede expresarse en términos de las autofunciones de la viga.

v(x,t)zisen(%x) T (1) (19)

Desarrollando la carga:

4 S 1 nr
qO ::—qoz—sen(ij (20)

/A R

Reemplazando en (8) segun (19) y (20) resulta:

3 [(%} EIT,(1)+cT, + pAT, —%qo %Se”(a’o’z)}se"(%x) -0 @D

n=1,3

Por lo tanto:
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.. C . P 4 q, 1 2
T +—T +ow, T =— —sen |@,t
n n n n T pAO n ( 0 ) (22)

resultando asi una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden no homogénea en 7,,(¢).

Su solucién, de acuerdo con el procedimiento descripto para el sistema de un grado de
libertad es:

. t . (p-ig,)t
T, (1) _4 a1 P J‘—le—sen(a)otz)dﬂr
T p4, n o 24, (23)

t p+zq"

’J.l 74 ——=sen a)ot )dt}
0 n

donde ahora:

c ) [ c ]2 , x> | EI )
p = qn == a)n — a)n =n —2 —_— =N a)l
2p 4, 2p 4, L

Reemplazando (23) en (19) se obtiene la respuesta en toda seccion de la viga.

v EIl

0.01 2
q,L

0.005

-0.005

-0.01

Figura 6: Desplazamiento adimensional en el centro de una viga simplemente apoyada sometida a una carga

excitadora uniforme: g, sen[a)ot ] para una relacién / ,=0.12y / Ao, =0.06
1

La figura 6 muestra la respuesta dinamica en el centro de la viga en funcion del tiempo
adimensional (o,7).

4.2.b: Viga simplemente apoyada sometida a carga concentrada F, sen (a)otz)

Copyright © 2006 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XXV, pp. 1647-1662 (2006)

La ecuacion que gobierna el problema:

o'v  ov o*v )
Ely+c5+pA0?:Poé'(x—xo)sen(a)ot )

Nuevamente, la expresion (19) indicara la respuesta del sistema:

En este caso, la carga quedara expresada:

n=l1

Resultando asi el desplazamiento de la viga:

nmw nr
—X, |sen| —x |.
( L ) ( L j

[e(—pﬂ-qn)t 'J- le(;’ tan)s on (wo tz) di 4+ J‘ o)

0 qn 0 n

P 0
Zb sen—x = —OZsen(ﬂxo jsen(ﬂxj
T L L

sen a) 1 ) dt}

24)

(25)

(26)

En la Figura 6b, se muestra el corrimiento adimensional el centro de la viga

(%)
BL/

tiempo adimensional (,7).

cuando la carga concentrada se halla ubicada en el mismo punto en funcion del

Nuevamente la respuesta decae luego de que la frecuencia de la fuerza excitadora supera la

primera frecuencia natural.

v EI
BL

0.015
0.01

0.005

L ”'””IIH""'IIII‘lI!“IHNr1"""'

—0.005

-0.01

—0.015

AR T mmH\ ‘ N \Ml ll || Ml mm

Figura 7: Desplazamiento adimensional en el centro de la viga simplemente apoyada sometida a una carga
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excitadora: P, sen[@,t*] ubicada en esa seccién para una relacién %: =0.07 y %p Ao, = 0.06

A los efectos de una mejor comparacidon cualitativa, con la respuesta evaluada
experimentalmente (Fig. 4) en la Figura 8 se muestra el tramo de la respuesta analitica entre
los tiempos adimensionales @, = 30y o, ¢ =80.

v EI

0.015

0.005

wwnmeMMMMMMWW

-0.005

-0.01

-0.015

Figura 8: Respuesta de la viga evaluada entre ot =30y ot =80

Se observa la concordancia en el aspecto de la respuesta que se logra al tener en cuenta el
amortiguamiento.

4.3. Placas rectangulares simplemente apoyadas.

Se analizaran placas bajo los estados de carga:

4.3.a): Carga distribuida uniforme g,sen (a)ot2 )

A continuacidn se realizara el estudio de una placa rectangular de lados a, b simplemente
apoyada sometida a la accidn de una carga dindmica distribuida, y cuyo valor, uniforme en

toda la placa, varia segtn la ley: g sen (a)ot2 )
La ecuacion diferencial gobernante es:
2

DV4W+Caa_1;}+phaaTZV: qosen(a)()tz) 27)
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3

= mrigidez a flexion de la placa de espesor 2y u es el coeficiente de Poisson.
—H

w(x, y, f) es la deflexion del plano medio de la placa y, como es sabido, en este caso puede
expresarse:

w(x,y,t) = i isen (ﬂx) sen (%J’anm ) (28)

a

Conviene desarrollar la carga uniforme:

= q0 i Z — sen(—ﬁx) sen(Tyj (29)

n=1,3 m=1,3 nm a

Reemplazando (29) y (28) en (27) se llega a:

2
- - 2 2
IDIREL (ﬂj +(m”) T +cT +phT -
n=1,3 m=1,3 a b
16 g, nrw mi
-—— sen(a)t) sen| —x | sen| —y |=0
m° nm a b

(30)

y debe ser:

.. . sen\ o, tz
T, +-1, +a2T, :L?&L) 31
h n°ph nm

Aplicando como en los casos anteriores el método de variacion de parametros se tiene:

w(xpr) =18 . 539 (sen_xjsen(”;)”jy

n=13m=1,3 MM

(p*qnm) t o (Ptidu) (32)

[e(fwiqnm)’ ]'_ ie—tsen (a)ot2 ) di + 7w ) J‘usen (a)ot2 )df]

0 2qnm 0 2qnm

donde, en este caso:
c ) c ’ , | D [ n jz ( m jz
p = qnm == a)nm - a)nm =7 R - +| —
2p h 20 h ph|\a b

4.3 b): Carga concentrada F,sen (a)at2 ) en (xo, yo)

Ecuacion gobernante:
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2
DV4W+C%+pha id

o ?=Po5(x—x0)5(y—yo)sen(a)ot2) (33)

Considerando la solucién (28) y desarrollando P8 (x—x,)5(y—,)en serie doble de

Fourier, la respuesta de la placa es:

S ()
[e(fp ) ]— —ie(!’*’%w) sen ( )dt + el P m) ]—ie(qum)[ sen (a) t ) dt]
0 2G 0 24, ’

(34

Las figuras 9 y 10 muestran la vibracion de una placa cuadrada a = b.

En la Figura 9 se muestra el desplazamiento adimensional en el centro de la placa (x =y =
a/2) en funcion del parametro de tiempo adimensional (@, /) cuando la excita una fuerza

distribuida uniforme -caso a)- .

En la Figura 10 ilustra la deflexion en el centro de la placa para una fuerza concentrada

actuando en el mismo punto (xo =y, = % ) , -caso b)-.

WD
%

0.003
0.002

0.001

A l‘lIHll|l|“hl|l||l||“|||il‘l i ‘UHH H’II “ I || i It
V26l [1]
P g “” il [

-0.001

-0.002

-0.003

Figura 9: Desplazamiento adimensional en el centro de la placa cuadrada simplemente apoyada sometida a una

. . . 2 0, _ c ~0.06
carga uniforme excitadora: g, sen[@,t” ] para una relacion A 2 0.07 y 2pha, =
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wD
0.003 }%az

0.002

0.001

e A AL ||n|||||||n‘l ML‘ il I g
y2e TN
R 1] s

-0.001

—0.002

-0.003

Figura 10: Desplazamiento adimensional en el centro de la placa cuadrada simplemente apoyada sometida a una

carga: P, sen[a)otz] ubicada en ese punto para una relacion @ , =007y ¢ 5 =0.06
o, phao,

n

5! CONCLUSIONES:

En el trabajo se ha obtenido analiticamente la respuesta de distintos sistemas elasticos simples
cuando son sometidos a una fuerza excitadora cuya frecuencia varia con el tiempo. Se utilizé
un procedimiento unificado para los distintos casos tratados, resolviendo la ecuacién
diferencial mediante el clasico método de variacion de parametros. El software Matematica®
resultd de gran utilidad en la evaluacion de las expresiones

Los resultados analiticos obtenidos comparan cualitativamente en forma satisfactoria con los
resultados experimentales, cuando en el modelo analitico se incluye la fuerza de
amortiguamiento, ain del tipo més simple como lo es el viscoso.
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