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Resumo. Devido ao seu potencial de representar diversos fendmenos em diferentes ramos da ciéncia,
os modelos de reacdo-difusdo t&€m sido frequentemente estudados. Sob o ponto de vista computacional,
diferentes metologias podem ser aplicadas com o objetivo de construir aproximagdes numéricas para
essa classe de problemas. Dentro desse contexto, este trabalho vislumbra a aplicagdo de uma formulagdo
hibridizada de elementos finitos em conjunto com métodos semi-implicitos de integragdo no tempo com
o intuito de se obter aproximacdes de alta ordem no tempo e espaco para a resolucio de problemas desta
natureza. Esta metodologia é caracterizada pela imposicao variacional da continuidade nas interfaces dos
elementos através da insercdo de uma nova varidvel (multiplicador de Lagrange). Com a utiliza¢do de
uma abordagem hibrida de elementos finitos, as aproximacdes das varidveis espaciais sdo relativamente
faceis de gerar em um sentido técnico e sdo computacionalmente eficientes, inclusive utilizando apro-
ximagdes polinomiais de alta ordem. Entretanto, a convergé€ncia da aproximacao fica limitada a ordem
do método utilizado para a varidavel temporal. Diante desse cendrio, este trabalho tem como objetivo
apresentar métodos de alta ordem, como por exemplo os esquemas semi-implicitos, para a discretizagdo
temporal de equacdes de reagdo-difusao.

Keywords: Hybrid methods, semi-implicit methods, reaction-diffusion problems.

Abstract. Due to its potential to represent diverse phenomena in different branches of science, reaction-
diffusion models have been extensively studied. From the computational point of view, different metho-
dologies can be applied in order to construct approximations for this class of problems. Within this
context, this work proposes the application of a high-order hybridized formulation of finite elements to
solve problems of this kind. This methodology is characterized by the weak imposition of continuity in
the interfaces of the elements through the insertion of a new variable (Lagrange multiplier). With the
use of a hybrid finite element approach, the approximations of spatial variables are relatively easy to
generate in a technical sense and are computationally efficient, even using high-order polynomial appro-
ximations. However, the convergence rate of the approximation is limited by the order of the method
used for the time integration. Considering this scenario, this paper aims to present high order methods
through semi-implicit schemes for the temporal discretization of reaction-diffusion equations.
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1 INTRODUCAO

Sistemas de equagdes diferenciais parciais (EDPs) de reacdo-difusdo sdo modelos matema-
ticos usualmente aplicados na quimica, biologia, fisica, entre outras, que se caracterizam pela
geracdo de algum tipo de padrao espacial complexo. Em razao disso, modelos de reagcdo-difusao
tém sido frequentemente estudados em termos mateméticos e computacionais. Os sistemas for-
mados por EDPs podem ser representados na forma geral

ou
5 = Au + R(u), (1)

onde u € a varidvel de interesse, A € um operador linear (por exemplo, o laplaciano) e R é um
operador comumente ndo linear que representa as reacdes.

Sob o ponto de vista computacional, diferentes metologias podem ser aplicadas com o obje-
tivo de construir aproximagdes numéricas para essa classe de problemas. Na literatura, méto-
dos numéricos de diferencgas finitas como Crank-Nicolson e ADI sdo frequentemente utilizados
(Hasnain et al., 2018; Pereira, 2019). Em casos onde o termo reativo € linear, o método ADI pro-
duz sistemas lineares tridiagonais, fato que pode reduzir consideravelmente o custo computaci-
onal envolvido. Entretanto, na presenca de termos de reacao ndo-lineares, torna-se necessario
utilizar um esquema de resolucao de sistemas nao lineares (como o método de Newton) em cada
passo de tempo (Hasnain et al., 2018), o que pode dificultar a obtencao da solu¢do. Dessa forma,
para contornar esse problema, € bastante comum o uso de esquemas semi-implicitos (que serd
discutido adiante) ou da técnica de decomposi¢do de operadores (Strang, 1968). Dentro desse
contexto, este trabalho vislumbra a aplicacdo de uma formulagdo hibridizada de elementos fi-
nitos em combinagdo com esquemas IMEX (Implicit-Explicit) como por exemplo os métodos
SBDF (Semi-Implicit Backward Differentiation Formula), para a resolucdo de alta ordem de
problemas de reacao-difusdo.

Inicialmente, hibridiza¢des de elementos finitos foram vistas como um truque de imple-
mentacdo com base em uma manipulagdo algébrica denominada condensacao estdtica, com o
proposito de reduzir consideravelmente o niimero de graus de liberdade do problema (Guyan,
1965; Fraeijs de Veubeke, 1965). No entanto, trabalhos seguintes demonstraram que essa téc-
nica poderia ser reinterpretada como versdes discretas de uma caracterizacao da solucdo exata,
expressa em termos de solugdes de problemas de contorno de Dirichlet em cada elemento da
malha, corrigidas por condicdes de transmissdo nas interfaces dos elementos (Raviart e Tho-
mas, 1977; Cockburn e Gopalakrishnan, 2005; Fix, 1976; Brezzi e Fortin, 2012). Dessa forma,
os métodos hibridos sdo caracterizados pela imposi¢cdo de continuidade nas interfaces dos ele-
mentos através dos multiplicadores de Lagrange, gerando assim um sistema global envolvendo
apenas os graus de liberdade associados ao multiplicador através da eliminacdo das varidveis
de interesse no nivel dos elementos (Igreja e Loula, 2017), fato que reduz bastante a comple-
xidade e o custo computacional envolvido, principalmente quando sdo utilizadas aproximagdes
polinomiais de alta ordem.

Com a utilizacdo de uma abordagem hibrida de elementos finitos, as aproximagdes das va-
ridveis espaciais sdo relativamente faceis de gerar em um sentido técnico e sdo computacional-
mente eficientes (por exemplo, quando comparado com outros métodos de elementos finitos),
principalmente utilizando aproximagdes polinomiais de alta ordem. Entretanto, a convergéncia
da aproximacao fica limitada a ordem do método utilizado para a discretiza¢do temporal. Diante
desse cendrio, este trabalho visa também o tratamento adequado do termo transiente presente
nas equacgdes que governam problemas de reacao-difusao.
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2 FORMULACAO VARIACIONAL HIBRIDA SEMI-DISCRETA

A seguir, é apresentada uma formulacdo hibridizada de elementos finitos para um modelo
de reagio-difusdo. Seja 2 C R? o dominio espacial e [0, T] o intervalo de tempo. Considere o
seguinte problema:

Problema modelo: Encontrar u : Q2 x [0,7] — R, tal que:

%—Au—R(u) = f(z,y) em € x [0, 77, 2.1
u(z,y,t) =0 sobre 0L x [0, 7], 2.2)
u(J;? Y, O) = Uo(l', y) em Qa (23)

onde f e up sdo funcdes conhecidas e suficientemente regulares. Para resolver a Eq. (2) atra-
vés do método de elementos finitos hibrido, considere uma malha 7;, formada pela unido de
todos os elementos K. Para as arestas e dos elementos, define-se os seguintes conjuntos:
En = {e;eéumaarestade K, K € T,} denota o conjunto de todas as arestas de todos os
elementos de 7, 5,? = {e € &; e é uma aresta interior} é o conjunto das arestas interiores e
&P = {e € &, e C 0N} o conjunto das arestas pertencentes a fronteira de §). Para cada ele-
mento, associa-se um vetor unitdrio normal ng. Com isso, pode-se definir o problema local, no
nivel de cada elemento K como segue:
Problema no nivel do elemento: Para cada t € (0,7, encontrar v tal que:

E—Au—R(u) = f(z,y) em K, 3.1)
Vul. =0 Ve € &, (3.2)

[u]. =0 Ve € &), (3.3)

u(z,y,t) =0 sobre £, (3.4)
u(z,y,0) = uo(x,y) em K, (3.5)

onde [Vul. = [u]. = 0 definem as condi¢des de transmissdo nas interfaces dos elementos e o
operador [-] é chamado de salto.
Sejam os seguintes espagos de dimenso finita: V¥ = {v;, € L*(Q);vp|x € Pu(K),VK € Tp}

e M¥ = {u;, € L*(e); unl. € Pi(e),Ve € E,}, onde Py (+) denota o espago de fungdes polino-
miais de grau k associado aos elementos ou arestas, respectivamente. Para obter uma formu-
lagdo variacional hibrida deve-se: (i) multiplicar a Eq. (3.1) por uma func¢do v, € V,’f e (ii)
integrar por partes o termo de difusdo no dominio /. Assim, chega-se a forma fraca local, dada
por:

ou
(—h, Uh) + (Vuy, Vo) — / Vuy, - ngvpds — (R(up), vn) e = (f,on)x,  (4)
ot K oK

onde (-, )k denota o produto interno no espacgo de aproximagao ao longo do dominio K.

A integragdo por partes do termo difusivo produz um termo no contorno do elemento que
garante a consisténcia do método. Para garantir as propriedades de consisténcia adjunta e estabi-
lidade, adiciona-se na Eq. (4) um termo de simetriza¢do e um termo de estabilizacdao (Babuska,
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1973), respectivamente, o que produz:

ou
(—h, vh) + (Vup, Vo, ) g — / Vuy, - ngvpds — (R(uy), vp) 5
ot K oK 5)

—/ (up — A) Vo, - ngds + B(upn — Nvpds = (f,vn)k, Yo, € Vy,
oK oK

onde § = 50—:2 ¢ um parametro de estabiliza¢do (com 3, > 0 pré-definido e considerado cons-
tante e h um parametro de malha) e A € uma nova varidvel inserida, representando o multiplica-
dor de Lagrange, definida como o trago de u nas arestas.

Com a inclusao do multiplicador de Lagrange, o problema na Eq. (5) contém duas inc6gnitas
(u e \) para somente uma equacgdo. Por essa razdo, torna-se necessario a inclusao de mais uma
equacgdo ao problema, para que o mesmo seja resolvivel. A nova equacdo inserida € oriunda da
imposi¢do de forma fraca das condi¢des de interface [u]. = 0 e [Vul]. = 0, a qual é dada por:

Z {/ Vuy, - ngppds +/ B(X — Uh)ﬂhds] =0, Yu, € Mj. (6)
. LJok oK

Por fim, chega-se na seguinte formulagdo variacional associada ao problema local
Formulacdo Variacional Hibrida (FVH): Para cada ¢ € (0, T, encontrar u;, € V¥ e A € MY
tais que satisfacam as Eq. (5) e Eq. (6).

3 DISCRETIZACAO TEMPORAL

Dentre diversos esquemas numéricos utilizados para aproximar equacdes diferenciais parci-
ais transientes, os métodos semi-implicitos destacam-se pela possibilidade de tratar diferentes
termos de forma implicita ou explicita. Como mencionado anteriormente, quando o termo R(u)
da Eq. (1) € ndo linear, abordagens totalmente implicitas resultam na necessidade de resolver
sistemas ndo lineares, tornando o processo de aproximac¢do mais caro computacionalmente. Por
esse motivo, tratar o termo reativo de forma explicita torna-se bastante interessante em termos
do custo computacional envolvido.

Dentro desse contexto, Ascher et al. (1995) apresenta uma familia de esquemas IMEX para a
integracao temporal em problemas de adveccao-difusdo e reagdo-difusdo. Ascher et al. (1995)
também demonstra em seu trabalho algumas andlises de estabilidade e em Crouzeix (1980)
podem ser encontrados alguns testes de convergéncia e estabilidade.

Seja uma parti¢do do intervalo [0, 7] dada por J = {to = 0,¢;,--- ,ty = T}, com o tama-
nho do passo de tempo sendo At = t,,1 — t, e u (t") aproximado por «". Um subconjunto
da familia de esquemas IMEX, denominados SBDF (Semi-Implicit Backward Differentiation
Formula), sdo apresentados a seguir, aplicados na Eq. (1).

SBDF1: Esta abordagem de primeira ordem é dada por

utt — " = AtAU"T + AR (u™) . (7)

Nota-se que o método acima pode ser visto como Euler implicito para o operador A e Euler
explicito para o operador R(u).

SBDF2: Esta abordagem pode ser vista como a aplicacdo do método BDF (Backward Differen-
tiation Formula) de ordem 2 para o operador A, com o termo de reacdo aproximado de maneira
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explicita. Assim, a discretiza¢do de segunda ordem para a Eq. (1) produz:

1

A7 [Bu"! —4u" +u" ] = AT 4+ 2R (u) — R (u"Y). (8)

SBDF3: Este método semi-implicito de terceira ordem ¢ dado por:

1 1]' n n 3 n— 1717 n n n— n—
E(E““—B“ tput g Q)ZA“*1+3R<u>—3R(u DR @) O

SBDF4: De maneira similar aos métodos anteriores, este método de quarta € escrito como segue

L (25 4 4 4,5, 1 4
_ o _4 n n _ _am g
A (12u u" + 3u U + 1Y

= Au""" + 4R (u") — 6R (u" ') + 4R (u"7?) — R (u"7%).

(10)

4 FORMULACAO HIBRIDA COMPLETAMENTE DISCRETA

Nesta secdo, a formulagdo hibridizada de elementos finitos apresentada na Secao 2 € aplicada
em conjunto com os métodos semi-implicitos descritos na se¢do anterior, com o propdsito de
obter formulagdes para aproximar problemas de reacdo-difusdo transiente. Sejam as seguintes
formas bilineares a(up, vy,), b(A, vy) e a forma linear f(vy,) dadas por:

a(up,vp) = (Vup, Vop) g — / Vuy, - ngovpds — Vo, - ngopds + Bupvpds

oK 0K oK

b(A, vp) = / Vup, - ngAds — BAvpds (11)
oK oK
f('Uh> = (f7 Uh)K

Formulacao Hibrida Completamente Discreta 1 (FHCD1): Nesta abordagem, a FVH ¢ apli-
cada com o método SBDF1. Dessa forma, para cada K € T, et, (comn = 0,...,N — 1),
encontrar (u) ™' A"T1) € VE x M¥, tais que:

(up ™t vn) o + At @ (up ™ o) +0 (A 0n) | = At f(vy)

. (12.1)
+ At (R(up),vn) e + (up, vn) i, Vop, € Vy

oK

Formulac¢ao Hibrida Completamente Discreta 2 (FHCD?2): Nesta abordagem, a FVH é apli-
cada com o método SBDF2. Assim, para cada K € T, et, (comn = 0,..., N — 1), encontrar

(up™', Am) € Vi x M, tais que:
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(™ 0n) 388 [ (™ o) +b (A )] = SA¢f ()

2 4 1
+ gAt(R(uZ),vh) — gAt (R(up™"), vn) c + 3 (upy,vn) i — 3 (up'v) s VYo eV
(13.1)
> l Vurtt - ngpuds +/ B — Y pds| =0, Y, € ML, (13.2)
. Lok oK

Formulacao Hibrida Completamente Discreta 3 (FHCD3): A combinacdo da FVH com o
método SBDF3 produz: paracada K € Ty, et, (comn =0, ..., N—1), encontrar (u), nH At ¢
Vi x MF, tais que:

(" en) 4 %t[ (5, h>+b<v+avh>}=ﬁmf<vh>

I8 At (RGup™).0m) + At (R(up™),vn) . (141)

18, 9 . 2
+ﬁ(uh,vh)K—ﬁ(uh 1,vh)K+ﬁ(uh 2’vh)K’ V’UhEV}If
Z [/ Vult  ngeupds +/ BN —ufth) ppds| =0, Yu, € Mj. (14.2)
oK oK

K

Formulacao Hibrida Completamente Discreta 4 (FHCD4): De forma similar aos esquemas
anteriores, a FVH ¢é aplicada com o método SBDF4. Logo, para cada K € T, e t, (com
n=0,..,N — 1), encontrar (uj"', A\"*1) € VF x M¥, tal que:

(UZH ) " At[ (n+17 h)_i_b(/\n—&-l’vh)] :%Atf(vh)

48 72 - 48 -
+ 25At (R(u}l), vn) g — %At (R(up™"),vn) , + 25At (R(up™?), vn)
n— a8 36 - 16,
- _At (R< 3)’Uh)[( + % (uhavh)K - % (uh 17vh)K + 2_5 (uh 27vh)K
3
— 2—5 (u’,f*g,vh)K, Yy, € V;’f
(15.1)
[ Vup - ngeppds + / BN —upt™) ppds| =0, VY, € M. (15.2)
< LJok oK

Com relagcdo a implementa¢do computacional dos esquemas FHCD1, FHCD2, FHCD3 e
FHCD4, a maneira mais eficiente é empregar a técnica de condensacio estética, eliminando os
graus de liberdade da varidvel u no nivel do elemento K € 7}, em favor dos graus de liberdade
do multiplicador de Lagrange. Dessa forma, o sistema global envolvido depende somente de ),
e com isso, essa opcao de resolucdo torna-se muito eficiente computacionalmente por reduzir
de forma considerdvel a dimensdo do sistema global. Em linhas gerais, os sistemas (12), (13),
(14) e (15) sdo resolvidos como segue: com a condensagio estdtica, isola-se u" ! das equacdes
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(12.1), (13.1), (14.1) e (15.1) para obter u" ™! em fungio de A", Substituindo esses resultados
nas equagdes (12.2), (13.2), (14.2) e (15.2), resolve-se o sistema global para \"*!, e por fim,
calcula-se a varidvel u"™! localmente. Destaca-se ainda que as solugdes u™ !, u" 2 e u"=3
precisam ser aproximadas nos primeiros passos de tempo (por exemplo, através do método

SBDF1 com At suficientemente pequeno) para o computo dos termos de reacdo nos métodos
SBDF.

5 RESULTADOS NUMERICOS

Os experimentos numéricos apresentados nesta secdo foram implementados utilizando a lin-
guagem de programacdo C++ com o auxilio da biblioteca deal.lIl (Bangerth et al., 2007). Os
modelos foram gerados em dominios bidimensionais (€2 = [0, 1] x [0, 1]) e as malhas foram
formadas por elementos quadrilateros com N X Ng elementos. Objetivando-se validar as for-
mula¢des FHCD1, FHCD2, FHCD3 e FHCD4, foram realizados testes de convergéncia em
um problema classico de reagdo-difusdao, denominado Modelo de Gray-Scott (MGS) (Gray e
Scott, 1983, 1985). Esse modelo é composto por um sistema de EDPs que conseguem reprodu-
zir uma variedade de padrdes a partir da reacdo e difusdo de espécies quimicas. O MGS pode
ser descrito por

Ju 9

i =diAu+ F(1 —u) —uw em € x[0,7T], (16.1)
68—7”;’ = dyAw — (F + k)w + uw? em x[0,7], (16.2)
Vu-n=Vw-n=0 sobre 002 x [0,T7, (16.3)
u(z,y,t =0) = u’(z,y) em (), (16.4)
w(z,y,t =0) =uw’(z,y) em §, (16.5)

onde u e w sdo espécies quimicas; d1 e d2 sdo os coeficientes de difusdo das espécies u e w,
respectivamente; F' e k£ sdo parametros que controlam a reacdo das espécies.
Para fins de testes de convergéncia, a seguinte solucdo exata serd utilizada:

ue(z,y,t) = cos(mx) cos(my) sin(t), (17.1)
We(x,y,t) = 2 cos(mx) cos(my) sin(t). (17.2)

Adotou-se os seguintes pardmetros: d; = dy = F = 1, k = 0, 8, = 10, tempo de simulagio
T = 1 e tamanho do passo no tempo At = h%, onde 6 denota a ordem do método de
discretizag@o no tempo e k € a ordem de aproximacao polinomial.

Destaca-se que devido ao termo de reacdo nao linear, a Eq. (16) ndo possui uma solucao
exata de forma fechada e explicita. Por isso, ao empregar a Eq. (17) como solugdo exata,
termos fontes irdo surgir na Eq. (16.1) e Eq. (16.2) a fim de manter as igualdades vélidas.

Sendo assim, os resultados obtidos sdo apresentados nas tabelas a seguir.
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Grau Malha Erro Ordem Erro Ordem
(k) | (N X Ni) | (lue — unlr2) (lwe — wallr2)
1 4 x4 1,4132e-02 - 3,4169¢-02 -
1 8§ x 8 3,4847e-03 2,02 8,5882e-03 1,99
1 16 x 16 8,6794e-04 2,01 2,1500e-03 2,00
1 32 x 32 2,1678e-04 2,00 5,3770e-04 2,00
Tabela 1: Erro e taxa de convergéncia para a FHCD1.
Grau Malha Erro Ordem Erro Ordem
(k) | (N X Ni) | (Jlue — unllr2) (lwe — wallr2)
1 8 x 8 3,6400e-03 - 8,9793e-03 -
1 16 x 16 9,3498e-04 1,96 2,2053e-03 2,03
1 32 x 32 2,3815e-04 1,97 5,4522e-04 2,02
1 64 x 64 6,0160e-05 1,98 1,3551e-04 2,01
Tabela 2: Erro e taxa de convergéncia para a FHCD2.
Grau Malha Erro Ordem Erro Ordem
(k) | (Nk X Ni) | (llue — unl|r2) (lwe — wnllz2)
2 16 x 16 8,5325e-05 - 8,0193e-05 -
2 32 x 32 1,1461e-05 2,90 1,1436e-05 2,81
2 64 x 64 1,4637e-06 2,97 1,4693e-06 2,96
2 128 x 128 1,8457e-07 2,99 1,8583e-07 2,98
Tabela 3: Erro e taxa de convergéncia para a FHCD3.
Grau Malha Erro Ordem Erro Ordem
(k) | (Nk X Ni) | (llue — un||r2) (lwe — wnllz2)
3 16 x 16 3,8143e-05 - 1,8276e-04 -
3 32 x 32 4,2245e-07 6,5 4,6935e-07 8,61
3 64 x 64 2,1015e-08 4,33 2,4771e-08 4,24
3 128 x 128 1,1188e-09 4,23 1,2968e-09 4,26

Tabela 4: Erro e taxa de convergéncia para a FHCD4.

As Tabelas 1, 2, 3 e 4 apresentam os erros € as taxas de convergéncia das aproximacdes nu-
méricas obtidas para o MGS, empregando os esquemas FHCD1, FHCD2, FHCD3 e FHCDA4,
respectivamente. Em todas as tabelas, nota-se o decaimento do erro de acordo com o refina-
mento da malha e a ordem do método convergindo para a taxa esperada. Para o mesmo nivel de
refinamento da malha, observa-se também a reducao do erro quando o grau dos polindmios de
interpolagdo e a ordem do método aumentam, sendo essa uma das principais caracteristicas que
justificam a escolha por métodos de alta ordem. Com base nos resultados encontrados, pode-se
afirmar que as formulagdes apresentadas neste trabalho fornecem solucdes precisas e de alta
ordem no tempo e espaco para problemas de reac¢do-difusao.

Copyright © 2019 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXXVII, pags. 943-952 (2019) 951

6 CONCLUSOES

No presente trabalho, formulagdes hibridas de elementos finitos foram combinadas com es-
quemas semi-implicitos (especificamente com os métodos SBDF) com o intuito de construir
aproximagdes de alta ordem para problemas de reagcao-difusdao. Observou-se que os esquemas
FHCD1, FHCD2, FHCD3 ¢ FHCD4 apresentaram a taxa de convergéncia esperada. Além
disso, notou-se também uma maior precisdo nos esquemas de alta ordem em relacdo aos de
baixa ordem, sendo essa uma das principais vantagens que justificam a escolha por métodos de
alta ordem.

Meétodos hibridos de elementos finitos destacam-se pela eficiéncia e baixo custo computaci-
onal para gerar aproximagdes numéricas de alta ordem para a varidvel espacial, principalmente
quando comparados com outras formulagdes classicas de elementos finitos (como as de Galer-
kin continuo e Galerkin descontinuo). Por outro lado, os métodos SBDF também apresentam
alternativas de alta ordem e permitem tratar o termo de rea¢do ndo linear de forma explicita.
Dessa forma, conclui-se que a utilizagao de métodos hibridos de elementos finitos em conjunto
com os métodos SBDF sdo altamente atrativos para problemas de reacdo-difusao.

Como perspectivas de trabalhos futuros, pretende-se combinar formulagdes hibridas de ele-
mentos finitos com a técnica de decomposi¢do de operadores e realizar comparagdes com as
abordagens apresentadas neste trabalho. Deseja-se também, estudar essas metodologias em
problemas que descrevem fendmenos mais complexos.
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