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Resumen. La condicién de borde absorbente algebraica discreta no-local (DNL), propuesta en el proble-
ma resistencia de ola usando el método de diferencias finitas (o FDM, por Finite Difference Method) y el
método de elementos finitos (0 FEM, por Finite Element Mehod), es extendida para el método de elemen-
tos de borde (o BEM, por Boundary Element Method). Como ejemplo numérico se muestra un resultado
preliminar de un caso cuasi bidimensional (2D) consistente en un cilindro esbelto sumergido en posi-
cioén horizontal a una profundidad fija en un flujo potencial que es uniforme corriente arriba, obteniendo
por puntos la curva de la resistencia de ola en funcién del nimero de Froude, y que es comparada con
la obtenida con BEM basado en el esquema de diferencias en contracorriente de alto orden de Dawson.

Keywords: ship waves, incompressible inviscid fluids, potential theory, non-local algebraic absorbing
boundary condition, boundary element method, collocation technique.

Abstract. The algebraic discrete non-local (DNL) absorbing boundary condition, originally proposed
for the wave-resistance problem using the finite difference method (FDM) and the finite element method
(FEM), is extended to the boundary element method (BEM). As a numerical example, a preliminary
result of a quasi two-dimensional (2D) case consisting of a slender cylinder submerged in a horizontal
position at a fixed depth in a potential flow that is uniform upstream, obtaining by points the curve of the
wave resistance as a function of the number of Froude, and that is compared to that obtained with BEM
based on the Dawson upwind difference scheme of high order.
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1. INTRODUCCION

El empleo de la condicién de borde absorbente algebraica discreta no-local (DNL) en pro-
blemas de propagacién de ondas, como el la resistencia de ola en barcos (Wehausen, 1973),
es bien conocido usando ya sea el método de diferencias finitas (o0 FDM, por Finite Difference
Method), o el método de elementos finitos (0 FEM, por Finite Element Mehod) (e.g. ver Storti
et al., 1998, 2000). También se conocen otras aplicaciones de las condiciones de borde absor-
bentes como, por ejemplo, para la ecuaciéon de Helmholtz (e.g. ver Medvinsky et al., 2008).
En el caso del problema de la resistencia de ola, a diferencia de métodos similares al esquema
clasico de derivadas finitas en contra-corriente de alto orden de Dawson (1977), evita el uso de
viscosidades numéricas en la discretizacién, de modo que se puede usar un esquema centrado
para el operador de superficie libre.

Como es conocido en la teorfa de la condicion de borde absorbente algebraica discreta no-
local (DNL) (Storti et al., 1998), la misma es completamente absorbente en el sentido de que
la solucién es independiente de la posicidn de los contornos artificiales ubicados en corriente
arriba y en corriente abajo, y se deriva de un andlisis directo de las ecuaciones en diferencias
con coeficientes constantes asociadas al problema del continuo, asumiendo que la malla es
parcialmente estructurada, requiriendo la descomposicion en autovalores de una matriz con una
dimension menor que la matriz del sistema. Luego, es posible emplear un esquema centrado
para el operador de superficie libre, lo cual permite una discretizacion completa con los métodos
mds cldsicos evitando el uso de derivadas en contrarriente.

Por su parte, el BEM frecuentemente reformula un problema de valores de borde de tipo
eliptico mediante una ecuacion integral de borde (BIE, por Boundary Integral Equation) (e.g.
ver Hackbusch, 1995). En este trabajo se explora el uso de la condicion de borde absorbente
algebraica discreta no-local (DNL) pero esta vez utilizando el BEM con una BIE que serd
aproximada mediante una técnica de colocacion.

2. FORMULACION CON FLUJO POTENCIAL

Consideremos un flujo estacionario sobre un cuerpo tridimensional (3D) fijo, cerrado, y com-
pletamente sumergido, donde la corriente es uniforme en infinito corriente arriba y de velocidad
constante Uy, = (Up 0, 0,0) que, por simplicidad, lo asimilamos a un canal de seccién uni-
forme consistente en un rectdngulo de profundidad L, y ancho L,. El fluido ocupa la region
() la cual es acotada por las paredes laterales y el fondo del canal ', las secciones de entra-
da/salida I'7 0, la superficie del cuerpo sumergido I's y la superficie libre I'r. El eje cartesiano
x es paralelo a la velocidad no-perturbada corriente arriba Uy .., mientras que el eje cartesiano
z es positivo hacia arriba. La velocidad u estda dada por u = V&, donde ¢ es el potencial
total, el cual satisface la ecuacién de Laplace en el dominio del flujo €2, y es separado como
P = Uaoox + ¢ donde x = (x,y, 2) es la posicién y ¢ es el potencial de perturbacién. La
posicién de la superficie libre ' estd dada por la funcion z = ((z,y), donde ( es la elevacién
de la superficie libre con respecto al plano de referencia z = 0 el cual es el plano de equilibrio
hidrostético.
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2.1. [Ecuaciones de gobierno

Las ecuaciones para el par solucién {®, (} son:

(AD =0 en ();
0,9 =0 enl's + ['¢;
(= (U} —IVP]?) /(29) enTp; (1)
(P —Cy®, +P.=0 enlp;

V] < o0 enl;o.

2.2. Expansion de flujo lento

Como pardmetro de expansién asintética elegimos al nimero de Froude Fr = U/+/Lg, donde
L es alguna longitud caracteristica del flujo, y g es la aceleracién de la gravedad. La linealiza-
cion de la corriente lenta asume que Fr < 1, cuyo flujo base se obtiene en el limite ¢ — oo
con lo que la superficie libre ((z,y) colapsa en el plano de equilibrio hidrostatico z = 0, con
lo cual desaparece el patron de olas detrds del cuerpo, y que es equivalente al flujo del cuer-
po doble obtenido por imagen especular del dominio con respecto al plano z = 0. Después
de solucionar el flujo basico, la aceleracion es restablecida vy, si las alturas de ola son lo su-
ficientemente pequenas, entonces las mismas pueden considerarse como una perturbacién del
flujo base, cuyo tratamiento conduce a una linealizacién de las ecuaciones gobernantes, resul-
tando el par potencial y altura {¢y, (x}, respectivamente, donde £ = 0 corresponde al flujo
base y £ = 1 al flujo perturbado. En el problema perturbado hacemos la expansion asintética
{é1,(1} = {do+e, (o + ne}, a primer orden en &, con ¢ = Fry 0 < ¢ < 1 para el flujo lento,
donde {¢,n} es el par solucién incremental dado por el potencial de ola ¢ y la altura de ola
n. Ambos potenciales ¢ ; son arménicos, i.e. Agg; = 0, en sus respectivos dominios Q%!, y
se asume que las elevaciones (p; son univaluadas y suficientemente pequefias, de modo que el
par de soluciones incrementales {1, en} ={(¢1 — ¢o), ((1 — o)} también son suficientemente
pequeios cuando € < 1.

2.3. Potencial de ola linealizado

El sistema de ecuaciones linealizado para el par solucién {1, n} son escritas en la forma (e.g.
ver Storti et al., 1998)

(Aw =0 en ();
O =0 enl's +T¢;
gn=—-U{VY — xo1 enz=0; (2)
Ontb = VT (Ugn) en z = 0;

| [VY] < o0 enl'/o.

donde Uy = Uj + Vo es la velocidad del flujo base en el plano hidrostdtico z = 0,
mientras que X es la diferencia en la condicion de borde dindmica entre el flujo base (flujo 0)
y el flujo perturbado (flujo 1), evaluada en el plano hidrostatico, y que da lugar al término fuente
del sistema de ecuaciones BEM del flujo perturbado. Reemplazando Ec. (2.c) en Ec. (2.d)

1 1
Ot = —EVTUOUOTWD — ;VT(UO Xo1) - (3)
La diferencia x(; se obtiene mediante la ecuacion de Bernoulli (con p = 1) del flujo base

1 1
5Uo + 9% = 505 + Xo1 ; )
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pero en el flujo base la superficie libre coincide con el plano de equilibrio hidrostético, i.e.
o = 0, entonces xo1 = (U§ — Ug ) /2. Luego

1 1
O = —QVTU0U5V¢ - %VTUO(U(? - U(?,oo) enz = 0; ()

es una condiciéon de borde no-homogéna de tipo Neumann para el potencial de ola v, y que
puede asimilarse a un flujo transpiracién o’ = 0,9 que simula el desplazamiento de la superficie
libre desde el plano hidrostatico z = 0, i.e. ¢’ = D1 + f, con los operadores

D=—-1/gVTU,Ul'v

6
f = —1/(29) VTUG(UE — U2.) ©

3. FORMULACION NUMERICA CON BEM

La solucidn se obtiene en dos etapas, resolviendo primero el problema del flujo basico vy,
a continuacion, el problema del flujo perturbado. En ambos se emplea la misma malla BEM,
donde la superficie libre coincide con el plano de equilibrio hidrostitico z = 0. La malla BEM
contiene paneles planos abarcando I' = I', U I';, siendo I', la porcién con E, paneles sobre
el plano, I'; la porcidn con £, paneles sobre el cuerpo sumergido. El numero total de paneles
es £ = E, + FE,. La numeracion de los paneles es correlativa para facilitar un tratamiento
por bloques. La formulacién numérica con BEM se basa en la formulacion integral de Morino
(Morino, 1985) e implementada con paneles de bajo orden, con colocacién en los centroides de
los paneles, dando un sistema de ecuaciones lineales, donde la matriz del sistema es cuadrada y
regular de tamafio // X F para ambos flujos (Sarraf et al., 2015, 2016).

3.1. BEM para el flujo basico

El sistema de ecuaciones para el flujo basico es escrito como A7? = b’ donde A es la
matriz del sistema, mientras que 1" y b® son el potencial y el vector fuente del flujo bdsico,
respectivamente, evaluados en los centroides de los paneles. El vector fuente b’ = Co es el
producto de la matriz monopolar C y el vector de flujos o° dado por la condicién de borde
de flujo deslizante en las paredes sdlidas 0°(x;) = —U} (x;)n(x;), donde n(x;) es el versor
normal orientado hacia el lado mojado. La matriz del sistema es separado en los bloques como
sigue, donde p denota en el plano y b en el cuerpo (por body):

ul-eeEd . o
Abp Ay T/’b Cbp Cu gy,
3.2. BEM para el flujo perturbado

En el problema de flujo perturbado todas las superficies del flujo basico permanecen fijas, de
modo que empleamos la misma malla BEM y escribimos un sistema matricial similar

Ay Apy| [Py _ Cpp Cul |0 (8)
Abp A | | Cbp Cuw| |0ob
la condicién de borde de tipo Neumann es nula sobre el cuerpo sumergido o, = 0 mientras que
sobre el plano de equilibrio hidrostético

op = BDpptpy, + 1 )
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donde la matriz D,, en el plano de equilibrio hidrostético esté asociada con el operador V' U U!'V,
donde U, proviene de la solucién del flujo bésico, y § = 1/g, mientras que D,,, = diag(D;),
donde D; = D(x;) es una matriz de diferencias finitas, mientras que f = f(x;) proviene de la
diferencia ; entre los flujos base y perturbado. Reemplazando o, y o, y reordenando

(App_ Cpprp) Apb} FDP} — {Cm’f} . (10)
(Ap, — CyDpp) Ap] [¥]  [Copf

En este sistema hay que introducir, ya sea las condiciones de radiacion, o bien un esquema de
diferencias finitas en contracorriente en D,,,, desde que sin las mismas el problema hidrodina-
mico es incompletamente formulado.

3.3. Diferencias finitas en el plano hidrostatico

En el método BEM+Dawson se emplea el cldsico esquema de diferencias finitas de Dawson
que, en una formulacién en potencial, es de quinto orden, no-centrado y orientado en contra-
corriente. En una malla unidimensional (1D) de paso constante h, se reduce a

St — 1), 4 140);_9 — 613 + 1),y
2h2

D(v); = (11)

En cambio, en el método BEM+DNL basta emplear un esquema de diferencias finitas centradas
de segundo orden que, en una malla 1D de paso constante h,., se reduce al cldsico esquema

i — 20+ i
— =

D(¥); (12)

4. CONDICION DE BORDE ABSORBENTE ALGEBRAICA DISCRETA DNL EN BEM

El método basado en la condicién de borde absorbente algebraica discreta no-local (DNL)
dado en Storti et al. (1998) hace un estudio directo de las soluciones de las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias con coeficientes constantes en dominios no-acotados en la direccién del flujo,
y que sigue de cerca el caso general descrito por Hagstrom y Keller (1986). Se basa en suponer
que a partir de cierta coordenada |x| > L la malla es estructurada unidimensionalmente, y si
ademds la velocidad no perturbada ug es constante y el término fuente es nulo para |z| > L,
entonces puede calcularse en forma cerrada la expresion asintética de la solucidn discreta en
base a un problema de autovalores para los grados de libertad en cada capa de nodos de la parte
estructurada. La condicidén absorbente se basa en fijar a cero aquellos grados de libertad que
corresponden a modos que crecen para x — 400 en z = *L. El problema de flujo potencial
con superficie libre se caracteriza por tener soluciones propias en la forma de cosenos y senos,
ademads de las exponenciales habituales, las cuales no se anulan ni divergen en ninguna de las
direcciones.

En este trabajo, el problema de autovalores auxiliar se plantea en forma muy cruda mediante
el agregado de dos capas de paneles extra a la malla BEM usual, con £, paneles ubicados en
corriente arriba y otros £, paneles en corriente abajo. Cada capa se encuentra sumergida a una
profundidad constante /. con respecto al plano hidrostatico = = 0. Dentro de cada capa los
paneles se encuentran separados entre si con un paso h, constante a lo largo de la direccién car-
tesiana x y, por simplicidad, se elije h, = h,. Estos 2 E, paneles, junto con los correspondientes
paneles enfrentados en el plano hidrostatico, permiten definir y resolver por FDM el problema
de autovalores asociado con la condicion absorbente algebraica discreta no-local (DNL), cuya
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solucion se incorpora en el sistema BEM como restricciones lineales extra. Las siguientes dos
subsecciones es un repaso de lo presentado con FDM en Storti et al. (1998) pero que sirve lo
mismo con BEM.

4.1. Problema de autovalores de la condicion DNL

El problema de flujo potencial con superficie libre se caracteriza, incluso en una aproxima-
ciéon muy cruda, por tener soluciones propias en la forma de cosenos y senos, ademads de las
exponenciales habituales. Las ecuaciones de gobierno muy lejos del cuerpo, en donde la carga
de presion sobre la superficie libre es nula o despreciable, son

Ay =0 para z < 0;

N (13)
Yo+ K, =0 eny=0;

donde K~ = Ugoo /g. Consideremos ahora una semi-discretizacion en la vertical, segin z, con

Az constante. Sea z; = —jAz, paraj = 0,1,...,(Q. La aproximacioén a la Ec. (13.a) es
Pion = 20 + 0
e e =0 (14)
Para (13) podemos aproximar 0,,%) con una aproximacion de primer orden en Az decentrada
D K M =0 (15)
Az

pero, en realidad, es simple desarrollar una aproximacién de segundo orden en Az, si consi-
deramos una aproximacion centrada para d,,7) con un nodo ficticio z_; = Az e imponiendo la
ecuacion interior también en j = 0. Para tal fin, definamos un nodo ficticio ubicado por encima
del plano hidrostatico en z_; = Az, y usamos una aproximacion de segundo orden para la
derivada centrada

Vo1 —

2Az
pero hemos agregado una incognita de manera que debemos sumar una ecuacion, para lo cual
agregamos la ecuacion de los nodos interiores para j = 0

+ K Y00 =0 ; (16)

Vo1 — 200 + U
+ YPoze =0 . 17
AZ2 ?/10, ( )
Después de eliminar la incognita correspondiente al nodo ficticio queda una ecuacion similar
—wﬂ _ wl + K_lw(),xx =0 ; (18)
Az

donde K~ =1 /K — Az/2 es un valor corregido para K1, con lo que se recupera el orden
O(A~2?) en una aproximacién por diferencias finitas.

4.2. Una aproximacion muy cruda

En una aproximacién muy cruda suponemos que tenemos sélo dos puntos en la discretizaciéon
vertical, con un nodo en el plano hidrostatico con potencial 1)y, y otro nodo sumergido en
z1 = —Az con potencial ;. El sistema dado por las Ecs. (14), (18) puede ponerse como

Vo +AY =0 (19)
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con el vector 1) = {zﬂ ylamatriz A = _fg?ﬁ; _1[/(A/ZA2Z : (20)
Proponiendo soluciones de la forma 1) = 1p,e*® se llega a la ecuacién caracteristica
det(A — M) = A\ — (K/Az 4+ 1/AZ)N - K/A2 =0 . 21)
donde el discriminante de su solucién
A= (K/Az+1/A2*)? +4K/A2* >0 (22)

que al ser positivo, las dos soluciones son reales. Pero como el término independiente es nega-
tivo, entonces una raiz es positiva A\; > (0 y la otra es negativa \» < 0. Ahora sea la descompo-
sicion en autovectores

A =SAS™! : A = diag(A\, \2) (23)
entonces haciendo el cambio de variables U = S™!4), el sistema queda
U, +AU=0; (24)

Como A es diagonal, el sistema se desacopla en dos ecuaciones escalares

T A =0 5
Uy gz + A1UL (25)
U2, za + /\2u2 =0
Ahora bien, como A\, < 0 las soluciones de la Ec. (25) cuando |x| > L son de la forma
Uy = aetr2® 4 pe~h2T (26)

donde k3 = +/—A\,. Entonces, la condicidn absorbente algebraica discreta no-local (DNL) con-
duce a las restricciones
U2 o + k‘gUg =0 enr — :l:L, (27)

Para la u; la solucién general para |z| > L es de la forma
uy = ¢4 cos(ki1x) + dy sin(kyx) para +x > L; (28)
con k; = v/, y las condiciones de contorno apropiadas son
U = Uz =0 enx = —L. (29)

Ahora, para poner las condiciones de contorno absorbentes en términos de las variables origi-
nales 1)y, ¥, recordemos que U = S~14) para poner

w=[1 0U=[ 0 S'yp=w v ;

30
uy=[0 1] U=1[0 1] ST'p=wi 9 G0
donde
wi =[1 0] S7%;
T o 31
W, = [O 1} ST
y las condiciones de borde absorbentes son
witp=wi,=0 enz=-L; (32)
wlit, tkowlp =0 enz=+L.

en donde se evidencia la asimetria, con 3 condiciones de contorno absorbentes en corriente
arriba y una sola en corriente abajo.
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centroide

nodo

Figura 1: Esquema de una malla BEM+DNL en un cilindro esbelto de radio Ry altura L, sumergido a profundidad
H e inmerso en un flujo no-perturbado corriente arriba con velocidad Uy, uniforme, y aceleracién g. Los paneles
en los extremos se utilizan en el problema de autovalores de la condicién absorbente algebraica discreta no-local
(DNL).

5. EJEMPLO NUMERICO

Consideramos un caso cuasi bidimensional (2D) consistente en un cilindro de radio R y
altura L, sumergido en posicion horizontal a profundidad , en un flujo uniforme en corriente
arriba con velocidad no-perturbada U o, = (Uj o, 0, 0), ver Fig. 1. La tarea consiste en trazar
por puntos la curva de la resistencia de ola en funcién del nimero de Froude, donde la rapidez
corriente arriba Uy . es la inica variable en la simulacion. La resistencia de ola analitica I, por
unidad de longitud estd dada por (Landweber, 1961; D’Elia et al., 2002)

p AT gm (33)
Ué,oo
donde F) es la fuerza de resistencia de ola segun la direccion cartesiana z, R es el radio del
cilindro, H es la profundidad de su eje, Uy » es la rapidez no-perturbada corriente arriba, mien-
tras que ¢ es la aceleracion de la gravedad. El nimero de Froude representativo en este tipo de
flujo se refiere a la profundidad, y es definido como Fr = Uy o, /+/gH.

En este ejemplo se adoptan los siguientes parametros: radio 2 = 0.1, profundidad H = 1,
aceleracion g = 1, longitud del cilindro L, = 4, y densidad del fluido p = 1. Se utiliza
BEM+DNL junto con un esquema de diferencias finitas de segundo orden y centrado en el
plano hidrostatico z = (. Antes de empezar con cédlculo BEM propiamente dicho, se pre-
computa numéricamente en GNU—-Octave el problema de autovalores dado por las Ecs. (19-20),
obteniendo las condiciones absorbentes expresadas por las restricciones lineales dadas en la Ec.
(32).

La malla BEM+Dawson consiste en £/, x E, = 100 x 1 paneles en el plano hidrostatico,
y E,. = 72 paneles en el cilindro, mientras que la malla BEM+DNL se obtiene de la anterior
agregando 2 tiras de paneles sumergidos a una profundidad constante de h, = 0.1. En cada tira
sumergida hay 3 paneles separados con paso constante i, = 0.10 a lo largo de la direccién
cartesiana x. Los 6 paneles junto con los correspondientes paneles enfrentados en el plano
hidrostatico son simétricos con respecto a traslaciones horizontales, por lo que para resolver las
Ecs. (19-20) asociadas con la condicién absorbente algebraica discreta no-local (DNL) basta
considerar una semi-discretizacion en diferencias segin z en cualquiera de las tiras verticales.
No obstante, més adelante, cuando se tengan que imponer en el sistema BEM las restricciones
lineales dadas en la Ec. (32), también hace falta una discretizacion en el sentido horizontal x
para una aproximacion de la primera derivada en ambos extremos. Por practicidad se elige un
esquema en diferencias de primer orden centrada con 3 paneles en cada extremo. Como una
primera implementacién, la definicién y solucién del problema de autovalores asociado con
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resistencia de ola adimensional

—e— BEM+DNL
—»— BEM+Dawson

[0 ) E—————— —— analitica

| | | |
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6
nimero de Froude Uy o /v/gH

Figura 2: Resistencia de ola adimensional sobre el cilindro mostrado en la Fig. 1 en funcién del nimero de Froude

Fr = Uoﬁoo/\/ HR.

la condicion absorbente algebraica discreta no-local (DNL) se realiza con un pre-computo en
GNU-Octave, dando lugar a restricciones lineales que en el ensamblaje se agregan en el sistema
BEM estdndar, con las cuales es posible emplear el esquema en diferencias centrado de segundo
orden dado por la Ec. (12).

En la Fig. 2 se muestra el arrastre de ola adimensional C,, = F, /Fy, donde Fy = (p/2)RU; .,
en funcion del nimero de Froude, y obtenidos con: (i) solucién numérica BEM+DNL,; (ii) so-
lucién numérica BEM+Dawson; y (ii) solucién analitica.

6. CONCLUSIONES

Para el problema de la resistencia de ola en hidrodindmica potencial 3D se ha presentado un
resultado preliminar de un esquema BEM+DNL en un caso cuasi-2D basado en un método de
elementos de borde (BEM) y en la condicién de borde absorbente algebraica discreta no-local
(DNL). La implementacion BEM+DNL requiere agregar capas de paneles adicionales a una
malla BEM+Dawson tradicional, a los efectos de definir un problema de autovalores auxiliar
que surge de una semi-discretizacion en vertical mediante diferencias finitas. El problema au-
xiliar de autovalores depende paramétricamente de la rapidez no-perturbada, por lo cual debe
resolverse uno para cada rapidez. De todos modos, el tamaifio del problema auxiliar es mucho
menor al de la malla completa porque involcra tinicamente las capas de paneles en los extremos
en corriente arriba y abajo. A continuacion se prosigue con el esquema habitual en la condicion
de borde absorbente algebraica discreta no-local (DNL), donde las condiciones de borde absor-
bentes son impuestas como restricciones adicionales al sistema de ecuaciones tradicional BEM,
y que son resueltas mediante superposiciéon. Como trabajo a futuro se proyecta que el proble-
ma de autovalores auxiliar sea incorporado en el cédigo computacional que hace el computo
BEM. Si bien se tiene un resultado preliminar, se estima que el método BEM+DNL pueda com-
plementar a los esquemas mads tradicionales tales como BEM+Dawson, BEM+Fourier (D’Elia
et al., 2000), FDM+DNL, o FEM+DNL.
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