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Abstract. Este trabajo trata sobre la solución de la dińamica vibratoria de anillos, gruesos de sección ar-
bitraria dentro de la teorı́a de Resistencia de Materiales, donde se reducen sobre algun eje las propiedades
elasticas e inerciales. Basados en las ecuaciones de movimiento ya conocidas se utiliza la dinámica la-
grangeana para medios continuos como alternativa para llegar al mismo sistema gobernante. El modelo
incluye los efectos producidos por las deformaciones de flexión, extensíon y corte; aśı como inercia
rotatoria y corrimiento del eje neutro. Para su resolución se emplean funciones analı́ticas, expresadas
como series de potencias. Como aplicación del modelo se utilizan los anillos de secciones circulares
y rectangulares. Las frecuencias y modos normales de vibración halladas por el ḿetodo desarrollado
se corresponden con los modelos más sencillos, cuando los términos correctivos tienden a cero (anillos
delgados cĺasicos). La ventaja del ḿetodo de resolución consiste en la facilidad de la obtención de solu-
ciones completas para distintos tipos de problemas, planteados como ecuaciones de recurrencia, con un
costo computacional sensiblemente menor comparado con otras técnicas nuḿericas. Se comparan los
resultados de anillos gruesos con los obtenidos con la teorı́a de la Elasticidad lineal para estados planos
de tensíon. Tambien se demuestra que es posible recuperar de la teorı́a cĺasica de anillos delgados.

Mecánica Computacional Vol XXV, pp. 1805-1820
Alberto Cardona, Norberto Nigro, Victorio Sonzogni, Mario Storti. (Eds.)

Santa Fe, Argentina, Noviembre 2006

Copyright © 2006 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



1 INTRODUCCI ÓN

En este trabajo se trata la solución, por medio de series de potencias, de las ecuaciones de
movimiento de anillos gruesos para el caso de vibraciones libres en su plano, es decir aquellas
vigas curvas cerradas donde la altura de la sección es relativamente importante con respecto
al radio de curvatura baricéntrico (Figura1). La deduccíon original del sistema diferencial se
encuentra en (Filipich, 1991) utilizando el principio de Hamilton, que generaliza e incluye a
la teoŕıa de anillos circunferenciales delgados (Love, 1958) corrigiendo y ampliando diversas
aproximaciones que sobre el tema presenta la bibliografı́a por ejemplo (Issa et al., 1987).

En base a las ecuaciones de Euler - Lagrange en este trabajo se presenta sucintamente otra
alternativa para deducir las ecuaciones de movimiento. Se toma como incógnitas primarias las
componentes del vector desplazamiento radialu, tangencialw y el giro por flexíon θ de cada
seccíon admitiendo que se mantiene plana durante la deformación.

Se considerarán todos los aportes energéticos de deformación: axil, flexional, y por corte
adeḿas de los aportes en la energı́a cińetica de las velocidades debidas a los desplazamientos
u y w pero adeḿas la contribucíon de la inercia rotatoria. También para incluir barras curvas
muy gruesas se tienen en cuenta el corrimiento del eje neutro hacia el centro de curvatura por
ejemplo (Belluzzi, 1957).

El modelo incluye cargas transversales (en sentido radial), tangenciales (en sentido del eje
o longitudinal) y momentos distribuidos sobre el eje neutro para tener en cuenta que las cargas
tangenciales podrı́an actuar exćentricamente respecto de ese eje.

2 ECUACIONES DEL MOVIMIENTO

2.1 Cantidades cinematicas y sus relaciones

En la Figura1 se muestra el esquema a utilizar: barra curva circunferencial de sección uni-
forme, cuya sección transversal tiene al menos un eje de simetrı́a contenido en el plano de la
estructura.

Se denominaŕa comoα y t a las variables angular y temporal respectivamente, indicándose
comou al desplazamiento radial de la sección, comoθ al giro flexional de la sección y como
w∗ al desplazamiento tangencial de cada fibra.

Se admite la hiṕotesis de Navier - Bernoulli (mantenimiento de secciones planas) por la cual

u = u(α, t) (1)

θ = θ(α, t) (2)

w∗ = w∗(α, t, y) (3)

donde
w∗ = w(α, t) + y θ(α, t) (4)

siendow el desplazamiento tangencial del eje neutro. La coordenada“y” se mide desde el eje
neutro creciendo hacia el centro de curvatura.

Cabe aclarar queθ es la diferencia entre el giro total y el debido al corte. La hipóteis
comúnmente aceptada conduce, como sabemos, a que la distorsión angularγ es nula, en nuestro
caso no es ası́ pero el mantenimiento plano de las secciones durante la deformación exige una
correccíon en la tensíon tangencial hallada por Hooke. Se halla además el valor deτ por sim-
ples consideraciones de equilibrio (como se sabe en Resistencia de Materiales la compatiblidad
de deformacíon nunca se verifica). Comparando ambas expresiones surge el denominado factor
de corte.
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Figure 1: Esquema de la barra y sus aproximaciones, mantenimiento de secciones planas

De la teoŕıa de barras de gran curvatura por ejemplo (Belluzzi, 1957) tenemos que∫∫
A

dA

r
=

A

R
(5)∫∫

A

y dA

r
= 0 (6)∫∫

y2 dA

r
= A d (7)

La condicíon (6) ubica arbitrariamente el origen de coordenadas sobre el eje neutro. Por
Resistencia de Materiales los esfuerzos caracterı́sticos de cada sección valen:∫∫

A

σ dA = N (8)∫∫
A

τ dA = Q (9)∫∫
A

σ · y dA = MD = N · eD (10)

siendoA el área de la sección transversal uniforme,R el radio de curvatura de la fibra neutra; a
su vez:

d ≡ RG −R
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Introduciendo la siguiente nomenclatura (Filipich, 1991):

γ ≡ RG

R
≥ 1 (11)

J = JD ≡ ARd (12)

JG ≡
∫∫

A

y′2dA (13)

IG ≡
∫∫

A

y′3dA (14)

β2 ≡ RGd +
J2

G

A
+ i2G (15)

λ2 ≡ (3γ − 2) i2G + γd2 − IG

AR
(16)

k2 ≡ λ2

γR2
(17)

q ≡ β2

γR2
(18)

dondeJG es el momento de inercia baricéntrico de la sección, aśı comoiG es el radio de giro
de la misma;i2G = G2/A.

Una pieza que esté sometida a flexión compuesta y corte bajo los esfuerzosM(α), N(α) y Q(α),
est́a en equilibrio con las siguientes componentes de tensión:

σ(α, t, y) =
R

r

(
MD

J
y +

N

A

)
(19)

τ(α, t, y) =

(
R

r

)2
QS

bJ
(20)

(21)

conS(y) dada por (Romanelli, 1983)

S(y) =

∫ R−y

R−ri

b(y′) · y dy, (22)

donde b = b(y) es el ancho de la sección, que cambia cony y ri el radio interno del anillo.
Se proponen las ecuaciones constitutivas para la barra curva:

M =
1

j

∂θ

∂α
(23)

N =
1

ε

(
∂w

∂α
− u

)
(24)

Q =
1

φ

(
Rθ + w +

∂u

∂α

)
(25)

(26)

dondej = R/EJ ; ε = R/EA; φ = mR/GA y M, N, y Q son los esfuerzos carac-
teŕısticos de cada sección y es lo que se define en (8,9 y 10), E es ḿodulo de elasticidad y
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G = E/2(1 + ν) el modulo de rigidez siendoν el coeficiente de Poisson. A su vezm es el
factor de corte que definimos como (Romanelli, 1983):

m ≡ AR

J2

∫ R−re

R−ri

S2(y) dy

b(y)(R− y)3
. (27)

2.2 Lagrangeana

Para hallar las ecuaciones del movimiento se recurre a la mecánica analı́tica, en particular las
ecuaciones de Lagrange. Para ello se tiene que construir la función de Lagrange o lagrangeana
para campos por ejemplo (Goldstein, 1990)

L = T − V (28)

dondeT es la enerǵıa cińetica y V en general es la energı́a interna de deformación mas la
energia potencial o de posición de las cargas.

Dadas las cantidades densidad de energı́a cińetica y de deformaciónT y V se definen de las
relaciones

T =

∫∫∫
vol

T dV ; V =

∫∫∫
vol

V dV + B (29)

conB = pru+ptw−µDθ energia potencial o de posición de las cargas, siendo respectivamente
pr, pt y µD la carga radial, la carga tangencial y el momento aplicadas sobre la fibra neutra. En
este caso las cantidades paramétricas continuas son uni-dimensionales en“α” y las integrales
son simplemente

V =

∫
α

V dα + B (30)

T =

∫
α

T dα (31)

L =

∫
α

L dα−B (32)

L = (T − V) (33)

Estas integrales se extienden al dominio de interés. Enéste caso0 ≤ α ≤ 2π.
Y las ecuaciones de Euler - Lagrange para campos son:

d

dt

(
∂L

∂
(

∂µi

∂t

))+
d

dα

(
∂L

∂
(

∂µi

∂α

))− ∂L

∂µi

= ξi (34)

dondei = 1, 2, 3 y

µ1 = u

µ2 = w

µ3 = Rθ

son las inćognitas del problema (1- 4) y:
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ξ1 = −pr
R2

A

ξ2 = −pt
R2

A
ξ3 = −µDR

son las fuerzas derivadas de la energia potencial o de posición de las cargas.
Se escriben explı́citamente las cantidadesT yV, para despúes utilizar (34) y encontrar las

ecuaciones de movimiento. Según la Resistencia de Materiales

V =
1

2

(
σ2

E
+

τ 2

G

)
(35)

T =
ρ

2

((
∂u

∂t

)2

+

(
∂w∗

∂t

)2
)

(36)

dondeρ es la densidad del material.
Reemplazando las expresiones (19 y 20), a trav́es de (35) teniendo en cuenta las integrales

(5, 6 y 7) se halla

V =
(jM2 + εN2 + φQ2)

2
(37)

Luego, de forma similar para la energı́a cińetica, se reemplazan (1- 3) en (36) teniendo en cuenta
(4) y tambíen las integrales (5, 6 y 7) resultando

T = ρARγ

[(
∂u

∂t

)2

+

(
∂w

∂t

)2

+ k2

(
R

∂θ

∂t

)2

− 2q
∂w

∂t
R

∂θ

∂t

]
. (38)

Antes de reemplazar en la ecuación de Euler - Lagrange (34), se utilizan las relaciones consti-
tutivas paraM, N y Q (23, 24y 25) escribiendo37como:

V =
1

jR2

[(
R

∂θ

∂α

)2

+
1

k2
ε

(
∂w

∂α
− u

)2

+
1

k2
φ

(
Rθ + w +

∂u

∂α

)2
]

(39)

donde

k2
ε =

ε

jR2
=

J

AR2
= γ − 1 (40)

k2
φ =

φ

jR2
= 2m(1− ν)

J

AR2
= 2m(1 + ν)(γ − 1). (41)

2.3 Ecuaciones generales del movimiento

Conocidas las expresiones de la densidad de energı́a cińeticaT y la densidad de energı́a
potencialV o en definitiva la densidad de lagrangeanaL = T − V, se puede plantear ahora las
tres ecuaciones de Euler - Lagrange (34) parau(α, t), w(α, t) y Rθ(α, t).

Reescribiendo las ecuaciones parau(α, t), w(α, t) y Rθ(α, t) en t́erminos de los esfuerzos
M, N y Q, se encuentra el siguiente sistema de ecuaciones de movimiento para una barra
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curva gruesa idem (Filipich, 1991):

∂Q

∂α
+ N − ρARγ

∂2u

∂t2
= −pr

R2

A
(42)

∂N

∂α
−Q− ρARγ

[
∂2w

∂t2
− qR

∂2θ

∂t2

]
= −pt

R2

A
(43)

1

R

∂M

∂α
−Q− ρARγ

[
k2R

∂2θ

∂t2
− q

∂2w

∂t2

]
= −µDR (44)

Como se observa, es un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, lineal,
a coeficientes constantes en elánguloα y en el tiempot; con inćognitasu, w y θ, que junto
con 6 condiciones iniciales, dos para cada campo, y 6 condiciones de contorno, también 2 para
cada uno de ellos, determinan el movimiento de dicha barra curva o arco. En aquel caso en
que las condiciones en los bordes sean de tipo periódico el arco se cierra y se transforma en un
anillo imponiendo continuidad en algúna seccíonRα. La continuidad se impopne a los campos
u, w y θ, y a los esfuerzosN , M y Q. Podemos escribir entónces estas condiciones como:

u(α0, t) = u(α0 + 2π, t); w(α0, t) = w(α0 + 2π, t) (45)

Rθ(α0, t) = Rθ(α0 + 2π, t); N(α0, t) = N(α0 + 2π, t) (46)

M(α0, t) = M(α0 + 2π, t); Q(α0, t) = Q(α0 + 2π, t) (47)

donde0 ≤ α0 ≤ 2π es unángulo arbitrario.

3 LÍMITE PARA ARCOS DELGADOS

En la teoŕıa cĺasica de anillos delgados, para el caso de movimientos planos, no se tiene
en cuenta: el corrimiento de la fibra neutra, la inercia rotacional, la deformación axil ni la
deformacíon por corte. Esta aproximación es v́alida cuando el radio de la sección transversal
de la barra es pequeño, o seaa → 0, ver el cĺasico tratado (Love, 1958)

Las ecuaciones clásicas de anillos delgados, para el caso de movimiento plano, pueden de-
ducirse a partir de las ecuaciones de movimiento para anillos gruesos (42), (43) y (44), y sus
correspondientes leyes constitutivas (23, 24y 25), teniendo en cuenta queθ(α, t) = 0 y a → 0.

Si todav́ıa en las ecuaciones constitutivas (23), (24) y (25) se desprecia la deformación axil,
entonces

ε → 0 (48)

y por lo tantok2
ε → 0. Luego por (24) N se desacopla deu y ∂w

∂α
, resultando que

∂w

∂α
= u (49)

conocida comohipótesis de inextensiblidad, que, en la teorı́a cĺasica se da como una relación
cineḿatica.

Análogamente si se desprecia la deformación por corte

φ → 0 (50)

y tambíenk2
φ → 0 y entoncesw + ∂u

∂α
+ Rθ → 0.

Si la barra curva es delgada,d → 0; , y J → JG y desaparece la inercia rotacional de las
secciones planas. Tambiénβ2 → 0 y luegoq → 0; λ → 0 y k2 → 0.
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De esta forma la (42)
∂Q

∂α
+ N = ρARγ

∂2u

∂t2

o escrito como (Love, 1958) comoγ → 1 resulta

∂Q

∂α
+ N = µRG

∂2u

∂t2
(51)

que es la primera ecuación que propone y dondeµ es la masa por unidad de longitud. De igual
manera la (43) se transforma en

∂N

∂α
−Q = µRG

∂2w

∂t2
(52)

que coincide con la 3ra ecuacíon de Love (la 2da da el movimiento fuera del plano). Si se usa
la (44), recordar que se desprecian tantok comoq, se encuentra que

∂M

∂α
= Q (53)

que reemplazada en (52) da

∂2Q

∂α2
= −∂N

∂α
+ µRG

∂3u

∂α∂t2

∂2Q

∂α2
= µRG

∂3u

∂α∂t2
− ∂M

∂α
− µRG

∂2w

∂t2
.

Luego derivando en la primera ecuación de Love (51) y remplazando estóultimo, se encuen-
tra que

∂2Q

∂α2
+

∂M

∂α
= µRG

∂2

∂t2

(
∂u

∂α
− w

)
(54)

que es la 2da relacíon de la teoŕıa de Love. Luego queda demostrado que la teorı́a para arcos
gruesos, (42, 43 y 44), y sus correspondientes leyes constitutivas (23, 24 y 25), contienen la
teoŕıa de Love, para el caso en que el movimiento sea plano y la sección del anillo pequẽna
comparada conRG.

Antes de pasar al problema de vibraciones libres, vale la pena aclarar que las ecuaciones
de movimiento (42, 43 y 44) tienen como caracterı́stica original el acople que se produce
dinámicamente entre el corrimiento tangencial y el giro flexional ecuaciones (43) y (44). Den-
tro de la Resistencia de Materiales son las ecuaciones más generales posibles para la dinámica
plana que por supuesto incluyen el movimiento de anillos delgados y vigas rectas guesas cono-
cidas como vigas Timoshenko

4 SOLUCIÓN DEL PROBLEMA DE VIBRACIONES LIBRES

Las ecuaciones diferenciales de movimiento (42, 43 y 44) son lineales y admiten un tipo
de solucíon especifica (Weimberger, 1965) como es ser separadas en una parte espacial y una
temporal cuando se trate del problema homogéneo (vibraciones libres). La parte temporal es
una funcíon arḿonica, esto es;

u(α, t) = û(α) cos(ωt) (55)

w(α, t) = ŵ(α) cos(ωt) (56)

Rθ(α, t) = R θ̂(α) cos(ωt) (57)
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dondeω es una frecuencia angular natural que es la constante de separación del problema.
Se introduce el parámetro de frecuencia

Ω2 = γ
ρAR4

EJ
ω2 (58)

Se reemplaza en el sistema fundamental (42,43 y 44) las cantidades (55,56 y 57) usando las
relaciones cineḿaticas (23, 24y 25) para obtener

k2
ε

d2û

dα2
− k2

φ

(
1− k2

εΩ
2
)
û +

(
k2

ε + k2
φ

) dŵ

dα
+ k2

ε

d(R θ̂)

dα
= 0 (59)(

k2
ε + k2

φ

) dû

dα
− k2

φ

d2ŵ

dα2
+ k2

ε

(
1− k2

φΩ
2
)
ŵ + k2

ε

(
1 + qk2

φΩ
2
) (

R θ̂
)

= 0 (60)

k2
ε

dû

dα
+ k2

ε

(
1 + qk2

φΩ
2
)
ŵ − k2

εk
2
φ

d2(R θ̂)

dα2
+ k2

ε

(
1− k2k2

φΩ
2
) (

R θ̂
)

= 0 (61)

Como se observa, es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (a derivadas totales),
en elánguloα; con inćognitasû, ŵ R θ̂, que junto con 6 condiciones de contorno, dos para cada
una de ellas, conducen a un problema de valores propios (de Sturn - Lioville) del cual se hallan
las frecuencias naturales y sus correspondientes formas modales. Las condiciones de contorno
que se obtienen de (46y 47) tomando aα0 = 0 son

û(0) = û(2π) ŵ(0) = ŵ(2π) R θ̂(0) = R θ̂(2π) (62)

dû(0)

dα
=

dû(2π)

dα

dŵ(0)

dα
=

dŵ(2π)

dα

d
(
R θ̂(0)

)
dα

=
d
(
R θ̂(2π)

)
dα

(63)

Se proponen soluciones en series de potencias deα

û(α) =
∞∑

n=0

Anα
n ŵ(α) =

∞∑
n=0

Bnα
n Rθ̂(α) =

∞∑
n=0

Cnα
n (64)

puesto que aceptamos queû, ŵ R θ̂ son funciones analı́ticas y con lo cual trabajaremos con
expansiones de convergencia uniforme. Siendo en general

f(x) =
∞∑

n=0

anx
n

recúerdese que la derivadak-ésima de una serie de potencias se puede escribir como

dkf(x)

dxk
=

∞∑
n=0

(n + k)!

n!
an+kx

n

Reemplazando las (64) en las (59 a 61) se hallan las siguientes recurrencias, igualando los
factores de cadaαn

Ai+2 =
k2

φ (1− k2
εΩ

2) Ai −
(
k2

ε + k2
φ

)
(i + 1) Bi+1 − k2

ε (i + 1) Ci

k2
ε (i + 1) (i + 2)

(65)

Bi+2 =

(
k2

ε + k2
φ

)
(i + 1) Ai+1 + k2

ε

(
1− k2

φΩ
2
)
Bi + k2

ε

(
1− qk2

φΩ
2
)
Ci

k2
φ (i + 1) (i + 2)

(66)

Ci+2 =
(i + 1) Ai+1 +

(
1− k2

φΩ
2
)
Bi +

(
1− k2k2

φΩ
2
)
Ci

k2
φ (i + 1) (i + 2)

(67)

Mecánica Computacional Vol XXV, pp. 1805-1820 (2006) 1813

Copyright © 2006 Asociación Argentina de Mecánica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



El procedimiento cĺasico de recurrencia algebraica es aplicado en este trabajo. Se destaca la
sistematizacíon de la metodoloǵıa, en la que los autores han trabajado (Filipich et al., 2003).

Como las recurrencias comienzan deA2, B2 y C2 deben ser conocidas previamente para
hallar las 6 constantesA0, A1, B0, B1, C0 y C1. La imposicíon de las 6 condiciones de borde
(62 y 63) da lugar a un sistema homogéneo de (6×6) (matriz η̄) en dichas 6 constantes. Este
sistema, por ser homogéneo, tendŕa solucíon no trivial cuando se anule su determinante. Como
se dijo es un problema de valores propios del cual se obtienen las frecuencias naturales y sus
correspondientes formas modales. Para ciertas C.B. especiales como son los bordes articulados
o empotrados se reduce el orden 6 del sistema a 2 sistemas de 3er orden (uno de ellos trivial).
En el anillo se debe anular un determinante de (6×6).

Entonces
det η̄(Ω) = 0 (68)

Las ráıcesΩ deducidas de (68) son los valores propios buscados, y conél, las frecuenciasω
y sus formas modales.

5 RESULTADOS Y DISCUSIÓN

En esta sección se presentan las soluciones de las ecuaciones diferenciales, dadas por las
series de potencias, que son comparadas con otras teorı́as; la teoŕıa cĺasica de anillos delgados
y la teoŕıa de la elasticidad bi - dimensional. Se estudian dos tipos de secciones: circular y
rectangular, pero bastarı́a solo modificar las caracteristicas geométricas para resolver cualquier
tipo de seccíon (Esta es la ventaja notable de la resistencia de materiales).

El ańalisis comparativo de todos los modelos se realiza simultáneamente para cada configu-
ración, ya sea en la sección circular o rectangular.

Como se estudian movimientos vibratorios naturales, las solucionesû, ŵ y θ̂ corresponden
a sus formas modales, que son dibujadas junto con sus correspondientes frecuencias naturales
que son las soluciones de (68).

5.1 Anillos de seccíon circular

Aunque la teoŕıa es general en cuanto a la forma de la sección normal, se concretó en la forma
circular y rectangular a fin de comparar con otras teorı́as. De todas formas ciertos fenómenos
son comunes a todos tipo de sección. Para caracterizar el tipo de sección se calculan las inte-
grales y f́ormulas (5 a17). Para la sección circular resultan

R =

√
R2

G − a2 + RG

2
(69)

dondea es el radio de la sección normal. La (69) permite hallar el corrimiento de la fibra neutra.
Entonces, el factor de corte queda dado por27vale:

m =
10

9
(70)

En la Figura2 se presenta la función det η̄(Ω) para el caso en el que el radio baricéntrico del
anillo esRG = 10 m y el radio de la sección a = 3 m. En este caso el material es acero por lo
queρ = 7855 kg/m3, E = 2.1×1011 N/m2 y el coeficiente de Poissonν = 0.3. En el gŕafico se
ven los puntos donde dicho determinante se anula, que corresponden a las frecuencias naturales.
Se puede observar cómo algunos ceros son de factor de multiplicidad simples y otros no. Esto
significa que la primera de estas frecuencias normales es degenerada y la segunda no. Esta
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Figure 2: Determinante del sistema en función de la frecuencia

degeneración es consecuencia de la simetrı́a (de los anillos circunferenciales) del problema, que
da lugar a dos formas modales, para la misma frecuencia, que son linealmente independientes.
A los fines pŕacticos son iguales a menos de una rotación.

En la Tabla1 se indican las primeras frecuencias naturales para este anillo y en la Tabla2 se
indican los parametros de frecuencia para arcos de distinta relaciónγ.

Modo Paŕametro Frecuencia [Hz]

1 0.3733 29.98
2 0.9253 74.31
3 1.0366 83.25
4 1.3806 110.88
5 1.5482 124.34
6 2.1287 170.97

Table 1: frecuencias naturales para el anillogrueso de sección circular radio barićentrico del anillo esRG = 10 m
y el radio de la seccióna = 3 m.

En la Figura3 tambíen se presentan las formas modales, en las cuales no se repiten las formas
degeneradas. La figura circular de trazo delgado es el anillo sin deformar. La curva interior,
tanto en el anillo deformado como en el no deformado, es el eje neutro. Las secciones planas
tambíen estan representadas y son las lı́neas que cruzan el eje neutro. Las formas modales 1,
2, 4, 5, 6 son degeneradas y su degeneración es de 2do orden. En cambio el modo 3 es no
degenerado, y se lo conoce comomodo respiratorio. El cuarto modo es fundamentalmente una
vibración en la que el extradós del anillo est́a elongado y la mitad opuesta comprimida también
en el extrad́os, y viceversa. En el modo 6 se da también este feńomeno pero a contra fase en cada
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Figure 3: Formas modales del anillo de sección circular conRG = 10m y a = 3m

lado del anillo. En los modos 1, 2 y 5 la fibra neutra se mantiene prácticamente inextensible, y
son estos movimientos similares a los que se dan en la teorı́a cĺasica de anillos delgados.

Las soluciones que (Love, 1958) propone para el movimiento plano son

u = [−nkAk sin(nkα) + nkBk cos(nkα)] cos (ωkt) (71)

y
w = [Ak cos(nkα) + Bk sin(nkα)] cos (ωkt) (72)

dondenk = 1 + k, y k = 1; 2... es el modo en el que vibra el anillo;ωk es la frecuencia angular
correspondiente a dicho modo yAk y Bk son constantes que mezclan las formas degeneradas.
Por ejemplo siAk = 1 y Bk = 0 se tiene una de las dos formas modales que corresponden a
la frecuenciaωk; la otra forma, claro está, es tomandoAk = 0 y Bk = 1. La frecuencia viene
dada por

ωk =

√
Eπa4

4µR4
G

n2(n2 − 1)2

n2 + 1
(73)
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Modo γ = 0.2 γ = 0.3 γ = 0.4 γ = 0.5 γ = 0.6

1 0.4007 0.3733 0.3418 0.3089 0.2760
2 1.0533 0.9253 0.7626 0.594 0.4775
3 1.5755 1.0366 0.8037 0.7066 0.5275
4 1.8527 1.3806 0.9665 1.0879 0.5987
5 2.1712 1.5482 1.2942 1.4760 0.7943
6 2.7399 2.1287 1.4679 1.5732 0.9178

Table 2: Paŕametros de frecuencias para anillos de diferente relaciónγ

que para las propiedades antes indicadas, esto es, radio del anilloRG = 10 m, radio de la
seccíon a = 3 m, densidadρ = 7855 kg/m3, módulo de YoungE = 2.1 × 1011 N/m2 y el
módulo de Poissonν = 0.3, da lo mostrado en la Tabla3

Modo Frecuencia [Hz]

1 33.12
2 93.68
3 179.62
4 290.49
5 426.15
6 586.54

Table 3: Frecuencias para el anillo delgado

Como se observa no existe una buena coincidencia entre la Tabla1 y la 3 y esto es porque
no se est́an cumpliendo las simplificaciones que se hicieron para deducir las ecuaciones (51 a
54) a partir de las (42, 43 y 44) a sabera � RG. Por ejemplo: en la3ra frecuencia se ve una
discrepancia muy grande entre los dos modelos. Esto es porque en la teorı́a de anillos delgados
el 3er modo corresponde al 4to de la teoŕıa de anillos gruesos (42, 43y 44) es decir, la teorı́a de
anillos delgados solo considera los modos flexionales.

Ahora, si la barra es de pequeña altura relativa, las frecuencias que corresponden a los mo-
dos flexionales, en una y otra teorı́a, comienzan a ser coincidentes, es decir formas modales y
frecuencias son muy similares. En el lı́mite, cuando la altura relativa de la barra se haga despre-
ciable, las dos teorı́as dan lugar a resultados semejantes. La Figura4 muestra, para las primeras
dos formas modales, cómo las frecuencias coinciden cuando el anillo es delgado.

5.2 Anillos de seccíon rectangular

Sea un anillo de radio baricéntricoRG; de seccíon rectangular de anchob y alto h, y por lo
tanto déareaA = bh. El radio neutro queda dado por (5) y vale:

R =
A

b ln

(
RG
h

+ 1
2

RG
h
− 1

2

) (74)

y en este caso, la geometrı́a rectangular, da un valor que depende deh
RG

para el factor de corte
m que vale:

m = γ

γ

[
12−

(
h

RG

)2
]
− 12

8(γ − 1)2
. (75)
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Figure 4: Comparación de frecuencias en función de la relacíonγ=a/RG entre la teoria de arcos gruesos y la clásica
de arcos delgados para a: Modo 1 y b: Modo 2

Modo Elasticidad [Hz] Anillos gruesos [Hz]

1 1244.3 1241.5
2 3208.9 3190.3
3 4357.7 4324.1
4 5546.9 5499.3
5 5920.1 5905.1
6 8076.8 7992.1

Table 4: Comparación entre las frecuencias dadas por la teoria de la elasticidad para estados planos de tensión y
la de anillos gruesos. Sección transversal rectangular, area igual a alturaA = 3m2 y h = 3m y radio barićentrico
RG = 7.5m. La fibra neutra está enR ≈ 7.39m

para barras de gran curvatura (Romanelli, 1983)
Las formas modales son similares a las presentadas para la sección circular. En la tabla

4 se detallan las 6 primeras frecuencias y en las Figuras5 y 6 se muestran las primeras dos
formas modales que son comparadas con las formas y frecuencias que arroja el modelo de
elasticidad lineal bi-dimensional (para estados planos de tensiones). En esas figuras se puede
ver la concordancia que hay entre las dos teorı́as, lo que indica ćomo la Teoŕıa de Resistencia
de Materiales para barras gruesas junto con las hipótesis de mantenimiento de secciones planas
es totalmente aplicable a este tipo de problema.

La seccíon transversal es rectangular con area igual a la alturaA = 3m2 y h = 3m y
radio barićentrico del anilloRG = 7.5m. Los datos del material:E = 3 × 107N/m2, ρ =
7.324 × 10−4kg/m3, ν = 0.30. Para este caso la cantidadh/RG = .4 la fibra neutra esta en
R ≈ 7.39m y factor de cortem ≈ 1.2.
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Figure 5: Comparación de la primera forma modal entre a) la teoria de la elasticidad plana y b) la de arcos gruesos.
Seccíon transversal rectangular, area igual a alturaA = 3m2 y h = 3m y radio barićentricoRG = 7.5m. La fibra
neutra esta enR ≈ 7.39m

Figure 6: Comparación de la segunda forma modal entre a) la teoria de la elasticidad plana y b) la de arcos gruesos.
Seccíon transversal rectangular, area igual a alturaA = 3m2 y h = 3m y radio barićentricoRG = 7.5m. La fibra
neutra esta enR ≈ 7.39m

6 COMENTARIOS FINALES Y CONCLUSIONES

Este trabajo tiene como finalidad principal la resolución de las ecuaciones diferenciales de
anillos gruesos circunferenciales para el caso de vibraciones naturales aplicando la clásica
técnica de las series de potencias. Sistematizando la problemática se arriba a expresiones de
recurrencia en los coeficientes de las tres incógnitas. La convergencia de la solución est́a garan-
tizada ya que el sistema lineal de ecuaciones diferenciales, al ser a coeficientes constantes ev-
identemente no es singular (Weimberger, 1965). Para hallar las frecuencias fundamentales se
recurre a los algoritmos de la secante dado que como se observa en las curvas de la figura2 al-
gunas raices son ḿultiples (pendiente horizontal) y por lo tanto la aludida técnica de la secante
es aplicable a todos los casos. En cuanto a las formas modales los autores aplicaron un algo-
ritmo propio ad-hoc. En efecto. El uso automatizado de las soluciones para las formas modales
conduce al planteo de un problema no lineal de autovaloresperosiempre de un sistema de 6×
6. De utilizar en cambio el ḿetodo corriente de series de potencias caerı́amos en un problema
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clásico matricial de la forma

A− λB = 0 (76)

donde ahora las matricesA y B seŕıan de muy elevado orden dependiendo de la cantidad de
términos utilizados en el desarrollo de las series de potncias. Los autores al utilizar esta
técnica sistematizada para problemas lineales acuden al denominado principio de superposición
poniendo para cada autovalor sólo en evidencia las 6 incognitas libres del problema diferencial
sin importar cuantos términos se tomen en la expansión aludida.

Tambíen se aborda por esta metodologia la dinámica de los denominados anillos delgados
con fines de comparación para el casi lı́mite de anillos gruesos.

El trabajo muestra la deducción de las ecuaciones correspondientes a anillos delgados como
caso limite de la teorı́a general.Ésta tambíen incluye a las vigas rectas Timoshenko cuando el
radio tiende a infinito.

Una serie de ejemplos resueltos son comparados con la teorı́a de la anillos delgados y la
elasticidad para estados de tensión planos, cuando de sección rectangular se trata, resaltándose
importantes coincidencias con un costo computacional y algebraico minimo comparado con
elementos finitos u otras técnicas nuḿericas. Otra ventaja de disponer de una solución general
de movimiento de arcos gruesos circunferenciales es la posibilidad de plantear un elemento
finito curvo con la totalidad de los aportes para abordar arcos de directriz arbitrarias que no
pueden ser abordados con elementos de viga Timoshenko pues darı́an lugar a un importante
error.

La validez de una propuesta como la presentada reside en que la solución conduce a recur-
rencias, al determinar los coeficientes de las series de potencias, evitando la resolución de un
importante sistema de ecuaciones. Ventaja esta que se suma a que las ecuaciones generales para
barras circunferenciales gruesas, dentro de la resistencia de materiales, permite afrontar con
facilidad anillos o arcos gruesos de secciones arbitrarias tales como (U, I, Z, etc.)
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