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Resumen.

En el presente trabajo se estudia la simulacién de sistemas mecédnicos tridimensionales com-
puestos por placas. Para ello se realiza la extensién de un cédigo previamente programado
en la Divisiéon de Mecdnica Computacional del Centro Atémico Bariloche, el GPFEP Felicelli
y Buscaglia (1994). Esta extension incluye el agregado de rutinas para obtener las derivadas
de las variables y de las funciones de forma en un sistema local de coordenadas y la pro-
gramacion de la rutina que calcula la matriz elemental de cada elemento. Las placas fueron
modeladas mediante la aproximacién de que se encuentran constituidas por pequefias placas
planas, y se describe la deformacién de estas mediante teorias bidimensionales. Se confeccion6
un elemento que formula los esfuerzos de membrana mediante la teoria de elasticidad 2D con-
vencional, utilizando elementos triangulares con interpolaciéon P;, de deformacién constante, y
los esfuerzos de flexién se modelan mediante la implementacién con elementos triangulares e
interpolacién P; de la teorfa de Reissner-Mindlin de placas. Se trabaja también en las interfa-
ces necesarias para realizar el mallado mediante GAMBIT y también en interfaces para poder
llevar a cabo el post procesamiento mediante OpenDx. En el trabajo se presentan varios pro-
blemas de validacién los cuales se comparan con soluciones analiticas en caso que sea posible
y con resultados obtenidos mediante el cédigo comercial de elementos finitos ALGOR. Se ob-
tienen las frecuencias de resonancia como asi también las correspondientes formas modales de
este tipo de sistemas. Para ello se agrega a la descripcién anterior la variable temporal y se rea-
liza la deduccién de los términos inerciales mediante las ecuaciones en su forma variacional.
Se calculan las frecuencias de resonancia mediante un barrido en frecuencias y obteniendo en
cada una de ellas la amplitud de oscilacién de la estructura para una excitacién de magnitud
fija. Finalmente, como aplicacién del cédigo desarrollado se realiza la obtencién de los modos
resonantes en el motor de combustible liquido Tronador II. Se muestra también la versatilidad
de esta teoria para la simulacién de interseccién entre placas, modelandose como placas los
soportes del Tronador IIL
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1. INTRODUCCION
1.1. Motivacién del trabajo

En la actualidad, dos centros de investigacién de la Argentina, el Instituto Balseiro
(IB), y el Instituto Universitario Aerondutico (IUA), estdn participando en forma con-
junta en el disefio y desarrollo de motores cohete propulsados por combustible liquido.
El primero de estos desarrollos comenz6 con el cohete Tronador I, cuyo motor de 28
cm de largo y 10,5 cm de didmetro era alimentado por una mezcla de anilina y acido
nitrico, alcanzando de esta manera un empuje neto de 208 Kgrs. Un segundo proyecto,
el Tronador II, consiste en un cohete propulsado por un motor de combustible liqui-
do en el cual la mezcla estd constituida por tetréxido de nitrégeno como oxidante y
monometil hidracina como combustible, logrando un empuje neto de 3370 Kgr en una
configuracién de 54,6 cm de largo por 30 cm de didmetro. El Tronador II fue pensado
en funcién de los requerimientos para un sistema posicionador de satélites de hasta
150 Kgr a una altura de 400 Km, alcanzando esta altura mediante una serie de etapas
iniciales proporcionadas por un cohete brasilefio llamado VLS. Un tdltimo proyecto en
el que se estd trabajando actualmente consiste en un proyecto de ingenieria mucho mas
ambicioso consistente en el desarrollo de un motor de combustible liquido de 25 Ton.
de empuje.

1.2. Definicién del Problema

La motivacion de este trabajo es la determinacién de los modos de resonancia como
asi también las frecuencias a las que se dan estos modos en uno de estos motores.

Enla figura 1 se muestra la geometria basica del motor Tronador II. Para resolver los
modos de resonancia de esta disposicion, es necesario plantear las ecuaciones de elas-
ticidad lineal a fin de resolver los desplazamientos. Las ecuaciones de elasticidad, en
su concepcidn original, estan planteadas en tres dimensiones. Se observa en la figura 1

Figura 1: Geometria del motor Tronador II.

que el motor estd constituido por un material delgado en una de sus dimensiones, lo
que se conoce como placa. La resolucién de un problema con una geometria como la
expuesta no se efectia mediante el planteo completo de las ecuaciones de elasticidad
en tres dimensiones, sino que se realizan simplificaciones a esta a fin de eliminar la di-
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mensioén normal a la placa. Atn asi la resolucién del problema se efecttia con geometria
tridimensional.

Con el fin de concretar estos objetivos se desarrollé un cédigo de calculo por ele-
mentos finitos para resolver el campo de desplazamientos de estructuras tipo placa.
Lo que se ha hecho en este trabajo no es la programaciéon completa de un cédigo de
elementos finitos, sino que se ha utilizado como base de desarrollo el programa de la
divisién de mecédnica computacional del CAB, GPFEP. La realizacién de un programa
de elementos finitos desde cero es una empresa que hubiese excedido el tiempo del
trabajo. De esta manera, los esfuerzos se concentraron en la formulacién de las ecua-
ciones de placa. La formulacién de por elementos finitos de un problema de placas
puede seguir diferentes caminos. La teoria de placas delgadas® (teoria de Kirchhoff),
lleva implicita la continuidad de los desplazamientos, como asi también la de sus deri-
vadas. Una implementacién por elementos finitos de un campo con derivada continua
lleva a la busqueda de esquemas complejos y computacionalmente no précticos. Es por
ello que se recurre a la teoria H' de placas la cual es ademés til para la resolucion de
problemas de placas gruesas. Se implementan y testean entonces problemas de estado
plano de tensiones y de flexién en el plano, y se lleva luego estas descripciones al ca-
so tridimensional. El resultado, un elemento que describe los esfuerzos de membrana
mediante la teorfa 2D usual y la flexion mediante la teoria Reissner-Mindlin de placas.

A fin de validar los célculos realizados con el algoritmo desarrollado, se efectuaron
cdlculos analiticos como asi también cdlculos con el programa comercial de elementos
finitos ALGOR.

Para la obtencion de las frecuencias de resonancia se utilizé como técnica la excita-
cién de la estructura con una carga de amplitud constante y frecuencia variable. Efec-
tudndose un barrido en frecuencias es posible obtener la amplitud de las oscilaciones
en funcién de estas y obtener el “Espectro” del sistema. Las partes del espectro en la
que se encontrasen “picos”, corresponden entonces a las frecuencias de resonancia.

2. PLACAS COMO ENSAMBLE DE ELEMENTOS PLANOS
2.1. Introduccion

En esta parte del trabajo se desarrollan las herramientas necesarias para la descrip-
cién completa de una placa con una geometria tridimensional arbitraria. Una placa cur-
va es una estructura la cual puede ser tratada como se hace usualmente con las placas
planas, para las cuales existe una teoria matemética completa. De hecho, puede hacer-
se aqui las mismas simplificaciones que se hacen con estas. Sin embargo, debe tenerse
presente que la manera en que las placas curvas soportan los esfuerzos es diferente.
Ahora, los esfuerzos que aparecen actuando tangencialmente sobre la superficie ten-
dran una componente normal a esta, y de hecho, es esta componente la que soporta la
mayor parte de la carga. En la derivacién de ecuaciones que expliquen detalladamente
el comportamiento de placas en tres dimensiones se encuentran muchas dificultades y
cada una de ellas varia de acuerdo a las hipétesis simplificativas que se hagan. En el
planteo por elementos finitos que se daré en este trabajo se eliminan estas dificultades
a expensas de una aproximacién. Esta aproximacién tiene sus fundamentos en una ba-
se mas bien fisica que matematica y consiste en considerar que el comportamiento de
una placa curva puede ser exactamente capturado considerando a esta como ensam-

len inglés: thin shells
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blada por pequefios elementos planos. En una placa, cada elemento estard sometido a
la acciéon de esfuerzos en el plano (esfuerzos de membrana) y esfuerzos de flexién. Los
esfuerzos de membrana serdn tratados mediante la teoria de elasticidad bidimensional
convencional para el caso de un estado plano de tensiones, haciéndose en este caso la
aproximacién de que la tensién en la direccién normal a la placa es despreciable. Para
el tratamiento de la flexién se hace uso de la teoria Reissner-Mindlin de placas, ver
referencia Hughes (1994). Esta tltima teorfa permite el uso de funciones de forma H?,
facilitando asi su implementacién por elementos finitos, a expensas del agregado de
una nueva incégnita vectorial, las rotaciones.

2.2. Rigidez de los Elementos Planos en Coordenadas Locales

Al trabajar numéricamente la solucién de problemas de elasticidad lineal por el mé-
todo de elementos finitos, se obtiene, por cada elemento de la malla, una matriz que
describe la rigidez de tal porcién del dominio. Esta matriz es conocida en el &mbito
del FEM como matriz elemental. En adicién a esta matriz elemental, existe también
el vector elemental de fuerza, el cual esta relacionado a la carga aplicada sobre cada
elemento. En este trabajo se ha hecho el mallado de la superficie con elementos trian-
gulares. En este caso cada elemento tendra en cada nodo dos incégnitas vectoriales (de
tres dimensiones cada una) las cuales corresponderan al vector desplazamiento y un
vector de rotacién describiendo la rotacion de cada nodo, haciendo un total de die-
ciocho grados de libertad por elemento. De esta manera, la matriz elemental debera
describir la interaccién entra cada una de las componentes de estos dos campos.

En la figura 2 se bosqueja un elemento cuadrado (el elemento bien podria ser de otra
geometria e incluso con diferente orden de interpolacién en las funciones de forma)
con las distintas componentes de cada campo que son necesarias para describir ambos
estados de tension; el estado plano de tensiones y la flexiéon de placa. Debe hacerse
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Figura 2: Esquema de un elemento constituyendo parte de una placa curva. Se muestran los campos
responsables de cada tipo de esfuerzo: Estado plano de tensiones y flexién de placa

aqui un comentario importante. Las “rotaciones” que se usan en la descripciéon del
estado de deformacioén en la teoria de Reissner-Mindlin, ver referencia Hughes (1994),
en realidad no se corresponden con las rotaciones fisicas mostradas en 2, sino que en
realidad son definidas de tal manera de simplificar las ecuaciones, ya que de escribirlas
en funcién de éstas apareceria un tensor de alternado, el cual relaciona las rotaciones
que aparecen en la teoria de Reissner-Mindlin con las rotaciones fisicas mediante

~

9,‘ = —ai]@]- (1)
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con
0 1
a= [ 1 0 } (2)
en donde —a;; es el tensor de alternado, y 5]- son las rotaciones fisicas.
En la figura 3 se ilustra la convencién utilizada para las rotaciones. A partir de ahora
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Figura 3: Convenciones de signos utilizadas para las rotaciones

se escribiran entonces las ecuaciones en términos de las rotaciones fisicas, ya que mas
adelante se necesitard que las ecuaciones estén escritas en términos de estas a fin de
poder efectuar cambios de coordenadas y proceder al proceso de ensamble. Se desea
ahora armar la matriz elemental para el problema de placas. En el caso del estado plano
de tensiones, este puede ser descrito por los desplazamientos en las direcciones x e y
del plano de la placa, pudiéndose escribir

P — KePaPl 3)
con i i i i
U1 fi1
Ui fi.2
Uy fa1
ap — 4 fp — 4 4
Y y f2,2 @
U3 f31
| uUzp | | f32 |

en donde el primer indice indica el nodo incégnita y el segundo la componente del
campo. Para el caso de la flexién de una placa, su estado puede ser descrito en términos
del desplazamiento en direccion perpendicular a la placa y de las rotaciones 6y y 6,,.
Este planteo da lugar a matrices de rigidez del siguiente tipo

feb — Keb ab (5)
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con
[ U1,3 ] " fir ]
611 fio
91,2 f1,3
Li2,3 f2,1
=10 | vy f£'=| far (6)
62, f2,3
Uz 3 f 3,1
03,1 fa2
| 652 | L fas ]

en donde, al igual que antes, el primer indice indica el nodo y el segundo la componen-
te. Ahora bien, lo que se desea hacer, es combinar ambas matrices de rigidez y vectores
incégnita para dar lugar a una sola matriz elemental que describa el estado de cada
elemento. Es importante notar que, en el caso de una placa plana, cada estado, el de
esfuerzos planos y el de flexion, se encuentra totalmente desacoplado del otro y puede
de hecho ser calculado cada uno de ellos independientemente y un problema en el que
intervengan ambos tipos de solicitacion puede ser resuelto por superposicion de cada
uno. Otro punto importante a notar desde ahora es que la rotacién en la direccién nor-
mal a la placa, 6., no entra en juego en la descripciéon de deformaciones por uno u otro
mecanismo. Sin embargo, se tomara en cuenta esta componente de la rotaciéon por una
razén que serd descrita mas adelante cuando se trate el tema del ensamble. Se define
entonces en forma general para un elemento constitutivo de una placa tridimensional
un vector incégnita por cada nodo

Ui

Uin

Uiz

a;= | 5’ (7)
1 Qz’,l

;2

~

0;3

y de igual manera para el vector de fuerza f°. Luego, para el caso de una placa curva
en tres dimensiones, se arma la matriz elemental en términos de las dos anteriores
submatrices

000 0
ep
K 0 00 0
00 0
lecl: 00 Keb 0 (8)
00 0
| 00 000 0 |

Los subindices k y | hacen alusién a que habrd una de estas submatrices por cada in-
teracciéon de nodos en un elemento. En un elemento de n nodos la matriz elemental
consistird en un arreglo de nxn de estas submatrices. Debe observarse en este punto
que la matriz elemental que se estd calculando estd basada en descripciones bidimen-
sionales, y por lo tanto, este calculo debe efectuarse en un sistema de coordenadas que
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“siga” a la placa. Este sistema de coordenadas estd definido de tal manera que la di-
reccion z sea la direccién normal a la placa, y que las direcciones x e y sean tangentes
a esta, sin importar en que posicion rotada estén. A este sistema de coordenadas se lo
llama sistema local de coordenadas, para distinguirlo del sistema x,y,z normal al que
se llama sistema global de coordenadas. En la figura 4 el sistema x ',y /,z/, es local al
elemento coloreado, mientras que el x,y,z es el sistema global.

X

Figura 4: Sistemas de coordenadas local (primado) y global (sin primar).

2.3. Transformaciéon a Coordenadas Globales y Ensamble

En la seccién anterior se ha derivado una matriz elemental que se obtiene en el sis-
tema local de coordenadas. Para la descripcion de la placa en su conjunto es necesario
construir una matriz que describa la interaccién entre todos los nodos que la compo-
nen y esto se realiza mediante una técnica conocida como ensamble. El proceso de
ensamble ya estd implementado en el sistema GPFEP, y es lo que se aprovecha en este
trabajo. Todavia queda un punto por tratar, el ensamble estard bien efectuado si la des-
cripcién de cada elemento se realiza en el mismo sistema de coordenadas. El sistema
de coordenadas que se utiliza para el ensamble es el sistema global. Ademds, cada una
de las derivadas que se utilizan en la formulaciéon de las matrices en el sistema local
deben ser primero obtenidas en este sistema. En una implementacién por elementos
finitos, lo que se hace es obtener las derivadas de cada elemento en un elemento al que
se lo conoce como elemento master, que es basicamente un elemento en el cual sus di-
mensiones han sido normalizadas a uno. Mediante una transformacién de coordenas
se obtienen las derivadas en coordenadas globales (cartesianas) en el elemento. Hasta
aqui, la implementaciéon del GPFEP es que permite avanzar. Es mas, permite obtener
las derivadas en un elemento de superficie. Para poder armar la matriz elemental en el
sistema local de coordenadas, es preciso primero hacer una transformacién de las deri-
vadas al sistema local. A partir de ahora se llamara X al sistema global de coordenadas
e y al sistema local. La matriz

e = [ej] )
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con
eij =< Xi-Yj > (10)
permite pasar un vector X descrito en coordenas globales a su descripcién en coorde-

nadas locales
x!=ex3s (11)

Esta matriz permite también la transformacién de las derivadas en coordenadas glo-
bales a derivadas en coordenadas locales a través de la siguiente relacién, en donde u
es una funcién arbitraria de las coordenadas x,y y z

ou " QJu

- = e —
0y ]-; Z]axj

(12)

Hasta aqui se ha realizado entonces, todos los pasos necesarios para construir la matriz
elemental 8 en el sistema local de coordenadas. Es necesario ahora convertir esta matriz
al sistema global para poder ensamblarla junto al resto de las matrices elementales.

El vector definido en 7, es el que se resuelve para cada nodo y es, de hecho, el vector
al cual se debe aplicar la transformacién de rotacién para describirlo en el sistema
global. Este vector es transformado por una matriz L segtin

a'=L3a? (13)
en donde L se relaciona con la matriz de rotacién 9 de acuerdo a la relacion
e 0
L[] »

Ahora, en cada elemento, existe una cantidad n de nodos, por lo que conviene tener
una sola matriz T que efecttie la conversién para todos ellos a la vez

c o -
oo
o o

(15)

en donde la matriz L se repite tantas veces como nodos haya en el elemento. De esta
manera, la matriz elemental en el sistema global se obtiene una vez ensamblada la esta
en el sistema local, segtn la relacién

K; = T'K{T (16)
y, de igual manera se procede para el vector de fuerzas elemental
fo = T'f] (17)

Obtenida la matriz y el vector de fuerzas elemental, el proceso de ensamble sigue el
procedimiento usual de un programa de elementos finitos.
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2.3.1. Rigidez de Rotacién Ficticia’

La formulacion descrita anteriormente presenta la ventaja de que permite resolver
un problema complicado mediante una técnica sencilla. Sin embargo, aparecen dificul-
tades cuando la geometria de la placa presenta zonas que son planas. Esta dificultad
que aparece se debe a que en el sistema local se ha agregado un término para una ro-
tacion ficticia 8, que no se acopla de ninguna manera a las otras componentes y por lo
tanto significa, en el sistema local de coordenadas, que la matriz elemental serd singu-
lar. Cuando se efecttian las rotaciones de cada elemento, esta singularidad de la matriz
elemental resulta ser enmascarada, pero si, la placa que se intenta resolver es plana,
por mas que esta se encuentre en una orientacién arbitraria con el sistema de coorde-
nadas global dard lugar a una matriz global que es singular. No solo puede suceder
esto sino que también, en el caso de que la placa posea parte de su superficie plana, la
matriz global del sistema tenderd a ser singular, tanto mas cuanto mas extensa sea la
porcién de la superficie que es plana. Esto se nota claramente en la practica cuando al
querer resolver una placa con estas caracteristicas el solver del sistema de ecuaciones
detecta esta singularidad o si no lo hace se obtiene una solucién que posee una eleva-
da cantidad de ruido numérico que la hace totalmente inttil. En realidad la matriz no
es del todo singular, pero debido su malcondicionamiento el solver, con la precisién
que ofrece una computadora, no puede resolver el sistema. Diversas formas de resol-
ver este problema se proponen en las referencias (Zienkiewics y Taylor, 1991, V 11, p
115). La forma de resolver este problema en el presente trabajo consiste simplemente
en agregar un término ficticio en la matriz elemental local en la posicién que describe
la interaccion de 6, de tal manera de convertirla en no-singular. Este término es elegido
de tal manera que sea del mismo orden de magnitud que el resto de los elementos en la
matriz elemental y procurando hacerlo lo mas pequefio posible de manera tal que no
afecte el significado fisico real de las ecuaciones. En la seccién que sigue se mostrard un
ejemplo en donde se utiliza este procedimiento, mostrando resultados muy satisfacto-
rios. Existen referencias D.J.Allman (1988a,b); Cook (1987) en las cuales se le intenta
dar a 8, un significado fisico real, de tal manera que su inclusién en las ecuaciones sea
algo mas natural.

2.4. Ejemplos Numéricos

Tal como se ha explicado en la seccién anterior, la resolucién del problema mediante
la formulacién propuesta presenta problemas cuando la geometria de la placa a re-
solver estd constituida por zonas en las cuales existe elementos que son coplanares.
El problema se resuelve aqui tanto con rigidez ficticia como sin ella, a fin de evaluar
cuanto afecta esta a la singularidad de la matriz como asi también al resultado obteni-
do. Los términos de flexioén, descritos por la teoria de Reissner - Mindlin, escalan con
el espesor elevado al cubo. Por esta razén, es que el término de rigidez ficticia se ha-
ré escalar con el mismo factor. Esto se consigue entonces agregando a la formulacién

2Conocida en inglés como: Drilling rotational stiffnes
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variacional un término del tipo 3

3
T =TI +/ s 8. 8. dQ (18)

0 12
en donde IT hace referencia a la formulacién variacional original y TT* se refiere a la
formulaciéon modificada. p es el médulo de corte. La intencién de esta seccion es la de
mostrar cuan sensible es el problema a la variacion de la rigidez ficticia, cuan buena
es la solucion y como varfa la singularidad del sistema con la variacion de la rigidez
ficticia. Para mostrar el altimo punto se obtienen las graficas del cociente de los pivots
méximo a minimo del sistema. Este se resuelve mediante una descomposicién LDU se-
guido por una eliminacién hacia adelante y una sustitucion hacia atras. Los elementos
de la diagonal que son utilizados para dividir toda una fila y luego restarsela a las que

siguen son los pivots.

En esta secciéon se probara el método descrito para dos geometrias diferentes. El
material utilizado para ambas pruebas fue acero, con un espesor t = 5cm. La Tabla
1 resume las caracteristicas de la placa utilizada. La primera geometria a ensayar se

Densidad [kgr/ m°] 7850
Médulo de Young [Pa] | 2 - 10!
Coeficiente de Poisson 0.3
Espesor t [cm] 5.0

Tabla 1: Caracteristicas de la placa ensayada.

trata de un domo esférico de 1 m de radio. La eleccién de esta geometria no es casual.
Esta es elegida debido a que no presenta zonas constituidas por elementos coplanares
y, en principio no seria necesario el agregado de un término adicional a la formulacién
variacional. El domo es cargado uniformemente con 100000 Pa. Para la resolucién del
domo cargado cargado uniformemente, no es necesario la resolucién de la geometria
completa, ya que este tiene simetria de revolucién, por lo que se decide resolver un
octante de esfera. Ademds, de esta manera es mas sencillo la aplicaciéon de las condi-
ciones de borde de manera tal de evitar los movimientos de cuerpo rigido y que el
problema quedase mal condicionado. En la figura 5 se muestran las condiciones de
borde impuestas para este problema. Otra de las ventajas de este problema es que po-
see solucién analitica con la cual contrastar los resultados. El resultado analitico del
problema es

_ PR(1—v)
- 2¢E

en donde p es la carga aplicada por unidad de area, R es el radio de la esfera y ¢ el es-
pesor de la placa. En la Tabla 2 se comparan los desplazamientos obtenidos numérica
y analiticamente. La figura 6 muestra los desplazamientos calculados en la direcciéon x.
Los desplazamientos en las direcciones y y z son simétricos a este. Se observa en esta
tigura como la solucién crece desde cero en el plano ZY, condicién de borde, hasta el
desplazamiento méximo mostrado en la Tabla 2. El segundo caso que se estudia es el de

u (19)

3esta modificacion a la forma variacional es una variante de la descrita en la referencia (Zienkiewics
y Taylor, 1991, V II - p116), en donde se prueban varias potencias del espesor para el escale, por ello el
factor a ajustar es llamado a3, de la potencia ctbica.
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Figura 5: Condiciones de borde en el problema del octante.

Solucién GPFEP | 3,56 x 10 °m
Solucién analitica | 3,5x 107 °m

Tabla 2: Desplazamiento en el problema del octante.

Campo de Desplazamientos [m]

Figura 6: Desplazamientos en la direccion x en el caso del octante.

una media placa cilindrica con una tapa plana en uno de sus extremos. Esta geometria
es imposible de resolver sin el agregado del término adicional a la forma variacional,
y es por ello que se elige este problema a fin de poner a prueba la formulacién. Las
condiciones de borde impuestas son tales que los bordes se encuentran empotrados,
se les impide incluso la posibilidad de rotar. Se aplica también en este caso una carga
uniforme de 100000 Pa. En la figura 7(a) se muestra como varia el maximo desplaza-
miento de la superficie a medida que se varia la rigidez ficticia, mientras que la figura
7(b) muestra como varia el cociente de los pivots. En la figura 7(a) se observa que la
solucion se rigidiza con el agregado de la rigidez ficticia adicional, pero que bajandola,
rapidamente se consigue que la solucién converja. En el limite en el que la rotacién
ficticia es nulo, se obtiene la solucion a la forma variacional sin el término adicional,
pero debe tenerse en cuenta que a medida que se reduce la rigidez ficticia, el sistema

Copyright © 2006 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



1848 A.M. CASTRO

6.35950x10° m Ty 10" grrem . ey o
1012 \
6.35900x10” 3
\ ] 1011
6.35850x10° \ 8 10" 1 1
E 1 & w0
< 6.35800x10° 3 r 1
:E 4 s 10
2 3
6.35750x10° \ (1
1 10° i | | |
6.35700x10° r 1
\ 105 r | |
6.35650){10-5 aassed o osass aaaa assssed o sooend o aaaned o ooas asas 104 [ " " "l g
1E-6 1E-5 1E-4 1E-3 0.01 0.1 1 10 100 10° 100 10" 10° 107 10" 10° 10 10°
a3 e,
(a) Sensibilidad de la solucién ante la variacion de (b) Cociente de los pivots.

la rigidez ficticia.

Figura 7: Efectos de la variaciéon de la rigidez ficticia.

se vuelve cada vez mas singular, figura 7(b), resultando esto en soluciones ruidosas o
incluso a la imposibilidad computacional de resolver el sistema. Debe entonces hacerse
una elecciéon de compromiso en a3.

La figura 8 muestra los resultados obtenidos en el cdlculo de esta geometria utilizan-
do GPFEP y ALGOR. Se observa una clara similitud entre los resultados obtenidos. Es

Campo de Desplazamientos [m]

0.00008 W
0.00005 7 NodalDiS]_Jlacement
Magnitude
0.00004 : m
0.00003 & | 8.488e-003
] 6.791e-005
CICErR 5.093e-005
0.00001 3.395¢-005
I 1.698¢-005
0.00000 o
(a) Célculo con GPFEP. (b) Calculo con ALGOR.

Figura 8: Calculo estatico de una placa con una cara plana.

importante notar el pliegue que se forma en la interseccién entre la parte cilindrica y la
tapa plana. Esta se forma debido a que al irse flexionando la tapa, transmite su rotacién
a la parte cilindrica, demostrando que los esfuerzos de flexién estdn siendo bien captu-
rados. Noétese también como es que la derivada con la que sale la placa por los bordes
es nula, siendo esto consecuencia de haber empotrado la placa no solo suprimiéndole
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los desplazamientos sino también las rotaciones.

3. CALCULO DE LOS MODOS RESONANTES DE UNA PLACA
3.1. Introduccion

Al problema planteado en el capitulo anterior se le agrega ahora dindmica, es decir,
masa. Para obtener las frecuencias de resonancia se se asume que la placa se encuentra
oscilando arménicamente, por lo que se separa la solucién en una componente espacial
y una componente temporal armoénica. De esta manera se obtiene una ecuacién que
presenta cierta similitud a la ecuacién de Helmholtz para el caso de propagaciéon de
ondas y, excitando con una carga de magnitud fija y frecuencia variable, se realiza un
barrido en frecuencias sobre el sistema y se obtiene el espectro de este.

3.2. Agregado de la Componente Temporal

Para efectuar el agregado de la componente temporal en las ecuaciones de placa, se
parte de las ecuaciones de elasticidad tridimensional con dependencia del tiempo. Es-

tas ecuaciones consisten, en su forma diferencial, en las ecuaciones de momento lineal
20

02u;
0ij,j+fi = ,OaTzl en QO
uj=g; enl
O'l‘]'n]' = ]’li en [’ (20)

Las ecuaciones 20 se escriben en su forma variacional como

62 Nsgq
1074 + — pu;dQ = fidQ hdlh 21
/Q Wi, )0ijald + 912 /Q Wi P U; /Q w;fidQ + i; /rhi win; (21)

en donde se hace ahora en la resonancia, la separaciéon de la solucién en sus compo-
nentes temporal y espacial en la forma

u(x,y,z,t) = w(x,y,z)e"" (22)

y ahora las derivadas segundas en el tiempo se verdn reemplazadas por el término

pw?, 0 en términos de operadores

2

aa—fz) = —pw?(-) (23)
Para la obtencién de las ecuaciones, en su forma variacional, que describen el estado
de deformacién de una placa, de deben hacer una serie de simplificaciones a la forma
variacional 21. Tal como se ha explicado en la seccién anterior, el elemento de placa de-
be ser capaz de capturar los esfuerzos de membrana como asi también los de flexion.
Los esfuerzos de membrana fueron descritos mediante la teoria de elasticidad conven-
cional en dos dimensiones, desprecidndose la tensién en la direccién normal a la placa
(estado plano de tensiones). Los esfuerzos de flexién fueron descritos mediante la teo-
ria de Reissner-Mindlin, asiéndose las suposiciones necesarias del caso, ver Hughes
(1994). En este capitulo se llevarad a cabo un procedimiento similar al realizado en el
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caso estatico, pero ahora agregando los términos de aceleracion. Es de esperar, que en
las ecuaciones obtenidas aparezca un término de aceleracién en la tres componentes
del desplazamiento, pero es dificil predecir si aparece un término de aceleracion en la
rotacion. Si este término aparece se espera que sea de un orden superior a los otros.

3.2.1. Agregado de la Componente Temporal a la Descripcion de los Esfuerzos de
Membrana

La obtencion de los términos de inercia en los esfuerzos de membrana es directa.
Consiste en particularizar la ecuacién 21 al caso bidimensional. De esta manera, apare-
cen los términos inerciales —pw?u; para cada componente.

3.2.2. Agregado de la Componente Temporal a la Descripcion de los Esfuerzos de
Flexion

Luego de realizar una serie de simplificaciones a las ecuaciones 21, la forma varia-
cional de Reissner-Mindlin queda* °

0 = /A[é(i,j)cijkle(k,l)‘|’7_/icij7/j]dA

_ B~
—pw2t/ wwdA—pwz—/ 0;0;dA
[\ A J/ (. 12 A
aceleraciz’)rn normal aceleraci(;;1 angular

+ /A(@Ci — wWF)dA + /Sh (éiMi —wQ)ds (24)

en donde, 6; es la “rotaciéon”, y; son las deformaciones de corte, w es el desplazamiento
normal a la placa, t es el espesor de la placa, w es la frecuencia angular, C; es el momen-
to aplicado por unidad de area, F es la carga normal a la placa por unidad de area y M;
y Q; son el momento y el corte aplicados como condicién de borde. Para mas detalle
acerca de los tensores ¢;j; y ¢;j ver Hughes (1994).

Es posible identificar la aparicion de los términos que se esperaban. Por un lado,
aparece el término de aceleracién en la direccién normal a la placa, que tiene la forma
fuerza = masa x aceleracién, en donde pt es la masa por unidad de drea y —w? w es la
aceleracion normal a la placa (recordar 23). Por otro lado, aparece el término que era
de dificil deduccidn, el término de inercia en la rotacion. Este es de la forma momento de
inercia x aceleracién angular, en donde el factor w? oficia a modo de aceleracién angular

3 . . : )

y el factor —p{5 oficia a modo de momento de inercia por unidad de 4rea. Tal como se
habia predicho con anterioridad, este término es de orden superior en el espesor que
el de aceleracion normal, tratdndose de un orden #> contra t respectivamente.

“en Hughes (1994) se describe el procedimiento para el caso estético en detalle. La obtencién de las
ecuaciones considerando los términos de aceleracién siguen un procedimiento similar.

SEstas ecuaciones no estdn escritas en términos de las rotaciones fisicas con el fin de evitar el agregado
de otro tensor, ver la observacion al respecto de la seccién anterior.
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3.3. Resultados Numéricos

En esta seccién se presentan los resultados obtenidos al calcular las frecuencias de
resonancia de la placa ya utilizada en la seccién anterior. Nuevamente el material utili-
zado es acero, con la densidad p = 7850 Kgr/ m3, el modulo de Young E = 2- 1011 Pg,
y el médulo de Poisson v = 0,3.

La placa esta sujeta en sus extremos, y se restringe incluso la rotacién de sus bordes.
Se ha efectuado también el cdlculo mediante el programa comercial ALGOR, a fin de
poder comparar los resultados. Para la obtencién de las frecuencias de resonancia se
aplicé a la placa una presion uniformemente distribuida en su superficie, armoénica en
el tiempo. De esta manera, se obtienen los espectros de la norma L? en funcién de la
frecuencia de excitacion, tal como se muestra en la figura 9. Los picos de este espectro
corresponden entonces a las frecuencias de resonancia de la placa. En la Tabla 3 se
hace el resumen de las frecuencias de los tres primeros modos y se las compara con
las obtenidas con ALGOR. En las figuras 10,11 y 12 se muestran las tres primeras

IE3 g
1E-4 |
1E-5 |
) i
g 1E-6 |
5 F
Z 1E-7 ¥

J\:
1E-8 | / \
1E-9? /\ // E
-1O§J N ——]

200 250 300 350
Frecuencia [Hz]

Figura 9: Espectro en la norma L.

Frecuencias de resonancia [Hz]

GPFEP | ALGOR | Diferencia
228.0 194.3 17.3%
237.9 211.4 12.5%
346.1 286.5 20.8 %

Tabla 3: Resultados obtenidos mediante GPFEP y ALGOR.

resonancias obtenidas por este método. Se observa en estas figuras, que el modelo
es lo suficientemente bueno como para capturar la forma de los modos. Atun asi, se
observa que existen pequenas diferencias. En la Tabla 3 se observa que la diferencias
obtenidas entre las frecuencias es de hasta 20.8 %. Estas son debidas al mal desempefio
del elemento utilizado, y la tinica forma de solucionarlas es mediante el cambio de este.

Copyright © 2006 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



A.M. CASTRO

(b) ALGOR.
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Figura 12: Tercer modo de resonancia.
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3.4. Aplicacién: Frecuencias de Resonancia del Conjunto Cidmara de Combustién,
Inyector, Tobera del Tronador II

En esta seccion se efecttia el célculo de los modos de resonancia del motor cohete
Tronador II. A fin de obtener las frecuencias de resonancia del motor por la técnica de-
sarrollada, es necesario que el motor posea puntos de soporte, de hecho, en la realidad,
el motor se fijard a la estructura del cohete mediante soportes debidamente colocados.
En la figura 13 se muestra la geometria tratada en la cual se observan los soportes de
tijacién. Estos soportes no son los que finalmente se utilizardn en el motor, de hecho,
hasta ahora no estdn disefiados, pero serviran a fin de ilustrar la técnica. Un punto no-

Figura 13: Motor Tronador II. Obsérvese la ubicacién de los soportes.

vedoso a notar es que los soportes seran tratados también como placas, aproximacién
que es totalmente vdlida. Lo interesante es que estos soportes son placas que salen a
noventa grados de la superficie de la tapa del motor, es decir, para el modelo desarro-
llado, no es una condicioén restrictiva que la superficie sea solo una.

Para que este modelo funcione, es necesario tener ciertos cuidados con la generacién
de la malla. Como primer punto, es necesario asegurar que los nodos que constituyen
la interseccién entre los soportes y la tapa sean los mismos, asi de esta manera se trans-
mitirdn los desplazamientos y rotaciones de una estructura a la otra. Para lograr esto,
lo que se hizo fue dividir la tapa en dos superficies, de tal manera que los soportes
se encontrasen sobre la linea de divisiéon de estas. Al efectuar el mallado de las super-
ficies, al estar compartiendo los limites que las divide y a su vez las define, se logra
que los nodos sean los mismos. De esta manera, se tiene ademads control sobre el tama-
fio del mallado, pudiendo colocar la suficiente cantidad de nodos sobre los soportes
como para capturar la solucién en estos. En la figura 14 se muestra la malla obteni-
da. Otro punto a tener presente es el de la direccién de las normales a la superficie.
Es muy importante que todas las normales apunten hacia afuera (o hacia adentro) del
modelo, ya que esto define la direccién de aplicacién de la carga. Al generar las mallas
por el método anteriormente descrito, los elementos en las dos caras que constituyen
la tapa tendran diferentes orientaciones, es decir, normales apuntando en direcciones
opuestas. Esto se debe a que una de las superficies posee un agujero y el borde corres-
pondiente a este tendra una orientacion diferente que para la otra superficie que es la
que llena el agujero. Para solucionar este problema, se invirti6 el orden de las permu-
taciones de los elementos que constituyen la superficie que tapa el agujero. En la figura
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Figura 14: Mallado del Tronador IL

15 se muestran las normales antes de la permutacién, figura 15(a), observdndose que
las normales de la superficie interior no se ven ya que apuntan hacia adentro, y luego
de la permutacién, figura 15(b), en donde ahora se observa que las normales cubren
toda la tapa. La discontinuidad que se observa en 15(a) es debido a que el programa de

(a) Normales con sentido incorrecto. (b) Normales con sentido correcto.

Figura 15: Normales a la superficie de la malla creada.

visualizacién utilizado hace uso de las normales para calcular la luz proveniente del
objeto, facilitando la visualizacién de este error.

A fin de validar la utilizacién de soportes, se realizé un célculo estatico previo en
el cual se aplica una sobre presién interna al motor de 100000 Pa. El material emplea-
do fue acero y se utilizé un espesor de placa de 3 mm. La forma de validar el célculo
consisti6 en obtener los desplazamientos en la direccién longitudinal sobre los sopor-
tes, calcular con ellos la tensién en esta direccién, y con el drea del soporte calcular la
reaccion sobre este. El drea neta del motor consiste en una circunferencia de 15 cm de
radio, pudiendo con este dato, y el de presién conocer la reacciéon de antemano. En
la figura 16 se muestra el desplazamiento en la direccién longitudinal en funcién de la
distancia, estando el cero de posicién en el empotramiento del soporte. A partir de esto
se infiere el valor de la deformacién y de la tension, y con ello la reaccién. En la Tabla
4 se resumen las reacciones calculadas por el programa y la obtenida analiticamente.
Los resultados muestran que las deformaciones son capturadas correctamente. En la
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Figura 16: Desplazamiento en la direccién longitudinal del soporte.

GPFEP | Analitico | Diferencia
6728 N | 7068.6 N 4.8%

Tabla 4: Reaccién sobre los soportes.

tigura 17 se muestra el campo de desplazamientos obtenido. Utilizando un barrido en
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Campo de Desplazamientos [m]

Figura 17: Desplazamientos obtenidos del calculo

frecuencias, tal como ya se ha hecho antes, se resuelven los modos resonantes del mo-
tor. En la Tabla 5 se resumen las frecuencias de los modos resonantes calculados. En
tigura 18 se ilustran los modos resonantes calculados.

Primer modo - 84.8 Hz
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Primer modo 84.8 Hz
Segundo modo | 306.5 Hz
Tercer modo 367.5 Hz

Tabla 5: Frecuencias de resonancia del motor Tronador II.

Segundo modo - 306.5 Hz

Tercer modo - 367.5 Hz

Figura 18: Modos de resonancia del motor Tronador II.

Con el mallado se estd mostrando la posicion original de la geometria (equilibrio) y
con las caras coloreadas la geometria deformada. El grado de coloracién corresponde
a un mayor o menor desplazamiento.

El primer modo calculado se trata de basicamente de un modo de flexién en la tapa,
resultando en un movimiento hacia un lado y otro de la tobera. El segundo también
tiene que ver con la flexiéon de la tapa, resultando en este caso en un movimiento hacia
adelante y hacia atras. El tercer modo es un modo propio de la tobera.

4. SUMARIO Y CONCLUSIONES
4.1. Conclusiones

En este trabajo se investigado el modelado por elementos finitos de sistemas mecé-
nicos compuestos por placas. El tratamiento de placas con geometria tridimensional
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arbitraria como el ensamble de elementos planos, demuestra ser una técnica sencilla y
efectiva para el modelado de este tipo de problemas. Se implement6 un elemento que
formula los esfuerzos de membrana mediante la teoria de elasticidad 2D convencional
y los esfuerzos de flexién mediante la teorfa de Reissner-Mindlin. En ambos casos se
han utilizado elementos triangulares con interpolacién P;.

Se han realizado validaciones de la formulacién mediante casos con soluciones ana-
liticas y con comparaciones con un cédigo comercial por elementos finitos, ALGOR.

Una vez validado el c6digo, se afiadi a este la facultad de modelar la dindmica
de una placa. Se obtuvieron los términos inerciales partiendo de la formulacién va-
riacional de las ecuaciones, permitiendo esto la deduccién no solo de los términos de
aceleracion en las tres direcciones del desplazamiento sino también la aceleracién an-
gular de cada elemento, siendo este tiltimo término no tan facil de deducir a priori, si
bien su contribucién es de mayor orden.

Mediante la separacion de la solucién en una componente espacial y una funcién
armonica en el tiempo, se obtiene el equivalente a la ecuaciéon de Helmholtz para las
placas. Efectuando un barrido en frecuencia y obteniendo la amplitud en cada una para
una excitacién de amplitud constante, se obtiene el espectro del sistema, y con ello las
frecuencias y formas modales de resonancia.

Como aplicacion del cédigo, se ha utilizado este para la obtencién de las frecuencias
de resonancia del motor cohete Tronador II. Se ha demostrado en este caso la versati-
lidad de la formulacién para el modelado de interseccién entre placas, ventaja que no
suele encontrarse en otras formulaciones.

4.2. Trabajos Futuros

Se encontré que la descripcion de placas en tres dimensiones mediante el ensamble
de elementos planos es buena, pero que presenta errores en la soluciéon relacionados
con el mal desemperio del elemento utilizado. Se propone entonces el ensayo de dife-
rentes elementos, encontrdndose en la bibliografia Zienkiewics y Taylor (1991) posibles
alternativas.

La técnica del barrido en frecuencias, si bien sencilla, es costosa computacionalmen-
te, por lo que se propone la confeccién de un solver para la obtencién de autovalores y
autovectores de matrices para el GPFEP.

Queda por realizar la obtencién de las tensiones a partir de las deformaciones ya
calculadas, para ello dos alternativas son, realizar esto desde el mismo ?, o postproce-
sando las salidas con otro programa, proponiéndose como alternativa al ?.
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