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Resumen. En este trabajo se estudia la transferencia de calor, en estado no estacionario, por
conduccién y radiacion combinadas en un medio semi transparente que absorbe, emite y dispersa
anisotropicamente la radiacion térmica. Se consideran diferentes tipos de condiciones de borde
(paredes opacas, transparentes y semitransparentes, isotérmicas y adiabaticas, negras y grises), varias
funciones de dispersién anisotrdpicas y un amplio rango de propiedades fisicas del medio
(conductibilidad térmica, calor especifico, densidad, coeficiente de absorcion y dispersion). Se estudia,
ademas, la influencia de las condiciones iniciales en la velocidad de transferencia de calor combinado.
Para realizar la simulacion numérica se ha utilizado el método de los volumenes finitos y el
procedimiento numérico ha sido implementado en un programa de computadora que fue utilizado para
obtener los resultados presentados en este trabajo. Las soluciones obtenidas han sido comparadas con
resultados publicados, el analisis muestra que las soluciones presentadas en este trabajo son correctas y
pueden ser extendidas a situaciones mas complejas con un amplio margen de seguridad.

Keywords: Combined Thermal Radiation, Transient, Finite Volumes

Abstract. In this work, heat transfer in a non-stationary state, by conduction and radiation
combined in a semi-transparent medium that absorbs, emits and disperses anisotropically thermal
radiation is studied. Different types of boundary conditions are considered (opaque, transparent and
semi-transparent, isothermal and adiabatic, black and gray walls), various anisotropic dispersion
functions and a wide range of physical properties of the medium (thermal conductivity, specific heat,
density, coefficient of absorption and dispersion). The influence of the initial conditions on the
combined heat transfer rate is also studied. To perform the numerical simulation the finite volume
method has been used and the numerical procedure has been implemented in a computer program that
was used to obtain the results presented in this work. The solutions obtained have been compared with
published results, the analysis shows that the solutions presented in this work are correct and can be
extended to more complex situations with a wide margin of safety.
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1. INTRODUCCION

Existen muchos ejemplos de procesos que evolucionan en el tiempo donde el transporte de
energia por conduccion y radiacion se desarrollan en forma combinada. Esta situacion ha
recibido mucha atencién, por parte de los investigadores, en aplicaciones practicas de
transporte de energia en medios semitransparentes, en las que la conduccion de calor y la
radiacion térmica ocurren simultdneamente en procesos transitorios. La importancia del
transporte combinado de energia térmica puede ser apreciable en los hornos de fundicion de
vidrio. En estos fenémenos la radiacion térmica juega un rol muy importante por lo que existe
un gran interés en desarrollar modelos de andlisis que permitan obtener resultados en forma
rapida, precisa y economica (Asllanaj et al., 2004; Musella y Tschudi, 2005; Bermtdez et al.,
2006; Daouas et al., 2008; Zhao et al., 2009; Ali et al., 2010; Y1 et al., 2012; Dombrovsky,
2016).

Existe una gran cantidad de trabajos relacionados al estudio de la conduccion y la radiacion
térmica combinadas en estado no estacionario, la mayoria de ellos son simulaciones
numéricas donde se aplica una gran variedad de métodos numéricos. Estos métodos se
caracterizan por su capacidad de manejar una gran variedad de configuraciones geométricas y
térmicas. Los primeros trabajos publicados en los cuales se han considerado problemas no
estacionarios de conduccion y radiacion combinadas aparecen en la década de 1960 y se
caracterizan por aplicar metodos analiticos, o semi analiticos, en geometrias planas. Durante
la década de 1990 y principios de 2000 se comienzan a aplicar métodos numéricos
aproximados en placas, simples y compuestas, con variedades de condiciones de bordes
(Siegel, 1996a y 1996b; Tan et al., 1999; Bianco et al., 2001; Lazard et al., 2001; Chu et al.,
2002; Tan et al., 2003; Tan et al., 2004; Asllanaj et al., 2007; Yi et al., 2008; Yi et al., 2009).
A partir de 2005 comienzan a publicarse trabajos donde el problema transitorio de la
conduccion y radiaciéon combinadas se desarrollan en geometrias bidimensionales (Mishra et
al., 2005; Lacroix et al., 2006; Henshall y Palmer, 2008; Han et al., 2009; Chaabane et al.,
2011a,b; Zhang et al., 2013,2014; Sasmal y Mishra, 2014; Ma et al., 2017; Cintolesi et al.,
2017).

De la revision bibliografica presentada se desprende que existe un marcado interés en
desarrollar herramientas computacionales que permitan predecir la transferencia de calor, en
estado no estacionario, combinada por conducciéon y radiacion térmica en geometrias
multidimensionales. Estas herramientas computacionales pueden ser usadas para facilitar el
calculo y disefio de dispositivos industriales, analisis y estudio de fendémenos ambientales y en
todas las situaciones en la que estén involucrado el transporte de calor por modos
combinados.

2. FORMULACION MATEMATICA

El modelo matematico que representa la transferencia de calor por conduccion y radiacion
combinadas en estado no estacionario estd formado por la ecuacion de la energia (1), la cual
viene dada en forma independiente del sistema de coordenadas (Brewster, 1992; Modest,
1993; Siegel y Howell, 1992), como

pccfi\_T:v' val_v'ﬁr*’q
en la que p es la densidad, ¢, el calor especifico, £ es la conductividad térmica, 7 la
temperatura, ¢ el tiempo, ¢ la fuente interna de generaciéon de calor, q, el flujo de calor
radiante y V¢, la divergencia del flujo radiante, dadas por
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dx
g.= | isdw ~ I P
’ *[c V-G =x|4mi,-G 23)
en esta ecuaciones i es la intensidad de radiacion térmica, s es el versor de la direccion
angular, o el 4ngulo solido, x el coeficiente de absorcion, i, la intensidad de radiacion térmica
del cuerpo negro y G la radiacion incidente, las cuales vienen dadas por
dm
. oT* G= [ idw
SR o (4.5)
donde o es la constante de Stefan—Boltzmann.

La intensidad de radiacion térmica se obtiene resolviendo la ecuacion (6) del transporte
radiante para un medio gris, absorbente y dispersante (Brewster, 1992; Modest, 1993; Siegel y
Howell, 1992), la cual se expresa como

dm

18l - . . . @O .
——+5- J:—|’n+mb+—’f ihdw
Cot 1] Y

(6)
en la que ¢ es la velocidad de la luz, o, es el coeficiente de dispersion, B es el coeficiente de
extincion y @ la funcion de dispersion, dadas por:

M

@ u =1+ Z ‘._lmpm L

m=1 ﬁ:K""Us (7,8)
donde P, son los polinomios de Legendre, 4, son los coeficientes de estos polinomios, M es
el orden de los polinomios, p el coseno del dangulo formado entre las direcciones de intensidad
de radiacion térmica entrante y saliente. En trabajos anteriores (Rebollo, 2007; 2008a; 2009b)
se puede encontrar la metodologia de calculo de la funcion de dispersion usando una
expansion en serie de los polinomios de Legendre.

La condicién de borde para superficies radiantes grises, opacas, difusas e isotérmicas se

puede escribir como (Brewster, 1992; Modest, 1993; Siegel y Howell, 1992):
H._. H, = I I:r dw"

_ sha,
fL:wab L-.-"'_'[_Mr - TR0 !

' : (9,10)
donde el subindice w representa la pared, el superindice / representa la direccion de la
radiacion emitida por la pared, € es la emisividad de la pared, p la reflectividad de la pared, i,
es la intensidad de radiacion del cuerpo negro, emitida por la pared, y H es la irradiacion
hemisférica, es decir, el flujo de calor radiante incidente en la pared, donde » es la normal
unitaria a la pared y & representa la direccion de la radiacion incidente en la pared.

En todos los problemas analizados en este trabajo, se supone que las superficies de la
cavidad son grises y difusas. La rugosidad de la superficie y la deposicion de productos de la
combustioén hacen que esta suposicion sea valida en muchas aplicaciones de la ingenieria.

El término transitorio de la ecuacién (1) se resuelve usando un esquema totalmente
implicito mientras que el término transitorio de la ecuacion (6), al estar dividido por la
velocidad de la luz, resulta despreciable. La escala de tiempo de la radiacién, comparada con
la de la conduccion, resulta muy pequefia, por lo que se desprecian los efectos transitorios del
transporte radiante, es decir, que el equilibrio termodinamico local se considera que es
instantaneo (Brewster, 1992; Modest, 1993; Siegel y Howell, 1992).

La formulacion matematica de la ecuacion (1) de la energia junto con la ecuacion (6) de la
transferencia radiante estan dadas en forma vectorial independiente del sistema de
coordenadas adoptado. La formulacion matematica, en coordenadas cartesianas, cilindricas y
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esféricas de la ecuacion de la transferencia radiante, ya fue presentada en trabajos anteriores
por lo que no sera incluida en este trabajo (Rebollo et al., 2013; 2014; 2016).
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Figura 1: Influencia del espesor dptico en la distribucion de temperatura transitoria en una placa, expuesta a un
calentamiento radiante y a un enfriamiento convectivo, comenzando con una temperatura inicial uniforme, con
1,=052,N=0.1, ¢/ =q, =1.5%, hy=h] =1, T;O = T;l =0.5.

Toda la formulacién matematica presentada en este trabajo estd basada en la suposicion de
comportamiento gris del medio participante, es decir, independiente de la longitud de onda de
la radiacién térmica. En trabajos previos (Rebollo, 2008b; 2009a; Rebollo et al. 2010; Rebollo
y Rodriguez, 2011) se han presentados diferentes modelos para el tratamiento de gases no
grises, los cuales no han sido implementados en este trabajo.

Para resolver la ecuacién (1) de la conduccion y radiacion combinadas, junto con la
ecuacion (6) de la transferencia radiante se ha usado el Método de los Volumenes Finitos, el
cual ha sido descrito en trabajos previos (Rebollo, 2007; 2009b; 2013; 2014) usando
discretizacion espacial para la ecuacion de la conduccion radiacion (1) y una doble, espacial
y angular, para la ecuacion (6) de la transferencia radiante.

3. RESULTADOS

En esta secciéon se hace una breve descripcion de las configuraciones geométricas y
térmicas analizadas en este trabajo, las cuales fueron propuestas por algunos autores hace ya
alglin tiempo, y reproducidas a lo largo de los afios en muchos trabajos publicados, por lo que
se han transformado en configuraciones clasicas. Se presentan los resultados obtenidos al
reproducir estas diferentes configuraciones térmicas, se hace un muy breve analisis de
resultados y se comparan resultados.

Todos los resultados fueron obtenidos en el sistema internacional de medidas, pero son
presentados en la misma forma que fueron publicados en los trabajos originales, por lo que,
para facilitar la comprension del lector, se describen los pardmetros adimensionales
comunmente presentes en la mayoria de los trabajos originales. Entre los parametros
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adimensionales mas comunes se encuentra el albedo de dispersion y el espesor optico

O o,
B T,=fx
p =P (11,12)
el coeficiente de conveccion adimensional y el flujo de calor adimensional
h'z% ‘I'Z—:],F
Ol Ol (13,14)
el parametro conduccion-radiacion
_ k
=
40T; D (15)
la temperatura adimensional
T‘:Tl
' (16)
el tiempo adimensional
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Figura 2: Influencia del pardmetro conduccidn-radiacion en la distribucién de temperatura transitoria en una
placa, expuesta a un calentamiento radiante y a un enfriamiento convectivo, comenzando con una temperatura
Ce . . _ _ . * ok 4 ey A * ok
inicial uniforme, con 1, =5, N=0.01;1, 90=9, =1.5%, hy=h, =1, TfO = Tf1 =0.5.

en estos parametros adimensionales x,y representan las coordenadas espaciales, D la longitud
caracteristica, 4 el coeficiente de conveccion, 7, la temperatura absoluta inicial, g el flujo de
calor y ¢ el tiempo. Para una descripcion mas detalladas de las configuraciones geométricas,
térmicas y pardmetros adimensionales utilizados se recomienda al lector recurrir a las
publicaciones originales.
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En esta seccion se muestran las distribuciones de temperatura, para diferentes instantes de
tiempo, en una placa plana de espesor D con condiciones de frontera radiante y convectiva,
sin generacion interna de calor, con una distribucion de temperatura uniforme en el instante
inicial y con dispersion isotropica. Para los resultados en las Figuras 1 a 3, la radiacion
externa y las condiciones de conveccion son simétricas en ambos lados de la placa, por lo que
las distribuciones de temperatura transitorias son simétricas y se muestran para la mitad de la
placa. Los resultados se dan en seis instantes de tiempo durante el periodo transitorio, el
primero corresponde a la condicion inicial y para el ultimo se considera que se alcanza el
estado estacionario. Algunos de los resultados para tiempos mayores al ultimo se verificaron
con calculos de estado estable y se obtuvo excelente concordancia.

Las Figuras 1 a 3 muestran las distribuciones de temperaturas transitorias en una placa
sometida, repentinamente, en ambos lados, a un ambiente radiante de temperatura 7, mas alta
que la inicial 7,, con q0=4q", =1.5, y a un enfriamiento por conveccion desde un fluido con

temperaturas 7o =7 = 0.5 mas bajas que la inicial 7.
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Figura 3: Influencia de la conveccion externa en la distribucion de temperatura transitoria en una placa, expuesta
a un calentamiento radiante y a un enfriamiento convectivo, comenzando con una temperatura inicial uniforme,
cont,=5,N=0.1, ¢’ =q, =1.5*, hy=h} =15, T;o = T;-l =0.5.

En al Figura 1 se observa que para un espesor optico t,, = 0.5, la placa es Opticamente
delgada, y los efectos de la radiacion estan limitados por una pequefia absorcion, para t, =2,
la radiacion puede penetrar en toda la placa, pero hay una absorcion significativa en la zona
pfoxima a la frontera lo que incrementa la temperatura de la placa, la placa es dpticamente
gruesa y la mayor absorcion de radiacion externa incrementa la temperatura de la placa en la
zona cercana a la frontera. Es tan importante la absorcion de radiacion proxima a la frontera,
que en la zona media de la placa la temperatura llega a disminuir con el incremento del
espesor Optico y los maximos de temperatura se aproximan a la frontera de la placa con el
crecimiento el espesor optico. A medida que el tiempo avanza, se observa que la temperatura
en el interior de la placa tiende a ser mas uniforme, producto de la conduccion, y esta
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tendencia se hace mas evidente con el aumento del espesor Optico.

La Figura 2 muestra la influencia del pardmetro conduccion-radiacion para 1, = 5, 9=
q, = 1.54 ho=hi=1,T ;0 =T ;1 = 0.5. El incremento del parametro conduccion-radiacion
representa un incremento de la conduccion, por lo que para N = 0.01 se puede apreciar que la
radiacion se impone a la conduccion, y la distribucion de temperatura es semejante al
mostrado en la Figura 1. Para N = 1.0 se observa que la distribucién de temperatura es mas
uniforme con el avance del tiempo, el efecto de la radiacion es despreciable frente a la
conduccion y la distribucion de temperatura es totalmente uniforme en cada instante de
tiempo.

En la Figura 3 se aprecia la influencia de la conveccion externa parat, =5, N= 0.1, 9=
qr, = 1.5, T ;‘0 =T ;1 = (0.5. Se observa como el incremento del coeficiente de conveccion

origina un fuerte descenso de la temperatura en la frontera de la placa, en todos los instantes
de tiempo, y ademads, se destaca el incremento de los gradientes de temperatura adyacentes a
la frontera. También se aprecia como las temperaturas disminuyen con el incremento de
enfriamiento convectivo. Las temperaturas en la zona media de la placa se van haciendo
uniforme conforme avanza el tiempo, debido al efecto de la conduccion.
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Figura 4: Influencia del espesor Optico en la distribucion de temperatura transitoria en una placa, expuesta a un
calentamiento radiante en un extremo, sin conveccion, y a un calentamiento radiante y enfriamiento convectivo,
en el otro extremo, comenzando con una temperatura inicial uniforme, con 1, = 2,10, N=0.1, g7, =154, T

al
=0.5, hy=0, h}=1,T} =0.5.

Para la Figura 4 cambian las condiciones de frontera en la placa, dejan de ser simétricas,
por lo que las distribuciones de temperatura se muestran para todo el ancho de la placa. La
placa es calentada por radiacion, sin enfriamiento convectivo, en x* = 0, siendo esta la frontera
caliente. La frontera fria, en x" = 1, es enfriada por radiacién y conveccion. En la Figura 4 se
observa la influencia del espesor optico para N = 0.1, q:O =1.5%, Tzl = 0.5, hzz 0, hT =1,
T ;1 = 0.5. Se advierte el incremento (disminucién) de la temperatura en la frontera caliente

(fria) con el aumento de del espesor Optico en todos los instantes de tiempo, también se

Copyright © 2019 Asociacion Argentina de Mecénica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



1970 D. REBOLLO, E. ROJOS, M. VELASCO, F. BOCCA, R. RODRIGO

observa el mayor incremento (disminucidon) de temperatura en la frontera caliente (fria) en el
primer instante de tiempo, y como este incremento disminuye en los instantes posteriores con
el incremento del espesor Optico. Es importante destacar que en la frontera caliente, al no
haber conveccion, las distribuciones de temperatura se curvan tendiendo a ser horizontales,
debido a que el gradiente de temperaturas debe ser nulo en la frontera caliente.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha desarrollado un codigo computacional para el calculo de la
transferencia de calor transitoria por conduccién y radiacién combinadas en una placa plana
de paredes grises, difusas y reflectantes, rellenas con un medio conductor, gris, absorbente,
emisor y anisotropicamente dispersante.

Se ha utilizado el método de los volumenes finitos para resolver las ecuaciones de la
conduccion y de la transferencia radiante junto con una expansion de los polinomios de
Legendre para tener en cuenta los efectos de la dispersion anisotropica.

El término transitorio de la ecuacion de la energia, ha sido resuelto usando un esquema
totalmente implicito.

Se han reproducido una gran variedad de configuraciones geométricas y térmicas
existentes en la literatura y se ha evaluado la influencia de los pardmetros radiantes mas
importantes.

Los resultados obtenidos fueron comparados con los resultados existentes en la literatura,
donde se han usado métodos numéricos diferente para resolver las ecuaciones de la
conduccion del calor y de la transferencia radiante.

De la comparacion de resultados se puede concluir que las herramientas computacionales
desarrolladas en este trabajo proporcionan resultados con un grado de precision aceptable.

El analisis de resultados permite concluir que la metodologia de célculo, desarrollada en
este trabajo, se puede aplicar a configuraciones térmicas, no incluidas en este estudio, con un
amplio margen de seguridad.

Se ha verificado nuevamente la capacidad del método de los volumenes finitos para
resolver problemas de transferencia de calor y radiacion térmica combinadas en estado no
estacionario, siendo totalmente confiable y preciso para resolver las configuraciones térmicas
analizadas en este trabajo.
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