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Resumen: R.D. Mindlin propone en 1964, una teoria de segundo gradiente, interpretdndose
esta correccion a las ecuaciones clasicas de la elasticidad, como la presencia de un campo
micro-elastico no local, pues depende de una longitud caracteristica del orden del micrometro
que se extiende a toda la region en estudio, esto claramente se diferencia de la formulacion
de Eshelby la cual tiene caracter local. En el presente trabajo se desarrolla un modelo poro-
visco-elastodinamico, en el marco de la teoria de segundo gradiente de Mindlin-Aifantis,
conteniendo fuerzas configuracionales, debidas a la presencia de microestructuras.

Keywords: poro-visco-elastodynamics models, configurational forces, Eshelby tensor,
theory of Mindlin-Aifantis

Abstract. R.D. Mindlin proposed in 1964, a theory of second gradient, interpreting this
correction to classical equations of elasticity, such as the presence of a non-local micro-
elastic field, as it depends on a characteristic length of the order of the micrometer, that
extends to the entire region under study, this clearly differs from the Eshelby formulation
which is local in nature. This is a first attempt, which we now know as multi-scale
developments. In the present work, a pore-visco-elastodynamic model is developed, within
the framework of the Mindlin-Aifantis second gradient theory, containing configurational
forces, due to the presence of microstructures.
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1. INTRODUCCION

La presencia de diferentes tipos de defectos, en los materiales, a escala micro y nano,
impactan fuertemente en las propiedades efectivas de estos a escala macroscopica. Respecto
de estas microestructuras, distribuidas, segtin multiples escalas de longitud y energia, existen
diversas aproximaciones tedricas, todas ellas, en mayor o menor medida hacen uso del
concepto de auto-deformacidn, y asociada a esta idea aparece el concepto termodindmico de
transicion de fase, Asi entonces, podemos pensar el problema micromecdnico como proceso
de transicion de fase de una configuracién no deformada a otra deformada, inducida por una
nueva clase de objeto fisico llamado fuerza configuracional, los estados meta-estables
inducidos por estas, se expresan en términos de auto-deformaciones. Las fuerzas
configuracionales son acciones dindmicas que reconfiguran geométrica y energéticamente
un material, operando sobre los defectos del s6lido y produciendo a escala macroscopica las
propiedades efectivamente medidas. Este nuevo tipo de fuerza no reconoce un origen
newtoniano, aunque participa de ecuaciones de conservaciéon balance claramente
newtonianas. Asi como en mecdnica cldsica la presencia de fuerzas estd asociada a la
variacidn instantdnea del momentum lineal, en micromecdnica las fuerzas configuracionales
estdn vinculadas al cambio instantdneo de una nueva funcién vectorial llamada pseudo-
momentum.

Por todo lo expresado, queda claro que surge aqui, una nueva mecdnica denominada
Mecdnica Configuracional o Mecdnica Material, esta tltima denominacidén aparece
relacionada con el hecho de que, el sistema de ecuaciones de este tipo de modelos encuentra
su representacion natural en la configuracion no deformada, material o lagrangiana, algunos
autores, G. Maugin, M. Gurtin, entre otros, llaman a este nuevo corpus tedrico, Mecdnica
Eshelbiana, recordando asi la obra fundacional de J. Eshelby en este campo, al introducir el
tensor de Energia impulso que lleva su nombre y que estd indisolublemente unida al cdlculo
de las integrales J, tipicas de la teoria de fractura. De hecho, los primeros trabajos de Eshelby
(1957, 1958, 1959) surgen al intentar explicar los fendmenos de fractura dictil y fragil en
sOlidos.

2. FORMULACION DEL PROBLEMA DE ESHELBY

Un aporte sustantivo de Eshelby destinado a la comprension de estos es su experimento
pensado (Gedanken)

Los cuatro pasos del experimento virtual para construir la solucién de Eshelby son los
siguientes:
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a). Se tienen Un soélido eldstico lineal con volumen V, y superficie S (matriz). Una
inclusioén Vo con superficie So estd incrustada en la matriz

b) Se suprime la inclusién de la matriz

¢) Se aplica la traccion superficial T a So para que la inclusién vuelva a su forma original

d) Se vuelve a incrustar la inclusién en la matriz y se quita la traccion T

El problema de Eshelby con condiciones de Neuman, en términos de la secuencia
experimental anterior se escribe de la forma

. E . A
C;klukrlf(x) - Szﬂilgkl](x) en Rk ’ ijkluk,l(x)n].

Es >\
arm Sz]kl kl(x)nj ar.

(D)

C;jkluk,l('?_é)ﬁj o / tie (L(@Fl))z )

=t

Hler,

« =
& j(x) : son las deformaciones residuales no mecédnicas

Condicion sobre las matrices

Es 3x3x3x3 . e _ _ e _ e . Es Es Es

Cljkl’ Sl]kl eV 4 Cijkl - Cjzkl Cz]lk Ckl1] 4 Sl]kl S]zkl Sz]lk
. Es . +
Cl]klgz]ekl Ogijeij 4 Sz]kl ij kl bOEzjgz] 4 aO’ bO < RO

. * Es
e, €F(C) ; & eF(S"™)
En términos de las condiciones de borde impuestas se escribe la solucion de la forma:

u,(X) = <u(£)> _” d’x'(g,, (¥ - )Sijkl u ](ﬂ) =

_” dsgim(%_i)sfnskl &q(X') _”dsgzm(x ’)t;(f’)ﬁj . (3)
or, T,

1
Donde la funcion de Green verifica:

Cz?jklgkn,lj(M) =—=0,,(0(A%)=(1/V)) en R, (4)
ijklgkn,l(M)ﬁj o =0 ; ijklgkn,l(M)ﬁj

=0 ()

ar,

in

La condicion de resolubilidad es:
”ng (X-%)S2 0 (¥) +jjdsg (X =%, (X))
ar,

—HI x(g,, (T 7)SE € (F) 6
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3. PROBLEMA DE ESCHELBY DE SEGUNDO GRADIENTE

Para el caso de problemas de Eshelby de segundo gradiente, partimos de la forma general
para la densidad de energia de deformacion, escrita segin Mindlin (1964) en la forma

w(e; (X),&; (X)) = (1/2)/\£ll(x)£]](x)+y£ (X)e, (X)+c,; (X)g, (X)+
+0,€,  (X)e, (X)+ 58, (X)e; (X)+c,€; (X,  (X)+C,8;  (X)g, (X)

Los numeros ci, ¢s, son constantes estructurales del material llamadas coeficientes de
gradientes de deformacion. Se eligen las constantes siguientes:

c,=¢,=¢.=0 ; ¢c;=(1/2)cA ; c,=cu

2 5

La constante c tiene dimensiones de una longitud al cuadrado, ahora la expresion para la
densidad de energia de deformacion seré:

w(e; (X)), €; (%)) = (1/2)Ae, (X)e;(X) + pe (X)e;(X) +
+(1/2)c(Ae,, (e, () + ‘usl.].,k(x)el.j’k(x)) %
La expresion anterior puede a su vez escribirse en forma

w(e; (X)), &; (X)) = (1/2)(0;(x)€; (X) + p; (X) . (X)) 8)

Donde ¢(x)es el tensor conjugado de 6,(x) y p,;,(X) loes de k,;, (X)

Finalmente definiendo:

0 (x) Cl]kl kl()_é) ’ tuz]k(j_é) lz Cemn mnk(x) (9)
Ei].(X) = (1 / 2)(1/{1](55) + uj,i(j_é)) (10)
K (X) =& (%) =(1/2)(u, , (X)+u, , (X)) (11)

La ecuacién de equilibrio se escribe

i ](x) + f 0= Cz]kl Kl ](x) o Auijk,kj(j_é) = _f](%) =

= Cze]klukl ](x) - lz z]kl(”k nn('x)) Jj Sglil(x)skl,j(%) ~I, Sglil(x)(ekl,nn(i:)),j

El problema riguroso de contorno se escribe

Es _* E * —
z]kl k A (x) lz l]klnm (uk nm( )) A = Sz]lilgkl ](x) +lz Sz]lilnm(gkl,nm(x)),j en Rk (12)
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Las condiciones de contorno de Neuman son

(C ikl kl(x)n 12 Czsjklnm(uk,nm(a_é)),lﬁj)‘ar _Sz)jlil Zz(x)” o +
1.8 i (€ DT 5 1 € R (13)
(Ctt (), — 1 ijklnm(uklnm(?c))/lﬁj)‘arl =ti], / t e(L@r,)’ (14)

Si el tensor de segundo gradiente es isétropo respecto de dos de sus indices coincide con
el tensor elastico y el problema anterior puede escribirse de la forma siguiente

z]kl kl](x) lz zkl(v2 kl(x))_ S]inIEZz](x)+

+l]2\/ISZEZl(V2 Itl nm(g_é)),] en Rk (15)
(C”kl kl(x)n _12 1Jklnm(v2 kl(x)) , )‘ Szflil kl(')_é)ﬁ]' ar, *
+1,Si; (Ve L | (16)

(C (N~ 13, (Vo

ijkInm

— 3} a 2
L=t eeery ar)

La representacion de la solucién es:
(%) = (w(@)) + [[[ (g, (- %)S L, (A-T1V)e, () -
1%

~|[ dSg,, (=% SLs, (1-LV ), () —H dSg (¥-%)t" (x)n‘ (18)
ar,, L

Para el calculo de la funcion de Green tenemos:

ijkl(l_ljz\/lvz)gkn,lj(ﬁ) =0, (6(AX)—(1/V)) en R, (19)
C., (1-1,,V*)g,, (AD)7, - 0 ; C(1-1,V*)g,, (AD), - 0 (20

Las condiciones de resolubilidad son:

[[ dsg,,-%)SL, (-5, V")e; (%)
ar;,

m+”d5g1m(x ), (2|

1
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:J..Ud?)xl(gim(i_ )SESkl(l I V’Z)Skz (X) (21)

4. PROBLEMA DE ESHELBY POROVISCOELASTICO DE SEGUNDO
GRDIENTE

En la formulacién de Biot con dos porosidades, el problema de Eshelby poroviscoeldstico
de segundo gradiente se formula de la siguiente forma

Ch (-1, V), (%,5)+Co (1-1, V)it (%,)—
—a, M (1~ ZZVZ)p (% 1) —a, M (1- 2Vp. JE )=
=-S5 (-1 Ve, (%,1)-55,(1-1 V&, (%,1)) en R, (22)

ijkl ijki
Campos de porosidades

0,0,p,(%, )~ (K; (1=, V?)p, (x,1))  — (K (1-13,V?)p, (1) , +

+a M (1-1 V)i, (%,6)-6,0p,(%,£)=0 (23)
0p, (%) -(KiA-1V)p, (x,8) —~(KE(A-1; V*)p, (%,1))  +
+§2MZ.’(1 —LVi, (%,6)-6,0,p,(%,)=0 (24)

Condiciones iniciales
Cr,(1- A% Y, (%,0)=u; /] e (Hy(D,))’ (25)
p,(%,0)=p,/p, e Hy(D,) ; p,(%0)=p,/p,eHy(D,) (26)

Se han introducido las siguientes matrices

E 3x3x3x3 'V ' 3%3
C,; 85 eV . M MY K! K! KY KSeV>
v v Es Es Es 4 __ 14 . V2 AR V)
Cl]kl C]zkl Cl]lk Ckll] 4 Sz]kl S]lkl Sz]lk / Kl] - K]l 7 Klj - Kﬂ

M. =M’ ;, M;=M] ; Ki=K ; KI=K9 ;
ij ji ij ji ij ji ij ji

Todas ellas definidas positivas y de traza no nula. Hemos introducido un tensor de Eshelby

(%
poroviscoeldstico y un tensor reologico de tipo poroso: S]k, 5 Gl -

De modo que, el tensor efectivo se escribe:

G,(%, 1) =C (1= V), (%, 1)+ Coy (1= 2V, (3, ) +
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+S5 (1=, V)e; (3, 1)+ S (1= 12 V2)ér (3, 1) 27)

ijkl
Condiciones de borde de tipo Neuman

(C (=1 V), (%,) + C (=12 VP)i, (3, £)7,

ijkl ijkl

ar.

m

(—a, ML (1-1 V?)p, (3, 1) —a,ME (112, V?)p, (3, )7, .

= (S (11, V?)e, (%, 1)+ S5 (-1 V&, (%, D) (28)
(-KL(1-1,V)p, (x,)- K:;(l—liﬁ)%,i(%,t))ﬁ,-
+&2Mj]‘.’(1—li@z)ui,j(f,t)‘arm =0 (29
(K (A=E V), (o 0) Ky (A=Y, G 0D |+
+ &M (1- 12V )i (%, t)‘arm =0 (30)

Sobre la segunda superficie limitadora
(Cly (=I5, Vg (%, 8))+ € (1= 12, V)i (B, 00|
(—a M (1=, V)p, (%, 1) —a,My (1=} V2 )pw(a?,t))ﬁ]. .=
=t, . / t, e(L*(aT,))* (31)
(K5 (1=, V)p,, (e, ) - K (1-1,¥)p, (X, 0)A |+
+a M (1=1, V)i (3] =q.l, /qerEr) (32)
(K A-12Vp, (x,0) - K A-L2V)p, (F ), .
+EM(1-2 V)i, (R, t)‘arl =q,| arl /g eI?@r,) (33)

T4 . . .
4, .4, - Son los flujos de porosidades sobre las superficies limitadoras
Las representaciones integrales de las soluciones asociadas a los campos de desplazamiento

y de porosidades de aire y de agua se obtienen utilizando el tercer teorema de representacion
de Green, y las funciones de Green adecuadas que se presentan seguidamente
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u, (X, 1) = (u,(%,)) +

+Idﬂ4

_j.[j d3xlgin(5é -, t)CZ'kz(l - 112\46’2 )uk,lj(i:,/ 0)-
v

—j;dt' ] ds

ar,;,

0

14

+3

IJ‘..d3x’gin(k'—i’,t —t') —

(M (1-12V)p, () +
\aZM;"j(l—li%’z)pw,].(a'c",t’)

— Si;kl(l I3V (X, t))ﬁj

—jdt'jde{gin(i—i’,t—t')tn
or

J.C. BARRETO, J.L. MROGINKI, H.A. DI RADO

3

Sf;kl (1-1;,Vv"” )€y (X, 1)+

+5 5, (1-1, V&, (X',1))

g (¥-%,t—t) (S5 (1—1@@2)5;(55,”\% -

njkl

al—‘in

Para los campos de porosidades tendremos

m(fat)=<pﬂ<fc,t>>+éafdt'{ 1]} d3x'ga<fc—fc',t—t')atrpw@',t')}—

t
—a, [at [[[dx' g,k — %, t—£)ML(1-13,V2)it, (%)
0 1%

~[[[d’x'g, (2%, t)p,(%,0)-

—jdf<
0

j j ds
ar,

-

\

N\

g, (X=X, t =t (K (1-1;V™)p, (&, )i, +

or,
+(I~<Z(1 —lzzva,z )Pa,i(il’tl))ﬁf o, >
&, Mz(l _ [12\4%’2 )i (x',t") . )
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t
p.(& 0 =(p,(%1)+0,| dt'{ [[[dx'g, (2 —Tc’,t)()t,pa(a_c",t')} _
0 %4

—c_vzj:dt’ | i [dx g, (&-%,t—tMI (113, V)i, (%,1)-

~[[[’x'g,(&-%,)p, (%,0)-

e

t
—[at'3 [[dSq+K; -1, V")p,, (F, ), -
0 or !

)

ar,

—a, MY (112, V" )il (%, £')

“

Las funciones de Green asociadas son:

C (1-LV2)g, (A%, AR+ C (1-12, V)G, (AR, AF) =

=5, (8(A%,A)—(1/V)) en R,
—6,0,8,(A%, At)— (K! (1-13V?)g, (A%, At))

i

~(K!(1-13,V*)g, (A%, Ab)) . = 8(AX, At)—(1/ V) en R,

-0,0,8, (A%, At) - (KY (117, V*)g, (A%, Ab) . -

~(KO(1-1,V*)g, (A%, A)) - =6(A%,At)—(1/V)) en R,

Condiciones iniciales nulas
C(1-13V)g, ,(A%,0)=0
g (x,-T)=0 ; g, (Ax,-T)=0

8 (X =, =) (Ky (1L, V™)p, (F, N[+

1

1489

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

Condiciones de borde para las funciones de Green asociadas a los campos de

desplazamiento y porosidades respectivamente

(Cgkl (1- ZIZ\A%Z )gnk,l (AX, At)+ CZ')'kl (1- 112\462 )gnk,l (AX, At))ﬁf ar, =0

Y
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(K (1-L,V2)g,, (A%, Ab) —KG (1-,V)3, (A, A | =0 ()
(-KA-12V?)g, (A%, A —KE (11 V*)g, (A%, At . =0 (43)
(Ciyy (115, V)8, (A%, At + Cp (1= 15, V) g, (AT, At))iL | =0 (44)
(-K!(1-13V?)g, (A%, At) - Ki(1-13V?)g, (A%, Ab)it, =0 (45)
(K (A-1,V*)g, (A%, A ~K7 (1-13,V*)g,, (A%, At | =0 (46)

1

Condiciones de resolubilidad del problema de Neuman

Es 2 12y o* ¥
Sk (1-1,V™)e;, (3',¢)+
+85 (1-12,V7E, (¥,1))

jdt’ [[[dx'g, -5, t-t"
0 1%

-3 Es 2 * =
—jdt’” N g, (X—F, t—t) (S5 (11 V )skl(x,t)‘arm _
) —SES (1-B V2 (%, t))n

8B %, t =) (K A-LV)p, (& )]+

Idt'< ” dSq +(I~<Z (1—1]2\4V'2 )Pa,i(f',t'))ﬁj ) - >0 =0 (48)
0 ar, e
L_C_kz M?j(l—llzwvrz)ui(x Jt )6F1) )

8, (F =X, =) (K (=L, V?)p, (&' )|+
[ar's [[ds{+Ks (1L, v™)p,, (&, )|

0 or,
ar, )

Vo

> =0 (49)

—a, MY (1= 1 V)i (%, 1)
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5. PROBLEMA DINAMICO DE ESHELBY POROVISELASTICO DE SEGUNDO
GRADIENTE

Para la formulacion de este problema se utiliza la formulacién cldsica de Mindlin-Aifantis
que se escribe, para la conservacion del momentum lineal en la forma siguiente:

(1-12,V)0%u, (%, 5) - (1=, V)5, (%,t)=—(1-1,V*)Sker, (%,1) (50)

ijkl k1, j

G, (%,8)=Ciu, (%) +Chyil, (F,) - aMip, (3, -a,M"p,(F,t) (51

De manera que, resulta simple, a partir del mecanismo descripto previamente, la
incorporacién de otros campos como los de temperaturas, vacios, microtemperaturas,
difusién, y en general multiples porosidades, también son posibles, aproximaciones
gradientales de orden superior al segundo

La otra cuestiéon que surge al intentar la representacion de las soluciones, utilizando la
técnica de funciones de Green y el tercer teorema de representacion de Green-Lagrange, es
un nuevo tipo de problema de Cauchy, dado que ahora se debe agregar, debido a la situacién
de no localidad de la teoria un nuevo par de condiciones iniciales dadas sobre ciertas
“superficies iniciales”, de modo que, la novedad residiria, en el hecho de que el conjunto de
condiciones iniciales se amplia a cuatro, las nuevas condiciones iniciales se escribirdn en la
forma:

w (%0, =i’| [ &| e(Hy@m)y
(014,(%,0)) 471, | = vf\m /0" e (I2(AI))?

Las ecuaciones de movimiento de la teoria junto con las condiciones iniciales y de borde,
y la desigualdad de Clausius —Duhem sera:

Campos de desplazamiento

021, (%,1) ~ b2, (0%, (%, 1), —Clyth, , (%,8) = Cyt, (%, 1)+
+1,C VP, (3 1)+ cvklv2 it, (%, 8)+aMp, (%)+
o M“’pw](x H-al M‘?.Vzp @ +ayl M;‘.’Vzpw/].(a_c', £) =
=-S..&,, (%, 0)+1,S;, V3 (&) enR ;e L, peR] (52)

z]kl kl ,]

Porosidades de aire y agua

0,0,p,(5 1)+ (& 1)+ M (i, (3,6 -1, Vi, (%,1)-0,0p,)=0  (53)
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0,p, (%, 1)+ ] (%, £) + M (i, (X, 1)~ I V2, (X ) - 0_0,p, =0 (54)

Flujos de porosidad
JI(% ) =—Kip, (%) -Kip, (%,6)+MVp, (%,1) (55)
Ji () =-Kip, (X,1)-Kp, (X,)+], M{V°p, (%,1) (56)

Desigualdad de Clausius Duhem
p(0,2Em)—p,(50)0+p(0,2 B —p, (%)) i+
+p(a e(En)-(1-V3)o F, ) F o+
+(JIE D/ p)(Myp,, -1 M”.’Vzpa].(y_c’,t))+
+JP G0 p)(Mip, ~ 1M VD, (3,1)) <0 (57)

Condiciones iniciales

w(x,0)=u /u! ey (D,))’ ; 0u(¥0)=0/0v e*D,)) (58)
ul.(?c,O)‘aH =1, - / ﬁi‘)‘m e (H, (a1))? (59)
(0,1,(%,0)) 471,| = o . /0" e (I2(aIT))? (60)
p.(2,0)=p,/p, €eHyD,) ; p,(%0)=p,/p,cHyD,) (61)

Condiciones de borde entre: inclusién-matriz y superficie limitadora exterior,
condiciones de Gurtin —Murdoch

(~b* (7, (%, 1)), —Cept, (%, 1)~ Cryit, (, t))n‘

+12C5 V2, (%, D)7

ijkl

+([2C V0, (3, + M“pa(x t)‘

or;

mn

+a,Mip, (%, 6)i| —lf,lM?ﬁzPu(a?,t)+l§,,M§;-’V2pw(x,t))n]- N

= e, (X, t)n

1]kl kl

E O20% (2 4\D
+Sl.].le &, (X, tn, .

(62)

in

Copyright © 2021 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXXVIII, pags. 1481-1499 (2021)

(U, 1)+ M (11, (%, 1) - 2V21,(F, t))‘
(05 (& )+ M (6 (%, )~ LV, (%, 1) =0
Sobre la superficie limitadora externa

(_bz (aful(_)_é, t)),] o 1]kl k l(x t) C]kl .k 1(56’ t))ﬁ] ar *

1

+2C5, VP, (R )

ijkl

1

I Co Vi, (1) + @ Mip, (%,1) + a,MUp, (%, i)

(~e, [, M Vep (1) + azliMZ.’Vzpw(X’, AR

ilor,
t! e [*(al)
(TG 1)+ M (i (%, £) = L5, Vi, (R

(0 (%, 1)+ M (i (3, £) — I, Vi, (3

Calculo de las funciones de Green, para el campo de desplazamientos
pd2g, (A%, At —b* (78, (A%, A1)  —C' g, (AF, At) -
(A%, A)-1,C; V2 (A%, AN +1ICE Vg (AT, AL) =

klg nk,Ij ijkl

=0, (6(AX,At)-1/V)

Para los campos de porosidades
—0.0,8 (Ax,At)— (K“ (8, (Ax, At) - lzvz L i(AX, At)),]. —
-Ki(8, (A%, At) -~ Rvars J(AX,A) = 8(AX, At)
-0,0,8,, (A%, At)— (K (g, ,(AX, At) — lzvzgm(Ax Ab))  —
K (g, (A%, AN -2V§ (A%, At)) = B(AZ, At)

1493

(63)

(64)

(65)

(66)

(67)

(69)

(69)

(70)

Construyendo la forma asociada al tercer teorema de representacion de Green, y utilizando
la sustitucion de Somigliana, se obtienen las representaciones integrales de las soluciones

las cuales se escribirdn en este caso de la siguiente forma :
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(%) = (1, (%,£)) +

SE (1-12,V"™)e;, (¥,t) +}

Jj.d3x,gi”(£_£”t_t’) C Es 2 12 -k A
Y +Sn].kl(1—lMV iy x',t)

+jdt T, LA B >+
0 oM (1-1,Vi)p, (X', 1)+

+ R
\ KazM:;;(l—l;v&)pw,j(fc',t')}

+ Il ds {un (56/ 0)(atgzn(5é B 56” t))’] ﬁ]

J

}+
Sini

+[[] dxu (3, 0){u,(¥',0)0,8,, (3~ ', £) - g,, (X~ &, )0, (+,0)} -

. 8, (T T, 00u,(F,0)

%
: 8 (F =Xt 1) (S (1= VI)ey (1) —
_I dtj - —SE (1-12 V2& (%)) .
0 ar, njkl M AN lor,
t
~[ar'| ds{gm(a‘c’—%’,t—t')tn arl} (71)
0

Para los campos de porosidades tendremos
t

p,(%,1)=(p,(%,1))+6, [ at { [[[d°x'g,(2-%,00,p,(%, t’)} -
0 1%

[ [[[ g, (G- M Gy (7, 8) %, (7))
0 |%

-[[[ &x'g, (2~ %, )p,(%,0) -
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8, (=X, t=t)(Ky (1=, V™)p, (&, )iy |_ +
t

~[ar 3 [[asy+Ky(1-1,V2)p, (F |
0

> (72)

—a, M (1-13, V)il (%, £) )

. \ 1 J )

t
p. (%) =(p,(%,1)+6, j at’ j [[ax'g, G -%,0)0,p, & 1)
—fdf H d’x'g, (X =%, HM (i, (X' ) =1 VP (3 ) -

—_[”d%g (X=X, t)p, (X,0)-

gw(a_c’—?c’,t —)(KE (=L, V)p, (% )i, o
t

—[at'{ [[dS{+KL (-1 V)p,, (&, ), R
0

or,
&, MY (1= 12V, (¥, 1) )

| or, )

CONCLUSIONES

En apretada sintesis se recorre evolutivamente, la forma que adopta el problema de
Eshelby, desde su concepcion propuesta por J. Eshelby (1957), T. Mura (1983), Mori-Tanaka
(1988), observando el impacto que ha tenido sobre su formulacién las diversas teorias de
segundo gradiente propuestas por R. Mindlin (1964), E.A. Aifantis (1984), C. Polizzotto ,
(2013) entre otros. Se formula y resuelve, el problema poroviscoeldstico de segundo
gradiente con inclusiones, es decir con fuerzas configuracionales expresadas en el referencial
deformado, y, en términos del esquema tedrico de Biot, luego se construyen representaciones
integrales para cada uno de los casos, los sistemas de ecuaciones integrales que se obtienen
a partir del uso sistemdtico de la técnica de cédlculo de funciones de Green y del teorema de
representacion de Green Lagrange, pueden resolverse por aproximaciones sucesivas O
utilizando métodos de colocacién adecuados. También se discute un nuevo tipo de problema
de Cauchy, el cual surge asociado al caracter no local de la teoria, en este sentido son posibles
diversas generalizaciones de las condiciones iniciales, lo cual deberd afectar positivamente
la capacidad predictiva del modelo considerado.
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APLICACIONES

Las principales areas de aplicacion de las teorias de segundo gradiente podrian agruparse
en tres grandes grupos de cuestiones:
a) Micro-elastodindmica de procesos de micro y nano indentacion, micro-elastodindmica de
adhesion y delaminacién dictil, modificaciones a la ley de Darcy y los fenémenos de difusiéon
micro-poro-elastodinamicos, fendmenos de inestabilidad mecdnica por plasticidad
intermitente en aleaciones de Molibdeno (micropillar compression) y de Aluminio
Manganeso, inestabilidades quimico-mecénicas en dnodos de LiB
b) Bio-quimio-mecénica, Inestabilidades cerebrales inducidas por Glioblastoma, teoria de
segundo gradiente aplicada al tejido cerebral con porosidades y vacios, asumiendo cierto
flujo de células del glioma, puede demostrarse estabilidad intermitente, lo cual impacta en
las terapéuticas propuestas.
c¢) Teorias reologicas de segundo gradiente y superiores aplicadas a fluidos newtonianos, y a
fluidos complejos, acoplamiento de las ecuaciones de la elastodindmica de segundo gradiente
y generalizaciones de la ecuacién de Stokes a efectos de explicar fendmenos de visco-
plasticidad en emulsiones poliméricas de alta densidad, es posible estudiar también en este
tipo de compuestos inclusiones e inhomogeneidades de manera andloga a como se realiza en
un solido.

CUESTIONES DE ABORDAJE COMPUTACIONAL

Respecto de las estrategias computacionales; se considera factible el uso de método de
diferencias finitas no standard llamadas también diferencias finitas adaptativas, que, en
oposicion a las conocidas, permiten convergencia rdpida aun en el caso explicito. Estas se
construyen sobre una analogia respecto de las soluciones exactas del operador de que se trate
El laplaciano exacto en términos de diferencias finitas no estdndar con un factor de peso de
tipo exponencial se veria asi:

ki T uj—l,k,l) +

A 1 -
Viu(x,y,z) = h_z((‘e)\h1 -1)/A) 1(uj+1,k,l —2u
1

ikl zuj,k,l + uj,k—l,l )+

%«eﬂhz 1)/ A (u

+i((e”13 =0/ Ay, — 2, U

2 idd T %k )
3

h,=Ax,Ay,Az , A: factor de escala

Métodos en diferencias finitas implicitos, tipo Crank-Nicolson los cuales son
incondicionalmente estables, claro que, el costo computacional es elevado, y, el desarrollo
de algoritmos en este caso estd poco explorado

La otra posibilidad es el uso de métodos de semi-discretizacion, lo cual en general nos
conduce a un sistema infinito numerable de ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas de
primero y segundo orden, para el caso lineal, el sistema es estable localmente, estos sistemas,
pueden tratarse con métodos de Runge-Kutta de alto orden implicitos, lograndose
convergencia y estabilidad segiin Von Neumann.
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En algunos casos por ejemplo en geometrias semi-infinitas podria aplicarse la transformada
rapida de Fourier o de Hilbert, también con coste computacional elevado
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GLOSARIO
e v Es 3x3x3x3 . . L
o Cijkl ’ Cijkl ’ Sijkl eV : Tensor- poroeldstico , poro-viscoeldstico 'y de Eshelby
de cuarto orden respectivamente.

o w(ei].(?c), g; (X)) ; 0,(x): Densidad de energia de deformacion de Mindlin, y tensor

de tensiones de Cauchy

2 2 72 2 R L . . sy
L4 ZM’b‘u’ll‘u’ZZy: Longltudes caracteristicas micrometricas para los campos de

desplazamiento y las porosidades

* a,u, ERO+ . Coeficientes de Biot. & ,&,: Coeficientes de acoplamiento poro-

mecdnicos

o u]-/ P.:P.: Campo de desplazamientos , distribuciones de poro de agua y de aire

respectivamente.

. MZ,MZ’,]Z,]Z’ : Tensores anisotrdpicos de poro de agua y de aire que acoplan el

campo de porosidades y el campo poro-viscoeldstico, Vectores flujo de aire y de agua
respectivamente

° Kg.,K;’ : Tensores de anisotropia de poro de agua y aire respectivamente.
. Kf],KZ’ Tensores de viscosos de poro de agua y aire respectivamente.

e g (x=xt-t) ; g (x-x,t-t") ; g, (X=X ,t—t"): Funciones de Green

asociadas al campo de desplazamiento y a los campos de porosidades.
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N N + .. .
° 911 ,Gw,ea,e - ERO: Coeficientes estructurales asociados a los campos de

porosidades, constante de acoplamiento poro de aire-poro de agua y poro de agua
poro de aire respectivamente.
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