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Resumen. En este trabajo se realiza un estudio comparativo de los resultados obtenidos al aplicar dis-
tintas variantes de un modelo de viga para el andlisis de estructuras que experimentan grandes desplaza-
mientos y rotaciones. El modelo consiste en una formulacién de elementos finitos de viga basada en la
teoria de Timoshenko que incluye, de manera consistente, las no linealidades geométricas de Von Kar-
man. Para resolver las ecuaciones que gobiernan la evolucién espacial de la estructura, se adoptan dos
descripciones cinemdticas: la primera considerando un marco de referencia absoluto y la segunda uno
co-rotacional. El estudio se centra en problemas estiticos considerando, en cada caso, la aplicabilidad y
velocidad de convergencia. Los resultados obtenidos muestran concordancia con aquellos expuestos en
la bibliografia. Finalmente, se establecen pautas generales sobre el desempeiio del modelo presentado.

Keywords: Von Kiarman’s non-linearities, Timoshenko “s beam, co-rotational frame, static analysis.

Abstract. This article presents a comparative study of the results obtained by the implementation of
different alternatives of a beam model for the analysis of structures undergoing large deflections and
rotations. The model consists in a beam finite element formulation based on Timoshenko’s theory that
includes consistently Von Kdrman’s geometric non-linearities. In order to solve the governing equations
of the structure, two kinematic descriptions are harnessed: the first one considering an absolute referen-
ce frame and the second one considering a co-rotational one. The study addresses static problems and
analyses the applicability and convergence speed of each description. Finally, since the findings are in
agreement with those published in the literature, general guidelines are established regarding the perfor-
mance of the model.
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1. INTRODUCCION

En el dltimas décadas, el interés en el estudio de componentes estructurales que experimen-
tan grandes desplazamientos y rotaciones ha crecido considerablemente. En este sentido, los
esquemas de andlisis han adoptado, casi exclusivamente, alguna variante del Método de los
Elementos Finitos (FEM) que, al tratar estos tipos de estructuras, incorporan indefectiblemente
modelos no lineales. El proceso de aplicacion del FEM a un problema estructural puede dividir-
se en dos grandes etapas. La primera de ellas engloba todos los aspectos relacionados a la for-
mulacién del modelo, abarca aspectos cinematicos, constitutivos y de discretizacion, y finaliza
con el planteo de un sistema de ecuaciones algebraicas. La segunda etapa consiste en el método
de solucién de dicho sistema de ecuaciones y comprende principalmente los aspectos numéricos
y de implementacién del método, asi como también conceptos cinematicos relacionados con el
uso de marcos de referencia. En lo que a formulaciones respecta, existen diversas alternativas
que van desde las denominadas geométricamente exactas, como la propuesta por Da Lozzo y
Auricchio (2010), hasta formulaciones hibridas que incorporan no linealidades parciales para
capturar fenémenos especificos (Reddy, 2014). Mientras que los métodos de solucién pueden
ser directos o incrementales, en descripciones absolutas o actualizadas (Bergan et al., 1978).
La eleccion tanto de la formulacion como del método de solucidn resultan determinantes en la
validez y aplicabilidad de los andlisis.

En este trabajo, se adopta una formulacién tridimensional de elementos finitos de viga basa-
da en la teoria cldsica de Timoshenko que incluye, de manera consistente, las no linealidades
geométricas de Von Karméan. Utilizando como base esta formulacion, se analizan comparativa-
mente tres métodos de solucion para resolver las ecuaciones algebraicas que de ella se obtienen:
1) un método directo en un marco de referencia absoluto; i7) un método incremental en un marco
de referencia absoluto; y iii) un método incremental en un marco de referencia co-rotacional.

Luego de esta seccion introductoria, en la Seccién 2 y en la Seccién 3 se exponen de forma
resumida los principios bésicos de la formulacién y del modelo de FEM adoptados. En la Sec-
cién 4 se introducen los métodos de solucion utilizados. Luego, en la Seccion 5, se presentan
casos de estudio que, a pesar de su simplicidad, son sumamente representativos y se encuen-
tran frecuentemente en la literatura especializada. Finalmente, en la Seccién 6 se enuncian las
conclusiones del presente trabajo.

2. CINEMATICA DEL SOLIDO Y RELACIONES CONSTITUTIVAS

En esta seccidn se sintetizan los aspectos cinematicos mds relevantes del modelo de viga y
se presentan las relaciones constitutivas que gobiernan el comportamiento de su material. En
el siguiente desarrollo los subindices con letras latinas adoptan valores de 1 a 3, mientras que
los subindices con letras griegas van de 2 a 3. Ademads, se aplica la notacién de Einstein para la
suma.

2.1. Espacio de configuracion

Una viga puede concebirse como un cuerpo tridimensional B, compuesto por una coleccién
infinita de puntos materiales p € B,. Inmersa en un espacio euclideo, la localizacién espacial de
estos puntos se define en términos del producto cartesiano entre una linea recta P, € R3, deno-
minada eje de la viga, y un dominio plano A, denominado seccidn transversal. La cinematica
del cuerpo bajo deformacion se describe a partir de dos espacios de configuracion: un estado de
referencia denotado por Cy y un estado actual denotado por C, tal como se presenta en la Fig.
1. Para especificar la configuracién Cy se considera un sistema de coordenadas local fijo en el
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Configuracién de Referencia Co

Figura 1: Representacion de una viga embebida en el espacio euclideo tridimensional.

espacio X; con origen en el punto A y una base ortonormal dextrégira asociada n,. A su vez,
para una seccion transversal arbitraria se introduce un sistema de coordenadas 7); con origen en
el punto O junto a una base ortonormal dextrégira E,;. Los versores E, estdn contenidos en el
plano de la seccion y el versor E, es normal a ella, tangente al eje X;. Por otro lado, para espe-
cificar la configuracion C se introduce un sistema de coordenadas yi; con origen en el punto O’
y una base ortonormal dextrdgira €;. Los versores €, estan contenidos en el plano de la seccion,
mientras que el versor €; es normal a este plano. En este trabajo, la cinematica de la viga se es-
tudia siguiendo un enfoque Lagrangiano y se sustenta en las siguientes hipotesis: H/) se adopta
la teoria clasica de Timoshenko, es decir que se consideran los efectos de las deformaciones de
corte y de los giros por flexion; H2) las contracciones laterales debido a elongaciones axiales se
consideran despreciables, esto significa que se ignora el efecto Poisson; y H3) la rotacion de la
seccion transversal se asume pequefia y se aproxima hasta el primer orden, y el desplazamiento
del eje de la viga se considera pequefio respecto a su longitud.

2.2. Campo de desplazamiento

A partir de la Fig. 1, el vector posicién de un punto material arbitrario p en la configuracion
Cy se define por: )
X(X1, 1) = X1E1 415 (1a), (1)

donde r¥(n,) = naﬁa es el vector que localiza al punto p respecto de 0. A su vez, el punto p
en la configuracion C se denota por p’ y su vector posicion es:

X(X1, fta) = 1(X1) 4+ 5 (ta) = ¥(X1) + p1aA(X))E,, )

donde 1(11q) = oA (X1)E, es el vector que localiza al punto p' respecto de O’ y A(X;) €
SO(3) es un tensor de rotacién uniparamétrico definido por A(X;) = &; ® E;. El campo de
desplazamiento U(X;) € R? se obtiene por medio de la diferencia entre los vectores (X7, jiq)
y X(X1, 1), es decir:

~

U(X;) = x(X;) — X(X;) = Up(X1) + [A(Xy) — ) XLE, (3)
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Teniendo en cuenta la hipétesis H3 se puede aproximar al tensor A(X;) por medio de uno de
primer orden A(X;) ~ I+ ©(X)). En este sentido, si se sustituye tal aproximacion en la Ec.
(3) se obtiene el campo de desplazamiento linealizado U;(X;) € R?:

Ui(X;) = Up(X1) + O(X1) XoEq = Ug(X1) 4 0(X1) X XK, (4)

donde I € R® @ R? es el tensor identidad, ©(X;) € R® ® R® es un tensor antisimétrico y
0(X,) € R**! su vector axial asociado. Las componentes cartesianas del tensor (o del vector)
6;(X;) pueden interpretarse como rotaciones infinitesimales alrededor de los ejes X;.

2.3. Campo de deformacion

El tensor de deformacion de Green-Lagrange E;;(X;) € R* ® R? se define por:

Ey(X;) == (H+H" +H'H), (5)

N | —

donde H = U,(X;)®V es el tensor gradiente de desplazamiento y V = 8(-)/0X,E; el operador
Nabla (Reddy, 2019).

El tensor de deformacion de Von Kdrman se puede derivar del tensor de Green-Lagrange
reteniendo las componentes lineales de deformacion y las no lineales que satisfacen la hipétesis
cinemdtica de Von Kdrman. Esta hipdtesis afirma que las rotaciones provenientes de los despla-
zamientos transversales del eje de la viga son moderadas, lo cual implica que los cuadrados de
la derivada de U§'(X) respecto a la coordenada espacial X; no deben despreciarse. Con el pro-
posito de simplificar consistentemente los diversos términos y, siguiendo los trabajos expuestos
en la literatura (Zhu et al., 2010; Reddy y Mahaffey, 2013), se propone:

o\ oy ) 06
(8X1> ~ O(b;) , ox, ~ 0(9;), 0 (8_)(1> ~ 0(©) ~ 0(6:) (6)

A partir de lo mencionado, se efectia un andlisis de orden sobre los términos no lineales de la
Ec. (5) y se retienen todas aquellas componentes de O(6;) inclusive. De ello resulta el tensor de
deformacién de Von Kérman E,,(X;) € R3 @ R3:

1 - - - - oug .. U -
Ei(X) = 5 [p& B +Ex @bt by by(B 0 Ey)| by = S0B, + S0B, ()

Un anélisis de la Ec. (7) permite notar que s6lo existen tres componentes no nulas: Eq1(X;),
E12(X1) y E13(X1)-

2.4. Relaciones constitutivas

El comportamiento del material de la viga se evalia por medio de la ley de Hooke generali-
zada. Para un cuerpo eldstico tridimensional sujeto a condiciones isotérmicas, esta ley estd dada
por (Reddy, 2019):

S(X;) = C: Ex(X)), (8)

donde S(X;) € R?® ® R? es el tensor de tensiones simétrico de Piola-Kirchoff y C € R? @ R* ®
R3 ® R? es el tensor de elasticidad simétrico. En virtud de la isotropia y homogeneidad del
material, C se caracteriza con solo dos constantes eldsticas, las cuales son el médulo de Young
E'y el coeficiente de Poisson v.
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3. MODELO DE ELEMENTOS FINITOS
3.1. Esquema de interpolacion elemental

En el contexto del modelo de viga, la linea P, € R3 que describe al eje de la misma se divide
en IV, subdominios elementales tal que:

U I, 1t c [xi,X]], 9)

donde L representa a la longitud de la viga, I”< denota a un elemento finito tipico, X y X f son
las coordenadas cartesianas del nodo inicial y final del elemento finito, y h, = X} — X7 indica
su longitud.

En el dambito de las estructuras, es bien conocido que los elementos basados en la teoria
de Timoshenko pueden experimentar un efecto indeseado denominado bloqueo por corte. Sin
embargo, si las no linealidades geométricas de Von Kdrman también son consideradas, los ele-
mentos pueden incurrir, ademads, en bloqueo membranal en determinadas situaciones. Segin
expone Reddy (2014) esto se debe a la incapacidad del elemento de representar un estado de
deformacion axial nula. Para evitar estos fenOmenos numéricos se recurre a la integracién redu-
cida de determinados términos de rigidez y al uso de funciones de forma particulares.

En este trabajo, para interpolar el desplazamiento del eje elemental Uj(X;) y las rotaciones
infinitesimales 8°(X;) en el interior de un subdominio arbitrario I”¢ se considera en un elemento
finito recto de dos nodos. Cada nodo posee seis grados de libertad, tres rotaciones y tres giros.
Los desplazamientos y giros del nodo 7 se denotan por medio de u, € ufy 6, € 6; , mientras
que los desplazamientos y giros asociados al nodo j se indican por medio de uj, € ujy 05, €
6;. En tanto que el subindice & indica el eje X; respecto al cual se mide la variable geométrica.
Por simplicidad, se agrupa a los grados de libertad nodales en un vector columna 7, € R?*!

n.=[u 6 w 6] (10)

J

El desplazamiento axial erl(X 1) y las rotaciones .6;(X;) se interpolan utilizando a los poli-
nomios lineales de Lagrange como funciones de forma. Por su parte, la interpolacion de los
desplazamientos transversales .U (X;) se basa en las funciones de forma cuadraticas del es-
quema de interpolacién ligada propuesto por Oiiate (2013). Este esquema evita el bloqueo por
corte cuando se integran de forma exacta los términos lineales de rigidez pero, es necesario
emplear integracion reducida en los términos no lineales para evitar el bloqueo membranal. En
virtud de lo mencionado, se puede expresar:

Us(€) = Nu(§) m. , 6°(§) = No(&) n.., (11)

donde £ es una coordenada natural que se relaciona con la coordenada espacial X; por medio
de la transformacion afin del elemento (Reddy, 2019) y N, (£),Ny(¢) € R3*!% se denominan
matrices de interpolacién de desplazamientos y giros.

3.1.1. Aproximacion elemental del campo de desplazamiento

El campo de desplazamiento en el interior de un subdominio genérico "« se obtiene sustitu-
yendo la Ec. (11) en la Ec. (4):

Ui (&, Xo) = U(¢, Xo)n.., (12)

donde U(¢, X,) € R*12 es una matriz compuesta por el tensor identidad y las coordenadas
X,
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3.2. [Ecuaciones de equilibrio elemental

Las ecuaciones de equilibrio a nivel elemental se obtienen por medio del principio de trabajo
virtual (Reddy, 2017): o
oW; = oWg, (13)

donde 6V, denota el trabajo virtual desarrollado por los esfuerzos internos y 6\ indica el
trabajo virtual realizado por las cargas externas no conservativas. Considerando que sobre el
elemento actda un sistema de fuerzas y momentos distribuidos, teniendo en cuenta las Ecs. (7)
y (8), y luego de algunos desarrollos, resulta el siguiente sistema de ecuaciones de equilibrio
elemental no lineal:

Ke(ne) Ne = F. + M., (14)

donde K, (n,) € R'?*!2 eg la matriz de rigidez elemental no lineal y F., M, € R'>*! constitu-
yen los vectores de fuerzas y momentos nodales respectivamente.

4. SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO

Para resolver las ecuaciones de equilibrio estructural se adoptan dos descripciones cinema-
ticas diferentes: la primera de ellas considera un marco de referencia absoluto (MRA) y la
segunda, un marco de referencia co-rotacional (MRC).

4.1. Meétodos de solucion en un MRA

En lo que respecta a la primera descripcidn, se implementan dos procedimientos iterativos
de solucién: el método directo o de Picard (referido a partir de aqui como S1) y el método de
Newton-Raphson (referido a partir de aqui como S2). En S1, una vez conocida la solucion en la
iteracion r — 1 se computa la solucion en la iteracion r a partir de:

K(n(r—l))n(r) — F(r—1 (15)

En S2, por su parte, luego de calcular la solucion en la iteracién » — 1 se obtiene la solucion en
la iteracion r por medio de:

K,(n"Y)An = F —K(n" V)ntY, g = nl 4 Ag, (16)

donde K;(n) es la matriz de rigidez tangente de la estructura. En ambos casos las iteraciones
inician con un vector de grados de libertad nodal nulo. Mayores detalles de implementacion se
encuentran en la obra de Reddy (2014).

4.2. Método de solucion en un MRC

Para resolver las ecuaciones de equilibrio utilizando un MRC se implementa una version
ad-hoc del procedimiento co-rotacional propuesto por Elkaranshawy et al. (2018) y Nguyen y
Tran (2016). Esta version adopta el modelo antes presentado para resolver problemas bidimen-
sionales (referido a partir de aqui como S3). La idea principal detrds del método co-rotacional
es introducir un sistema de referencia local que se mueve y rota con cada elemento durante el
proceso de deformacion. Considerando este nuevo sistema local, el desplazamiento del elemen-
to puede descomponerse en dos partes: un movimiento de cuerpo rigido y un movimiento de
deformacion pura. Esto, al expresarse en un sistema de referencia global, resulta

D, =D} + T,n¢, (7)
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donde D, € R'*! representa el vector de grados de libertad elementales expresados en el
sistema de referencia global, D, € R'>*! denota el vector de grados de libertad asociado al
movimiento de cuerpo rigido del elemento, T, € R1?*!2 es la matriz de transformacién entre
el sistema de referencia local co-rotacional y el sistema de referencia global y, n¢ € R'2*! es
el vector de grados de libertad nodales asociados a la deformacién pura del elemento expresado
en el sistema co-rotacional.

El sistema co-rotacional de cada elemento se define con su origen en el nodo inicial y el
primero de sus ejes en direccién al nodo final. De este modo, ¢ en la Ec. (17) cumple con las
siguientes condiciones:

nl=1[0 .0 u 0", (18)

donde ru; = {AL 0 O}T, siendo AL el cambio en la longitud del elemento. Ademds, ,.0; y
,.6’;- son los giros nodales respecto al sistema co-rotacional Le et al. (2011).

Teniendo en cuenta la Ec. (17) y la Ec. (18), las fuerzas internas sobre cada elemento depen-
deran dnicamente de la deformacién asociada a %, es decir

K(nH)n! =F! (19)

El vector de fuerzas internas Fg € R'>*! puede introducirse sin mayor dificultad en un
esquema de solucion iterativo similar a S2. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que luego de
cada iteracion los sistemas de referencia co-rotacionales de cada elemento deben actualizarse y
junto con ellos las matrices de rigidez y los vectores de fuerzas internas.

5. CASOS DE ESTUDIO

Los métodos de solucién antes resumidos se aplican a los casos de estudio siguientes.

5.1. Casol

En este caso de estudio se evalia el comportamiento de una viga bi-empotrada sujeta a una
carga distribuida constante. Las propiedades mecdnicas y geométricas de la viga se resumen en
la Fig. 2a y en la Fig. 2b se grafica el desplazamiento vertical del nodo central de la viga en
funcién de la carga distribuida.

En términos generales, los resultados obtenidos usando las tres alternativas de son aceptables.
Los desplazamientos computados por medio de S1 y S2 son practicamente idénticos entre si y
presentan una diferencia del 1,1 % comparado con el de Reddy (2014) para el méximo valor de
carga, mientras que el desplazamiento obtenido a través de S3 difiere en un 5 %. Respecto a la
velocidad de convergencia, la alternativa S1 requiri6 6 iteraciones por cada incremento de carga,
en tanto que el S2 y el S3 necesitaron 3 iteraciones respectivamente. Para todos los casos, el
error méaximo de convergencia se fij6 en 1 x 1078, Para resolver el modelo la viga se discretizé
usando 10 elementos finitos y la carga se aplic6 en incrementos de 0,2 [Ibf /in)].

5.2. Caso2

Aqui se evalua el comportamiento de una viga simplemente apoyada sujeta dos momentos
flectores iguales y opuestos en sus extremos, y cuyas propiedades se presentan en la Fig. 2a. Los
resultados obtenidos se exponen en la Fig. 2b y en la Fig. 2c, donde se muestran los desplaza-
mientos en la direccidn y y en la direccion x del nodo central de la viga en funcién del momento
aplicado, respectivamente. En este caso, los resultados se contrastan contra los obtenidos con
un software de elementos finitos (Ansys®).
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Figura 2: Viga bi-empotrada sujeta a una carga distribuida constante: (a) propiedades mecédnicas y geométricas; (b)
desplazamiento transversal del nodo central.
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Figura 3: Viga simplemente apoyada sujeta a dos momentos flectores en sus extremos.

En términos generales, tanto S2 como S3 permiten obtener resultados aceptables y se nece-
sitaron en ambos casos 3 iteraciones para lograr la convergencia. Sin embargo, a medida que
se incrementa la carga, la solucion obtenida con S2 muestra una discrepancia respecto a las
otras que alcanza un 14 % para el desplazamiento en y y un 9,4 % para el desplazamiento en
x. Por ultimo, debe destacarse que el desplazamiento transversal obtenido con S2 muestra un
comportamiento practicamente lineal, y que no fue posible lograr convergencia con S1. Para
todos los casos, el error mdximo de convergencia se fijé en 1 x 1078 y la carga se particiond en
incrementos de 1,0 [Nm).

5.3. Caso3

El tercer caso corresponde a un ejemplo de amplia difusion en la literatura y consiste en una
viga empotrada-libre sujeta a un momento flector. Las propiedades mecanicas y geométricas
fueron obtenidas del trabajo de Da Lozzo y Auricchio (2010). Para resolver el modelo se dis-
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cretizo a la viga utilizando 20 elementos finitos y se aplic6 la carga externa considerando 50
incrementos de carga. Este caso tiene como propdsito mostrar la potencialidad de la descripcion

co-rotacional ya que no puede ser resuelto por ninguna de las otras alternativas presentadas.

M=0

Figura 4: Deformada de la viga para diferentes momentos M (expresados en [Nmm]).
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Figura 5: Momento externo aplicado en funcién de: (a) desplazamiento en x, (b) desplazamiento en y y (c) giro en

z del extremo libre de la viga.

En la Fig. 4 se presenta la secuencia de deformacion de la viga a medida que se incrementa
el momento externo aplicado. En ella se puede observar que para un momento de 207 [N'mm)|
la viga adopta una configuracion circular. Por otro lado, en la Fig. 5 se grafica la evolucién de
los desplazamientos (en z e y) y del giro (alrededor de 2) del extremo libre de la viga en funcién
del momento flector externo. Tal como se observa, existe una excelente concordancia entre los
resultados obtenidos y los publicados por (Da Lozzo y Auricchio, 2010).
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6. CONCLUSIONES

En este trabajo se analizaron distintos métodos de solucion de las ecuaciones de gobierno
obtenidas a partir de una formulacién de elementos finitos de viga basada en la teoria de Ti-
moshenko que incluye, de manera consistente, las no linealidades geométricas de Von Kérman.
Los métodos se aplicaron a tres casos de estudio para comparar sus performances. Los resul-
tados muestran que los métodos en marcos de referencia absolutos (S1 y S2) sélo son capaces
de captar desplazamientos moderados y, en general, el método incremental (S2) requiere menos
cantidad de iteraciones para lograr la convergencia. Por otro lado, el método basado en un mar-
co de referencia co-rotacional (S3) constituye una alternativa eficiente para abordar problemas
que presenten grandes desplazamientos y rotaciones. Finalmente, tomando el presente estudio
como base, se proponen como trabajos futuros: la extensién del modelo co-rotacional a casos
tridimensionales para poder ahondar en la caracterizacion de su potencialidad como método de
solucion, y la incorporacién de efectos dindmicos en la formulacién utilizada.
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