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Resumo. Com o avan¢o do poder computacional e das modernas técnicas de manufatura aditiva,
atualmente a Otimizagdo Topologica (OT) é um dos principais métodos para concepgao e projeto de
estruturas o6timas na academia e na industria. Neste trabalho, realiza-se um estudo a respeito de como os
principais pardmetros do método de OT Bidirectional Evolutionary Structural Optimization (BESO 3D)
influenciam os resultados da simulacao. Para resolugdo do sistema matricial associado ao problema de
elasticidade tridimensional, adota-se o esquema do método dos gradientes conjugados com o multigrid
geométrico (MGCG) como pré-condicionador. Para a validacdo, emprega-se o benchmark cléassico da
viga MBB. No trabalho, avalia-se como os parametros: taxa evolucionaria, fracdo de volume, nivel de
refinamento da malha de elementos finitos, raio do filtro de sensibilidades e grau de penalizagdo das
densidades influenciam a flexibilidade média, topologia da estrutura e tempo de processamento.

Keywords: Topology optimization. BESO. Multigrid. MGCG

Abstract. With the advancement of computational power and modern additive manufacturing
techniques, Topological Optimization (TO) is currently one of the main methods for designing optimal
structures in academia and industry. In this work, a study is carried out about how the main parameters
of the OT method Bidirectional Evolutionary Structural Optimization (BESO 3D) influence the
simulation results. To solve the matrix system associated with the three-dimensional elasticity problem,
the conjugated gradient method scheme combined with the geometric multigrid (MGCG) is adopted as
a preconditioner. For the validation, the classic benchmark of the MBB beam is used. In the work, it is
evaluated how the parameters: evolutionary rate, volume fraction, level of finite element mesh
refinement, sensitivity filter radius and degree of penalization of densities influence the mean
compliance, structure topology and processing time.
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1 INTRODUCAO

Com o advento de medidas que tornem o mercado da construcdo civil mais sustentavel, é
conveniente a utilizacdo de técnicas que otimizem recursos naturais. No caso de estruturas, a
otimizacdo matematica ajuda a reduzir o volume de material empregado, sem que haja por
exemplo, comprometimento das fungdes de resisténcia. Bendsge e Sigmund (2003) citam trés
maneiras de realizar a otimizagao estrutural. Dentre elas, a mais geral € a otimizacao topoldgica
(OT). Ela consiste em encontrar a melhor distribuicdo de material dentro de um dominio, com
determinadas restricdes. Sua principal diferenga com relagdo a outras formas de otimizacao é
que na OT define-se um volume prescrito maximo de material, e para esta quantidade encontra-
se a melhor configuragdo, podendo assim alterar a conectividade dos membros estruturais.

Apresenta-se neste trabalho uma implementagdo no ambiente MATLAB do método
Bidirectional Evolutionary Structural Optimization (BESO) para resolucdo de problemas de
elasticidade tridimensional. Devido a sua discretizacdo por elementos finitos, o BESO possui
matrizes de rigidez de grandes dimensdes, inviabilizando o uso de métodos diretos para solugdo
dos sistemas lineares em problemas tridimensionais. Para contornar este problema, pode-se
utilizar o método dos gradientes conjugados. Neste trabalho emprega-se um esquema de
gradientes conjugados associados com o método multigrid geométrico, baseado em Amir et al.
(2014).

O objeto deste trabalho € realizar um estudo da influéncia dos principais parametros do
método BESO nos resultados da otimizagdo. Na Secdo 2, apresenta-se a fundamentacio tedrica
para os métodos empregados. Na Secdo 3, expde-se a metodologia de implementacdo do
codigo. Na Sec¢do 4, apresenta-se a validacao do BESO através do exemplo benchmark da viga
MBB. E, por fim, nas Se¢des 5 e 6, sdo apresentados os resultados do trabalho e as conclusdes.

2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesta se¢do, € apresentada a fundamentacdo tedrica dos principais pontos do trabalho: o
método de otimizacdo estrutural (BESO) e o esquema multigrid empregado para reduzir o
tempo de processamento.

2.1 Método Bidirectional Evolutionary Structural Optimization (BESO)

A otimizagdo topoldgica de estruturas possui varias metodologias, que podem ser classificas
em quatro categorias: os métodos baseados em densidade (density-based), métodos baseados
em elemento (element-based), métodos discretos, como o Evolutionary Structural Optimization
(ESO), Additive Evolutionary Structural Optimization (AESO) e o BESO; e os métodos
combinados.

A metodologia do ESO (Xie e Steven, 1993) consiste primeiramente em discretizar a
estrutura pelo Método dos Elementos Finitos (MEF). Apés realizar andlise do campo de
tensdes, elementos com os menores valores sdo gradualmente eliminados da estrutura. O
processo ¢é feito iterativamente até que o parametro de controle seja alcancado, sendo este
geralmente o volume prescrito ou fracdo de volume. A validade da metodologia ESO foi
questionada por parte da academia como visto em Sigmund e Petersson (1998) e Zhou e
Rozvany (2001) devido a escassez de um rigoroso embasamento matematico. O método BESO
surgiu do interesse em uma metodologia que pudesse simultaneamente adicionar e remover
elementos da malha de forma a contornar os problemas observados nos métodos discretos
(Yang et al., 1999; Querin et al., 2000). De acordo com a sensibilidade da funcdo objetivo, os
elementos solidos podem ser removidos ou adicionados na malha. O problema de otimizagao
pode ser definido através da Equacao (1).
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onde, C ¢ a flexibilidade média da estrutura, F e U sdo, respectivamente os vetores de carga e
deslocamento globais, K € a matriz de rigidez global, f, é o volume prescrito (fragdo de
volume), € Ngem € a quantidade de elementos na malha. A varidvel discreta bindria x,
representa a densidade do elemento: x,,;, = 10~ para o espaco vazio e 1 para a regidio sélida.
Emprega-se esse valor pequeno para evitar singularidades nas matrizes.

A remocdo e adi¢do dos elementos sélidos sdo controlados pelo numero de sensibilidade
elementar (a,). A mudanca na flexibilidade média quando um elemento é adicionado ou
removido € igual a energia de deformacdo elementar (Loyola et al., 2018). O nimero «a, é
definido por esta variacdo, tal como mostrado na Equagao (2).

aé =AC, = %ugkeue (2)

onde, u, é o vetor de deslocamento nodal do elemento e e k, é a matriz de rigidez elementar.
Portanto, para elementos vazios (que ndo possuem rigidez), «, € nulo.

Para contornar possiveis instabilidades numéricas no método, pode-se adotar um esquema
de filtro. Na literatura existem diversos filtros para problemas de OT. Neste trabalho, adota-se
o filtro de sensibilidades usado por Huang e Xie (2007) e Zuo e Xie (2015).

2.2 Método dos gradientes conjugados com multigrid geométrico MGCG)

O esquema de multigrid implementado neste trabalho baseia-se no estudo de Amir et al.
(2014). Os autores implementaram o método dos gradientes conjugados com pré-condicionador
do multigrid geométrico para resolver problemas de OT pelo método SIMP 3D. Neste
subtodpico, sdo apresentados conceitos gerais sobre a classe de métodos multigrid.

Um método multigrid consiste em resolver o sistema de equacdes diferenciais através de
multiplas discretiza¢des hierdrquicas. Ao resolver problemas por métodos iterativos, o vetor
erro e possui dois tipos de componentes: de alta frequéncia e de baixa frequéncia. Métodos de
relaxacdo convencionais como Gauss-Seidel e Jacobi tem como func¢do convergir todos os
elementos do vetor erro para zero, sendo eficazes para eliminar os modos de erro de alta
frequéncia, mas possuindo convergéncia lenta para modos de baixa frequéncia.

Para conseguir eliminar também os modos de baixa frequéncia, pode-se optar pela resolucao
do problema refinado em malhas mais grosseiras. O multigrid consiste em resolver 0 mesmo
problema em multiplos niveis de refinamento de malha, a fim de eliminar os modos de baixa
frequéncia em malhas grosseiras e projetar a solucao nas malhas mais refinadas (Saad, 2003).

Problemas de OT tridimensionais empregam malhas refinadas, que sdo associadas a matrizes
de rigidez de grandes dimensdes. Resolver um sistema matricial nesta escala ocasiona uma
grande demanda computacional, dificultando o seu emprego em casos praticos. Amir et al.
(2010) abordaram este topico, sugerindo a andlise por métodos iterativos baseados em
subespacos de Krylov. Amir e? al. (2012) verificaram que o emprego do método dos gradientes
conjugados pré-condicionados (preconditioned conjugate gradient method ou PCG) mostrou-
se eficiente na redu¢do do esfor¢co computacional.

Continuando o estudo baseado em subespacos de Krylov, Amir et al. (2014) empregam no
método SIMP 3D um esquema de multigrid geométrico como pré-condicionador do PCG. A
justificativa da aplicacdo deste método € que o método dos gradientes conjugados com
multigrid (multigrid conjugate gradiente method ou MGCG) mostram uma boa convergéncia e
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facilidade de escalar os problemas em computagdo paralela. Neste trabalho, é implementado
um esquema MGCG com ciclo V na etapa de solucdo do sistema de equacdes de equilibrio.

3 METODOLOGIA

Esta se¢do divide-se em detalhes da implementagao do BESO e a resolucao do sistema linear
de equacdes associado ao mesmo através do método dos gradientes conjugados em que o
multigrid geométrico € o pré-condicionador.

3.1 Analise de sensibilidade do método BESO

Com a inclus@o do material de densidade minima x,,;,, € conveniente realizar uma nova
andlise para o ntimero de sensibilidade. A anélise de sensibilidade (procedimento para calcular
os nimeros de sensibilidade) pode ser feita, portanto, com a variacdo da flexibilidade com
relacdo as varidveis de projeto conforme a equagao:

ac _igff 1 FTa
dxe 2dxe 2 dxe

3)

Ap6s o desenvolvimento e aplicacdo do esquema de interpolacdo material apresenta-se na
forma da Equacdo (4). Os nimeros de sensibilidade elementar a, podem ser entdo calculados
com o posicionamento relativo da andlise de sensibilidade para um elemento individual (Huang
e Xie, 2010), tal como € apresentado na Equacao (5).

ac _ 1 p-1_T10
6_xe - pre uekeue (4)
1 T 10 =1
L ac Suekeu, emx, =
e = Thom T )xP (5)

min o, Tp,0 —
S Uekelle €M X = Xpin

Elementos da malha com as menores sensibilidade a, sdo transformados em regido vazia.
Simultaneamente, em regides com elementos que apresentem grande sensibilidade, é
adicionado material s6lido. O indice de remocdo de elementos por iteragdo é chamado de taxa
evoluciondria, ER, adotando-se comumente sdo valores entre 1 % e 5 %. Ja a adicdao de
elementos € coordenada pelo pardmetro AR,y4,, cujo valor € de no maximo 1 % (Huang e Xie,
2010).

3.2 Resolucio do sistema linear de equacoes com o multigrid geométrico

O processo para resolugdo do sistema de equacOes consiste em trés etapas: restricao,
resolucdo do sistema grosseiro e prolongamento. Baseado na quantidade de elementos em cada
dimensao (x, y e z) da malha, deve-se definir a quantidade de grids do problema. Por exemplo,
em um problema de 120x60x60 elementos, a quantidade de grids é 3, pois 0 maximo de malhas
trabalhadas consideram as seguintes discretizagOes: 120x60x60, 60x30x30 e 30x15x15
elementos.

O primeiro operador a ser calculado € o de prolongamento P, que € obtido através de
interpolagao padrao. O segundo operador calculado € o de restri¢do, K., que mapeia o dominio
original em dominios menos refinados e computacionalmente mais rapidos de se resolver por
métodos diretos. K € calculado como a matriz transposta do operador P.

Depois de mapeada para uma resolu¢io mais baixa, o sistema de equacdes € solucionado por
decomposi¢ao de Cholesky. Apds a resolucdo no grid mais grosseiro, a solu¢ao € transportada
através de trés equacdes. Na primeira, chamada de “pré-suavizac¢ao”, a solu¢ao u na malha
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grosseira € amortecida pelo suavizador S, através do seguinte processo,

u=u+S1(F-KU)
s 1=2aD"1

onde, A = 0,6 ¢ um fator de amortecimento e D € a diagonal da matriz de rigidez K. Em seguida,
a solucdo é transportada para a malha mais refinada imediatamente acima (por exemplo, se a
malha mais grosseira € 30x15x15, nesta fase a solucdo € transportada para a malha de
60x30x30). Para isto, é resolvido o problema apresentado na Equacdo (7) e em seguida
interpolado pela Equacdo (8), onde u, € a solug¢do do sistema linear no grid grosseiro. Apds
esta etapa, ocorre a “p0Os-suavizagdo”, em que novamente u € submetido a Equacao (7). Assim,
¢ obtido o vetor solucdo para uma malha imediatamente superior, reiniciando o processo até
alcancar a malha mais refinada. Em todos os exemplos do artigo empregou-se quatro niveis de
malha do multigrid. Para mais detalhes, ver Silva (2022).

K.u. = P'(f — Ku) (7)

(6)

u=u-+ Pu, (8)

3.3 Critério de parada
Adota-se a formulacdo matemdtica empregada por Xia et al. (2019) como critério de parada
da fracdo de volume, sendo a mesma dado por,

Vr = @ < 0,5% 9)

v

onde I}, € o volume na iteracdo corrente. Tal critério garante que ao alcangar o volume prescrito,
ele permaneca constante. Adota-se, também, um segundo critério de parada, ver Equacdo (10),
referente a funcdo objetivo. Assim, quando a diferenca relativa da flexibilidade média entre
uma quantidade N de iteraces for menor que uma tolerancia 7, o processo € encerrado.

N . _yN .
— |21=1Ck—l-1i-vl Zl=1 Ck—N—l+1| S T (10)
Yiz1 Ck—it1

€

onde, € é o erro relativo, T é uma tolerancia admissivel, adotada como 1073, k é a iteracao
corrente, ¢ N é um nimero inteiro, que representa a quantidade de iteracdes comparadas.
Tipicamente, adota-se N = 5 (Huang e Xie, 2010).

4 VALIDACAO

Para a validacdo do programa implementado emprega-se o problema da viga Messerschmitt-
Bolkow-Blohm (MBB) 3D. O problema consiste em uma viga prismética de sec¢ao transversal
quadrada com aresta L e comprimento total 6L. Ela € simplesmente apoiada nos quatro vértices
inferiores e possui uma carga unitdria F aplicada no centro da viga. Na Figura 2, ilustra-se a
viga MBB.

6L

—

Figura 2: Viga MBB tridimensional.
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Os resultados obtidos com o programa comparam-se com dois cédigos de OT baseados no
método SIMP: Amir et al. (2014) que resolve o problema adotando um esquema MGCG:; e Liu
e Tovar (2014) que implementam o SIMP 3D com pré-condicionador de Jacobi. Para ambos os
programas se considera material s6lido aos elementos com densidade x, = 0,50.

Para o estudo de independéncia de malha, consideram-se trés niveis de refinamento das
malhas com elementos hexaédricos: 60x10x10 (M1), 120x20x20 (M2) e 180x30x30 (M3). As
solucdes obtidas podem ser conferidas na Tabela 1. Além da geometria final, também se mostra
o valor da funcdo objetivo (flexibilidade média, C em N-m) e o tempo de processamento
adimensionalizado com rela¢do ao caso M2/BESO (8 minutos e 39 segundos).

Liu e Tovar Amir et al.
BESO (2014) (2014)
SIMP (PCQG) SIMP (MGCG)

Resolugdo
da malha

' . . o
60x10x10 7
M) C =20,57 C=28,75 C=24,02
Tempo: 0,11 Tempo: 1,04 Tempo: 0,22
120%x20x20 %
(M2) C=11,61 C=17,05 C=16,49
Tempo: 11,79 Tempo: 1,52
180x30x30 %
(M3) C=9,79 C=13,49 C=11,54
Tempo: 4,13 Tempo: 62,67 Tempo: 4,30

Tabela 1: Comparagdo dos resultados para diferentes resolu¢des de malha.

Percebe-se que nas trés malhas a solucdo final permaneceu semelhante, independentemente
do nivel de refinamento. A estrutura final € similar aos resultados obtidos com o programa
SIMP (MGCGQG), enquanto os resultados obtidos com o programa SIMP (PCG) diferem com
relacdo a espessura e quantidade de barras. O tempo de processamento € notavelmente menor
nos programas que usam o esquema multigrid geométrico para resolucdo do sistema matricial.
Em média, o BESO convergiu para a solucao final 14,4 vezes mais rapido que o SIMP (PCQG)
e 1,15 vez mais réapido que o SIMP (MGCQG).

Nota-se que os valores da funcao objetivo assumem carater assintético a medida que se refina
a malha. Comparado com as solucdes do SIMP (PCG), as topologias obtidas com o método
BESO tem valores de flexibilidade média 29,2 % menores. J4 em comparagao com os resultados
do SIMP (MGCQG), as solugdes do BESO mostram-se 19,4 % menos flexiveis. Tal diferenca
ocorre devido a presenca de elementos com densidades intermedidrias nas solugdes dos
métodos SIMP, que possuem propriedades mecanicas penalizadas e, em consequéncia,
aumentam o valor da funcdo objetivo.

S RESULTADOS

Neste topico, sdo apresentados os resultados da influéncia dos principais parametros do
método BESO e multigrid na otimizagdo topoldgica. Os principais parametros do codigo
analisados sdo: taxa evoluciondria (ER), fracdo de volume (f;), nimero de elementos da malha
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(Ne1em)s raio do filtro de sensibilidades (7;,;,) € o fator de penalizag¢do (p). Os exemplos neste
subtopico foram analisados considerando uma viga engastada com carga distribuida wy = 1
kN/m na aresta inferior da extremidade livre, com proporc¢des 2x1x1 (Figura 3). Estd mesma
viga também foi empregada por Wallin et al. (2020) e Yago et al. (2021) para andlise de
pardmetros da otimizacdo topoldgica.

Figura 3: Estrutura para o estudo paramétrico do BESO.

5.1 Influéncia da taxa evolucionaria (ER) e da fracao de volume (f,)

Os valores adotados para analisar ER sdo 1%, 2% e 5% (Huang e Xie, 2010). J4 para a
andlise de f,,, empregam-se 0,30, 0,20 e 0,12. Na Tabela 2, apresentam-se os resultados da
estrutura, o valor da flexibilidade e o tempo de processamento adimensionalizado (caso f, =
0,12 e ER =2 %) em fung¢ao da variacdo destes pardmetros.

ER £, =030 £, =020 £, =0,12
1 %
C=1270,9 C=19473 C =3420,8
Tempo: 0,85 Tempo: 1,29 Tempo: 1,69
B %
C=1264,7 C=19434 C =3420,3
Tempo: 0,76 Tempo: 1,
S %
\ ™
C=1289,5 C=1953,7 C=3441,1
Tempo: 0,27 Tempo: 0,32 Tempo: 0,63

Tabela 2: Variacgdo da fracdo de volume e taxa evoluciondria.

Nota-se uma variacao expressiva no valor da fun¢@o objetivo entre as diferentes fracdes de
volume. Tomando como base o maior valor de fracdo de volume (f, = 0,30), o valor de C
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aumenta em média 52,8 % para f;, = 0,20 e 169 % para f,, = 0,12. Isto ocorre pois a medida que
se diminui o valor da f,, mais material é removido do dominio sélido. Como a deflexdo da
estrutura € inversamente proporcional a quantidade de material, os deslocamentos nos nés da
malha sdo maiores, aumentando o valor da fun¢do objetivo.

Percebe-se que os trés valores adotados para as taxas evoluciondrias, nao influenciam
significativamente a fun¢@o objetivo. Em média, ER = 2 % apresentam os menores valores,
com uma diferenca de 0,16 % com relacio a ER =1 % e 0,85 % com relagdo a ER =5 %.
Entretanto, nota-se que o tempo de processamento e a quantidade de iteracdes aumentam
expressivamente para os menores valores de ER. A taxa evoluciondria diz respeito a quantidade
de material removida por iteracdo. Portanto, para valores pequenos de ER, mais iteragdes sao
necessdrias para satisfazer a condi¢do de volume prescrita.

5.2 Influéncia do refinamento da malha (n,,,,) e do raio do filtro de sensibilidades (r,,;,)

Baseado nos valores da literatura, realizou-se o estudo paramétrico levando em conta a
variacio de Ty, € Neem- As malhas adotadas identificam-se como M1 = 40x20x20, M2 =
48%x24x24 e M3 = 64x32x32. Para 1y,,;,, emprega-se os valores 2,0, 3,0 e 4,0. Na Tabela 3,
mostram-se as estruturas otimizadas, o valor da flexibilidade e o tempo de processamento
adimensionalizado com relacdo a M2 e 1,1, = 2,0.

Malha T = 2,0 T = 3,0 Trin = 4,0
: L 4
a )
&L
M1 w f
Nao convergiu
Te{npo: 2,45
M2
C=3659,2 C=40483
Tempo: 0,89 Tempo: 0,93
M3 \
"
C=4263,3 C=44513 C=47353
Tempo: 2,87 Tempo: 2,17 Tempo: 2,33

Tabela 3: Variacao da resolug¢@o da malha e raio do filtro de sensibilidades.

Analisando a influéncia que o parametro 7;,;, possui na topologia final, pode-se observar
que a medida que se aumenta o raio do filtro, diminui-se a quantidade de barras da estrutura.
Do ponto de vista da manufatura aditiva, uma estrutura menos detalhada € mais fécil de ser
interpretada e fabricada. Entretanto, a func¢do objetivo cresce, deixando-a mais flexivel.
Todavia, a estrutura de resolucdo M1 e 1,5, = 4,0 ndo atendeu os critérios de convergéncia,

Copyright © 2022 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecénica Computacional Vol XXXIX, pags. 311-320 (2022) 319

gerando uma solu¢do nao factivel.

Com o aumento do refinamento da malha, caso 7,,;, seja mantido constante, a solu¢ao final
difere de um caso para o outro. Para que se obtenha sempre uma estrutura independente da
malha, deve-se alterar o raio do filtro. Sigmund (1997) menciona que para garantir
independéncia de malha, o filtro deve ser mantido fixo com relagdo a geometria do problema.
Ou seja, ao mudar as dimensdes da estrutura, o valor do filtro deve ser alterado.

5.3 Influéncia do fator de penalizacio

Finalmente, neste subtdpico sdo avaliados seis valores diferentes para o fator de penalizacgao.
Empregam-se p = 1,5; 2,0; 2,5; 3,0; 4,0 e 5,0, de forma a verificar a partir de que valor o fator
de penalizacio deixa de exercer influéncia na solucao final. Os resultados podem ser conferidos
na Tabela 4, em que o tempo de processamento foi adimensionalizado com relagdo a p = 4,0.

C =13405,6 C=3393,2 C =3408,3 C=13392,3 C =3420,3 C =13420,3
Tempo: 1,36 Tempo: 1,05 Tempo: 1,30 Tempo: 1,04 Tempo: 1,00 Tempo: 1,17

Tabela 4: Variagdo do fator de penalizagao.

Observa-se que had pouca influéncia nos valores de funcdo objetivo ao variar o fator de
penalizacgdo, apresentando uma média de 3406,7 N'm e desvio padrdo de 11,26 N-m (0,33 %)).
No entanto, em p = 3,0, este niimero diminui. A partir de p = 4,0 o nimero torna-se constante,
mostrando que deste valor em diante, ndo ha mudangas significativas no processo iterativo.

6 CONCLUSOES

Este trabalho apresentou a implementacdo do método de otimizagdo topolégica BESO para
problemas de elasticidade tridimensional, aplicando o método multigrid geométrico como pré-
condicionador dos gradientes conjugados para resolucdo do sistema de equacdes lineares. Foi
feito um estudo paramétrico para avaliar como os principais parametros do método BESO
influenciam na topologia, fun¢do objetivo e tempo de processamento.

Verificou-se que a taxa evoluciondria (ER) possui maior influéncia na quantidade de
iteragdes e no tempo de processamento, pois ao diminuir o valor deste parametro, mais iteracoes
s30 necessdrias para atingir a restri¢do de volume. J4 a fragao de volume (f;,) possui influéncia
nos trés itens avaliados, pois ao diminuir a quantidade de material, mais iteragdes sao
necessdrias e maior € a flexibilidade média.

O filtro de sensibilidades empregado garante que as solugdes otimizadas possuam
independéncia de malha, desde que o valor de 7, seja uma funcdo da resolucdo dela.
Entretanto, grandes valores de 7y,;, podem causar instabilidade. Com respeito ao grau de
penalizacdo, foi verificado também que a partir de p = 4, tal parametro deixa de exercer
influéncia significativa na fung¢do objetivo e na topologia da solugao.
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