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Resumen: Existen multiples desarrollos de capas perfectamente acopladas (Perfect Matched Layer —
PML) utilizadas como bordes absorbentes en modelos de interaccion suelo-estructura. Sin embargo,
pocos modelos de elementos finitos con bordes PML permiten el analisis en el dominio del tiempo.
Kucukcoban y Kallivokas (Wave Motion.50, 2013,57-79) plantean una solucioén integrable en el
dominio del tiempo utilizando elementos finitos mixtos en la region PML. Estos autores aproximan las
tensiones con funciones de interpolacion continuas, lo que puede provocar inconsistencias en la interfaz
entre los subdominios fisico y PML. En este trabajo se propone utilizar funciones de interpolacion de
tension discontinuas, que permiten disminuir la cantidad de incognitas adicionales por elemento finito
y aumentar la efectividad de absorcion del borde. Se calcula la respuesta de modelos de deformacion
plana ante cargas en la superficie utilizando integracion explicita en el dominio del tiempo con diferentes
opciones de bordes PML. Para demostrar la efectividad de los bordes propuestos se comparan sus
resultados con los de un modelo de elementos finitos de dominio extendido que representa la solucion
del medio semi infinito hasta el tiempo de arribo del primer rebote de onda P.

Keywords: Perfect Matched Layer (PML), Absorbing Boundaries, Mixed Finite Elements.

Abstract. There are multiple perfect matched layer (PML) techniques for the development of absorbing
boundaries in finite element models. However, few finite element models with PML boundaries allow
analysis in the time domain. Kucukcoban y Kallivokas (Wave Motion.50, 2013, 57-79) propose an
integrable solution in the time domain mixed finite elements in the PML region. They approximate the
stresses with continuous interpolation functions, which can lead to inconsistencies at the interface
between the physical and PML subdomains. In this work, it is proposed to use discontinuous stress
interpolation functions, which allow a reduction in the number of additional unknowns per finite
element, as well as an increase in the absorption efficiency at the model boundary. The response of plane
strain models to surface loads is calculated using explicit time-domain integration with different PML
boundary alternatives. In order to demonstrate the effectiveness of proposed boundaries, their results are
compared with those of an extended domain finite element model that represents the semi-infinite
medium solution until to the arrival time of the first P-wave rebound.
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1. INTRODUCCION

En la modelacién de la interacciéon dindmica suelo-estructura es necesario utilizar bordes
absorbentes para representar la naturaleza ilimitada del medio fisico. Entre los bordes
absorbentes mads utilizados en la actualidad se encuentran las capas perfectamente acopladas
(Perfectly Matched Layer - PML) por su capacidad para absorber tanto ondas superficiales y
ondas de cuerpo independiente del angulo de incidencia. Sin embargo, la formulacién fuerte
del medio PML en su forma irreducible no puede resolverse en el dominio del tiempo.
Kucukcoban y Kallivokas (2013) resuelven este problema usando elementos mixtos en la capa
de borde y realizan el andlisis en el dominio del tiempo. Estos autores eligen usar funciones de
interpolacion de tension continua en los elementos del borde. Segun Brezzi (1988), para utilizar
funciones en tensién continua en modelos hibridos es necesario compatibilizar el equilibrio en
la interfase entre los dos subdominios. Tanto Poursartip (2017) como Kucukcoban y Kallivokas
(2013) usan funciones de interpolacion de tension continua entre elementos y no cumplen de
manera estricta con esta condicién de equilibrio. La recomendacién de Zienkiewicz (2005), es
evitar el uso de este tipo de funciones de interpolacion de tensidn debido a inconsistencias que
pueden aparecer en bordes y esquinas. En su lugar, recomienda que la aproximacién de las
tensiones y deformaciones sea, al igual que en elementos finitos estdndares, discontinua entre
elementos. Otro beneficio de usar este tipo de funciones de interpolacidon es que permiten
disminuir la cantidad de incégnitas de tension por elemento finito.

En este trabajo se proponen elementos finitos mixtos de borde PML con funciones de tension
discontinua (con 7, 5 y 3 incdgnitas de tensién) y de tension continua (12 incdgnitas adicionales
por elemento). Se presentan los resultados de la respuesta de modelos del semi-espacio en
deformacion plana ante cargas en la superficie. Para demostrar la efectividad de los bordes
propuestos se comparan los resultados con los de un modelo de elementos finitos de dominio
extendido que representa la solucion del medio infinito hasta el tiempo de arribo del primer
rebote de onda P.

2. FORMULACION HiBRIDA

Para modelar la naturaleza infinita del problema, se colocan capas PML absorbentes en los
bordes del dominio de interés, denominado dominio regular o interior. La zona PML consiste
en un espacio deformado donde el vector posicidn se convierte en complejo mediante funciones
de estiramiento que permiten establecer una correspondencia entre la coordenada geométrica y
la posicién. La funcidén de estiramiento se adopta de siguiente la forma (Poursartip, 2017):

A5(s,0) = ag(s) + = Bs(s) (1

donde w es la frecuencia de excitacion. Las funciones de escala y atenuacién se definen como:

_ 2
as(s) =1+ ay (“Lsﬂ) , Sg <5< sy, 2)
PML
_ 2
Bs(s) = B (%) ’ So =S =S 3)
PML

s es la coordenada perpendicular al borde (ver Figura 1 a), a, y B, determinan el valor que
alcanzard la funcién de estiramiento en el borde externo del dominio estirado y se utilizan como
parametros de ajuste. Lpp, = S — Sg es el espesor de la capa absorbente y ng es la componente
en la direccién s del versor saliente perpendicular al borde. La ecuacién de la onda en el
dominio PML debe cumplirse en el sistema coordenado estirado. A partir del jacobiano de la
transformacién de coordenadas las ecuaciones de equilibrio se plantean en el dominio de la fre-
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Figura 1: a) Borde PML en la direccion s. b) Esquema del dominio regular y PML.

cuencia y dependen del tensor de estiramiento:

A, O 1 a, 0 By O
= y = —_ = y = y 4
A [0 Ax] A, +ia)Ap con A, 0 ﬁx] y Ay 0 ﬁx] 4)
Al convertir las ecuaciones de equilibrio al dominio del tiempo se introduce el tensor
historia de tensiones como incognita del problema (Kucukcoban y Kallivokas, 2013):

t

S(x,t) = j odt 5)

0

donde o es el tensor de tensiones de Cauchy. Se presenta la formulacién fuerte hibrida del
medio PML y del medio regular en el dominio del tiempo:

div(SAe + SA,) = p(ait + bit + cu)  enQpyy XJ (6)

. 1
¢ (aS+bS+cS) = 3 (Vithe + A VU™ + Vuh, + A,VuT)  enQpyy X J (7
div{u[Vu + vuT] + A(div(w))I} = pit en Qgp X J (®)

donde a = aya,, b = ayfy, + a,fxy ¢ = Byxpy, U es el vector desplazamiento, A y p son las
constantes de Lamé, C es el tensor de elasticidad, p es la densidad del material, Qpp ¥y Qgp
son los dominios PML y regulary /] = [0, T] es el intervalo de tiempo de interés. El sistema se
encuentra inicialmente en reposo y sujeto a las siguientes condiciones de borde y de interfase:

(ulvu + vu'] + A(divew))[In* = g,  enTEP xJ ©)
(SAe +SA,)n" =0 en [HME x | (10)
u=0 enTHML x | (11)
ut=u" enT! x] (12)
{ulVvu + vuT] + A(div@w)In* + (STA, + SA, )n™ =0 enT! x ] (13)

donde, g, es la tensién en el borde del dominio regular, I'! es la interfase entre los dominios

regular y PML, IfME y TRP los bordes libres (ver Figura 1 b) y [5M% el borde donde se restringe
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los desplazamientos horizontal y vertical. Ec. (12) y Ec. (13) implican continuidad de
desplazamientos y equilibrio en la interfase, respectivamente.

Para obtener una formulacion débil hibrida (Kucukcoban y Kallivokas, 2013), se suma el
residuo ponderado por el vector funcién de peso W(x) de la Ec.(6) y Ec. (8), se aplica el
teorema de la divergencia y se incorporan las Ec. (12) y Ec. (13) para eliminar los términos de
borde asociados a la interfase:

WpitdQRP + f VW: 0o dQRP + Wpo(ait + but + cu)dQPME
QRD _QRD _QPML (14)
+ f VW:SA, dQPML + f VW:SA, dOFML = W g, dTRP
QPML QPML FI%D

Se integra el residuo ponderado de la Ec. (7) por la funcién de peso T (x) en el dominio de
la PML:

f T:C*(a$ + bS + ¢S)dQPM-
QPML 1 (15)
= Jﬂ T ([VitA, + A (V)T + Vuh, + A, (Vu)T])dQPME

El primer y segundo término de la Ec. (14) estdn asociados a la implementacion estandar
del método de elementos finitos en el dominio regular en términos de desplazamientos. Los
términos que se integran en el dominio PML estdn asociados a los elementos finitos absorbentes
mixtos.

A continuacion, se detalla la notacion matricial elegida para los vectores y tensores
involucrados en las Ec. (14) y Ec. (15). Se considera un elemento rectangular en el que las
interpolaciones pueden darse directamente en términos de las coordenadas cartesianas (véase
la Figura 2). Los desplazamientos y la funcién de ponderacién se obtienen como combinacion
lineal de las funciones de interpolacion:

u
u(x) = [u;] = N,u, (16)
w.

W) = |y, | = Nuw (17

con
ull = [ux w, ui ud ui uy ui uj (18)
wlh=[ws wy wi wy wi wy wy wy] (19)

_ [V N, N3 Ny ]

O T (20)

con

— (1 _%e)Ye - _Xe _Ye —Xe(q _Ye — XeYe

Ny = (1 ae) be’ Nz = (1 ae) (1 be)’ Ns = ae( be)’ Ny = be be 1)

donde x, e y, son las coordenadas locales del elemento (con origen en el nudo 2) y a, y b, son
al ancho y la altura (véase Figura 2).
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Figura 2: Geometria del elemento rectangular.

Al tensor de historia de tensiones se lo expresa segtin la notacién vectorial:

S11
S =|Sy2| =N,n (22)
S12
donden” =M1 7M2  Tp]esel vector de incégnitas de historia de tensién en el elemento

y p es la cantidad de incognitas elegidas para aproximar las tensiones. N es la matriz con las
funciones de forma de tension y serd tratado en el apartado 2.2. A partir de la simetria de tensor
de tensiones, el integrando de quinto término de la Ec. (14) puede expresarse de la siguiente
manera:

ow ow. ow.
VWi (S 4y ) = =By Sis + Slz(ayxﬁ yﬁy) 5y PeS2=w'BpNon (23
con
N, 0 3N, 0 N3 0 N, 0
o Py azvlﬁ 2z Py azvzﬁ x Py azvgﬁ 2z Py amﬁ
Bg=| O x 0 * 0 x 0 x (24)
0N1 aN daN, aN ON3 aN ON, aN
P By B 0By 5B 0By 5B 0By

De manera andloga se procede con el integrando del cuarto término de la Ec. (14):

VW: (S A, ) = w'BIN, 7 (25)
con
ON4 0 ON, 0 dN3 0 0Ny 0
ox ay 6N1a ox dy 6N2a ox Ay 5N3a ox Ay 5N4a
Ba = 0 oy X 0 oy X 0 oy ¥ 0 oy X (26)
% 6N1 a& 6N2 6N3 6N3 6N4_ 8N4

a, — a, —2 a, —q a, 4
ay X ox My Tay T My Ty Ux 5 Ay oy T 5 Yy
La funcién de peso T(x) de la Ec. (15) es un tensor de segundo orden que se propone
simétrico:

T1, _
T(.X') = Tzz = NO-T (27)
Tip
Con TT =[T; T, - T,]. Se desarrollan el tercer y cuarto término del segundo

miembro de la Ec. (15):
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L (vuny + A, vun) =1, 22 sy, (D, 2 ) g7, 2
51 uny p~u =111 ox By 12 E)y ,Bx Ox .By 22 Oy .Bx (28)
= TTN,fBﬂua
De manera andloga se obtiene
1 ~
=T:(VatA, + A ,Vu!) = T'NIB 1, (29)

2
La notacion vectorial utilizada para los tensores de tension y deformacion permiten expresar

al tensor de elasticidad como una matriz. Para el caso de deformacion plana se tiene:

1—v —v 0
1+v
c 1= T —v  1-v 0] (30)
0 0 2

donde E es el médulo de Young y v es el médulo de Poisson.

2.1 Elemento mixto PML simétrico
Se incorporan las Ecs. (16), (17),(22),(23) y (25) en los términos que se integran en el
dominio PML de la Ec. (14):

NE
z w? ( f NT peN, dOPML . + f B} N,dOPML 5 + f NT pbN, dOPML g,
61)

+ f PMLBg N, dOPML 5 + f PMLN,CpaNudQPML ua> =TDR
Qf of

donde QEML es el dominio de un elemento finito, NE el niimero de elementos en que se divide
la region PML y TDR es el término de carga menos los términos integrados en el dominio
regular en la Ec. (14). Y se incorporan las Ecs. (16),(22),(27),(28),(29),(30) en la Ec. (15):

NE
ZTT ( f PMLNﬁ)Ez,[,alQPMLua— f pMLNCT,C—lch,alQPMLn+ f NTB,d0PMLq,
Qe ﬂe

PML
e=1 Qe

- f PMLNgc—le,,dQPMLf;— f Ngc—laN,,dQPMLﬁ> =0
Qe

QEML

Se agrupan las incégnitas de desplazamientos e historia de tensiones en el vector de
incégnitas df = [ul n”] y se utilizan las Ec. (31) y Ec. (32) para obtener:

NILpcN BN, ]
kpyr = f "f “ TB _16 dQbML (33)
apmL| NgBg  —NgC™cNg]

NTobN, BTN, |
= dQPML 34
CrmL fﬂgm[ NTB, —NIC 'bN ] 4

NTpaN, 0 ]
_ dOPML
TPML fﬂgm [ 0  —NIclan,|" (35)

donde kpy;, Cpy Y Mppyp SON las matrices de rigidez, amortiguamiento y masa de un elemento
mixto de la regién PML.
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2.2 Funciones de forma de tensiones

En esta seccion se proponen distintas opciones para las funciones de forma de tensiones.
Las formulaciones con interpolaciones de tensidon continua entre elementos ubican a las
incognitas de tension en los nudos y utilizan las mismas funciones de interpolacién que se usan
para los desplazamientos:

N, N, N3 Ny
N1z = N, N, N, N, (36)
Ny N, N3 Ny

Las formulaciones de tension discontinua entre elementos utilizan polinomios de
interpolacién definidos por elemento (y no por nudo). Los coeficientes de dichos polinomios
son las incognitas adicionales del problema.

El principio de limitacion (Fraeijs de Veubeke ,1965) establece que si la aproximacion
utilizada para las tensiones es capaz de reproducir el mismo tipo de variacién de tensiones que
se produce segtn la interpolacion de desplazamientos y los coeficientes son constantes dentro
de cada elemento finito, la formulacién mixta arriba al mismo tipo de resultados que la forma
estdndar en términos de desplazamientos. Si bien dentro del dominio PML los coeficientes no
son constantes porque la funcién de estiramiento es variable en cada elemento, se proponen
funciones de forma siguiendo los lineamientos del principio de limitacién. Las deformaciones
generadas por las funciones de interpolacion dadas en la Ec. (21) seran:

Exx = K1t K2Ye, Eyy = K3 T KyX, Exy = Ks T KeXe + K7Ye (37)

donde k; estdn expresados en términos de los elementos del vector u,. A partir de estas

deformaciones y del tensor de elasticidad se obtiene la matriz con las funciones de forma de
tensiones:

0 0 0
, 1-v v 0 1-v)y, V Xe 0 0
No=[v 1-v 4 9, vy (@A=Wxe 1_3, 1_2 (38)
0 0 > 0 0 5 Xe 5 Ye

A efectos de disminuir la cantidad de incdgnitas de tension por elemento se utilizan dos
alternativas adicionales de tension discontinua: la propuesta por Pian y Sumihara (1984) con 5
incdgnitas de tension y el cuadrildtero de tension constante con 3 incdgnitas de tension:

10 0 vy, O 1
Ni=]o 1 0 0 x, , N3 = 1 (39)
001 0 0 1

2.3 Sistema de ecuaciones
Dadas las matrices del sistema en deformacién plana del dominio regular, MRP, CRP y KRP

, pueden utilizarse las Ecs. (33), (34) y (35) para implementar las matrices de la PML, MPML,
CPML y KPML 'y obtener un sistema general de ecuaciones mediante el ensamble:
Md+Cd+Kd=f (40)

M, C y K son las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez del dominio completo (regular y
PML). La esquematizacion del ensamble del sistema de ecuaciones puede consultarse en Trono
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et. al (2021). Para poder realizar la integracién numérica el sistema se reordena a través de la
representacion en espacios de estado

[g'] - [—Mo—lx —Ml‘lc] [ﬁ] + [(f)] (41)

Para resolver el sistema se utiliza la integracion numérica de Runge-Kutta de cuarto orden
a paso de tiempo constante.

(a) (c)
Doz
; T T T
i oz
i \
tres incdgnitas de
tensidn v dos de p: Q‘(ﬂ -
desplazamientos Pl
por nudo I
I
R R I
T tensién continua I 7
I RD LJ
elemento . |
lineal de ensamble  hibrido |
cuatro segiin el tipo de ele- <
R mento mixto PML I o
4
l / D3l ||l
tension discontinua | \\ \
I —ir
4‘ I \ Y Ypayr. HML
},J I } 2, : Lt
gl P L L [~
3, 5 o 7 incdgnitas  dos incégnitas de I
de tension por elemento  desplazamientos
(coeficientes de tres poli-  por nudo L. Lpui

nomios de interpolacién)

Figura 3: a) Esquemas de ensamble entre elementos estdndares y mixtos de tension continua y discontinua, b) Modelo
numérico con bordes absorbentes PML, c) Variacion temporal de la carga distribuida aplicada.

3. MODELOS NUMERICOS Y RESULTADOS

Para comparar la precision de cada elemento de capa de borde se aplica la misma carga
dindmica distribuida sobre diferentes modelos; modelos con diferentes bordes absorbentes
PML (Figura 3) y un modelo de dominio extendido de 150 m x 150 m que sirve como solucién
del problema hasta el primer rebote de onda P. En todos los casos se mantiene el tamafio de
elemento finito de 1 m por Im y el paso de tiempo del integrador dt = 0,0014 s. Las

propiedades del suelo utilizado son V; = 229 ?, v=20,35,y=18 % Las dimensiones del

modelo con capa absorbente son L, = 10 m, Lpy;, = 5m y L, = 10 m. Los pardmetros de la

funcién de estiramiento utilizados son ay = 0,20723 y B, = 474,6 seg™ ™.

En la Figura 4 se observan los desplazamientos en los puntos de control py, p,, P3 ¥ DPa
calculados mediante los diferentes modelos numéricos. No puede apreciarse ninguna diferencia
a simple vista entre lo calculado con el dominio extendido y los modelos con bordes PML,
incluso en los puntos que estdn en la interfase.

Para poder visualizar y comparar la efectividad de cada borde utilizado se utiliza la norma
del campo de desplazamiento D(t,Qgp) sobre el dominio regular gz, y un error relativo
normalizado e(t) respecto del pico de la norma del campo de desplazamiento:

1
(Jagy 47 et)-ubp) uxt)-upp)dn)? (42)

mtax D(t,ﬂRD)

D(t, o) = ( Jop U7 (x Oux, Bd0)’, e(t) =
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Figura 4: Desplazamientos en los puntos de control.
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Figura 5: (a) Variacion de la energia mecdnica en el dominio regular, (b) integral del error relativo normalizado y (c)
variacion del error relativo normalizado.
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donde upg es el desplazamiento calculado mediante el modelo de dominio extendido. En la
Figura 5 c se grafica e(t) y se observa que la variacion del error es similar en todos los casos.
Se integra e(t) en el dominio del tiempo y se comparan en un grafico de barras (véase Figura
5 b) donde puede verse que el desempefio del elemento de 5 incognitas de tension es el mejor,
seguido por el elemento de tensién constante.

Ademads, se calcula la energia mecdnica en el dominio regular como funcién del tiempo:

1 1
E(t,Qgp) = —j p(@Ti)dQ + —j o:&d() (43)
2 QRrD 2 Qrp

donde € es el tensor de deformaciones. En la Figura 5 a se grafica la energia mecanica contenida
en el dominio Qgp. Se observa que el modelo con bordes mixtos de tensioén discontinua de 7

incognitas de tension presenta un desempefio inferior a los demaés a partir de los 0,2 s.

4. CONCLUSIONES

Se presentan las matrices elementales de un elemento absorbente mixto simétrico que
pueden ensamblarse a las matrices del sistema de una formulacion clédsica en términos de
desplazamientos. Esta formulacién permite incorporar este tipo de elementos a los cédigos
existentes, e integrar las ecuaciones de movimiento en el dominio del tiempo.

Los resultados muestran la efectividad de los bordes PML para simular la infinitud del
medio, ya que su desempeifo es altamente satisfactorio incluso para simular la respuesta en
puntos cercanos a la interfase. Utilizar elementos finitos mixtos PML con funciones de
interpolacién de tension discontinua en lugar de continua no sélo permite disminuir la cantidad
de incdgnitas del problema, sino que aumenta la efectividad de absorcion del borde. Se observa
que los elementos mixtos PML de tensién discontinua con 5 y 3 incégnitas de tensién alcanzan
mayor precision que los elementos de tensidén continua (que requieren un minimo de 12
incognitas adicionales por elemento). Por otra parte, el elemento mixto PML de tension
discontinua con 7 incégnitas de tension no representa una mejoria significativa respecto del
elemento mixto de tensidn continua.
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