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Resumen. Este trabajo presenta el movimiento de cuerpos rigidos esféricos en contacto con una super-
ficie plana rigida y sujeto a colisiones de impacto multiple. Para el contacto entre las esferas y el plano se
tuvieron en cuenta los efectos de friccidn por deslizamiento, por rodadura y por rotacién a través de las
leyes de Coulomb y de Contensou, en tanto que, para el contacto entre esferas tinicamente se consider6 el
efecto de friccidn por deslizamiento. Las ecuaciones de movimiento se integraron utilizando el esquema
de integracién temporal o generalizado no suave donde la regularizacion de la solucién del problema
de contacto se abordé con una formulacién dual mixta basada en un método del tipo Langrangiano au-
mentado. Luego, para la descripcién de la dindmica de las esferas se utiliz6 un modelo de cuerpo rigido
con grados de libertad de traslacién y de rotacion. Finalmente, para evaluar la robustez y la eficiencia
numérica de la metodologia propuesta, se presentaron dos ejemplos numéricos.

Keywords: nonsmooth contact dynamics, sliding friction, spining friction, rolling friction, multiple im-
pact collisions.

Abstract.

In this work, the movement of spherical rigid bodies in contact with a rigid plane surface and subject
to multiple impact collisions is presented. For the contact between the spheres and the plane, sliding,
rolling and spining friction were taken into account by means of Coulomb’s and Contensou’s laws, while
only the sliding friction was considered for the contact between spheres. The equations of motion were
integrated using the nonsmooth generalized-a time integration scheme where the regularization of the
solution of the contact problem was approached with a mixed dual formulation based on an augmented
Langrangian type method. Then, for the description of the dynamics of the spheres, a rigid body model
with translational and rotational degrees of freedom was used. Finally, in order to evaluate the robustness
and numerical efficiency of the proposed methodology, two numerical examples were presented.
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1. INTRODUCCION

Muchos mecanismos compuestos por cajas de engranajes, rodamientos, brazos roboéticos,
entre otros, estdn sometidos a cargas de multiples impactos con efectos de friccién, como con-
secuencia del disefio propio del mecanismo, de los efectos de desgaste o de las tolerancias de
ensamblado. Su estudio mediante métodos analiticos o numéricos es complejo debido a la difi-
cultad en la representacion de vibraciones de alta frecuencia originadas por los cambios bruscos
en la velocidad durante los impactos. Por lo tanto, el conocimiento y comprension de la dina-
mica del sistema en la etapa de disefio o en la de verificacion, contribuye a mejorar el disefio
final disminuyendo costos y tiempos de ensayo de modelos prototipo.

Los problemas de contacto que consideran efectos de friccion producen una complicacion
adicional al modelo, debido a la necesidad de introducir una ley de friccién, como por ejemplo la
ley de Coulomb (1821). Por otro lado, en problemas de impacto la complejidad es ain mayor,
pues en las formulaciones que se propongan se tiene que tener en cuenta la determinacion
simultdnea de las velocidades, de las fuerzas y de los impulsos con las restricciones que se
desarrollan en el sistema (Glocker y Pfeiffer, 1995).

Generalmente, existen dos formas de resolver los problemas de impacto, una es mediante
la formulacién de ecuaciones a nivel de fuerza, por ejemplo, mediante métodos de integracion
de paso de tiempo escalable/variable donde se supone constante el desplazamiento durante el
impacto. Y un segundo enfoque que consiste en la integracion de las ecuaciones de movimiento
formuladas a nivel de impulsos (Glocker y Pfeiffer, 1995).

En términos globales, cuando un sistema multicuerpo se encuentra sujeto a impactos se pue-
den producir (i) impactos simples: cuando los cuerpos estian en contacto en un solo punto y en
éste se produce el impacto e (ii) impactos multiples: cuando en un sistema hay varios puntos
en contacto y el impacto se produce simultdneamente en algunos de ellos (Nguyen y Brogliato,
2013).

En la dindmica de contacto no suave, las colisiones de impacto simple se modelan mediante
leyes clasicas, como son las de Newton o las de Poisson (Moreau, 1994). La adopcién de estas
leyes para el modelado de colisiones con multiples impactos es una opcién natural y conveniente
por su simplicidad. Por lo tanto, existen diferentes estrategias para modelar sistemas multicuer-
pos sujetos a multiples impactos utilizando extensiones de las formulaciones desarrolladas para
casos de impactos simples. En forma general se tienen los siguientes modelos.

= Algebraicos. Relacionan las velocidades anteriores y posteriores al impacto de forma
implicita o explicita a través de una ley especifica (Smith, 2007; Brogliato, 1999; Moreau,
1994; Han y Gilmore, 1993; Caselli y Frémond, 2009).

= Dindmicos de primer orden. Siguen el enfoque de Darboux (1880)-Keller (1986). Su-
ponen constantes las posiciones y utiliza el impulso como una nueva escala de tiempo
(Laplace, 1799; Hurmuzlu y Ceanga, 2000; Liu et al., 2008).

» Dindmicos de segundo orden. Proponen formulaciones con flexibilidad concentrada a
través de elementos lineales o no lineales del tipo resorte-amortiguador (Yigit et al.,
1990). También se encuentran los basados en el método de los elementos discretos (DEM)
(Gismeros Moreno et al., 2022), o en el método de los elementos finitos (MEF) (Liu et al.,
2007).

En este trabajo se presenta una nueva metodologia para la simulacion de multiples impactos
simultdneos de cuerpos rigidos esféricos con friccion, en el marco de la dindmica de contacto
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no suave a partir de los elementos de contacto esfera-plano y esfera-esfera presentados por Ca-
valieri et al. (2021). Para la regularizacion del problema variacional de contacto se utiliza un
enfoque dual mixto basado en un Lagrangiano aumentado propuesto por Alart y Curnier (1991)
para problemas cuasi-estéticos y aplicado por Galvez et al. (2020) a problemas dindmicos. Lue-
go, para la descripcion cinematica de los cuerpos se sigue la metodologia de elementos finitos
propuesta por Géradin y Cardona (2001). Finalmente, las ecuaciones de movimiento se integran
utilizando un esquema de integracion temporal o generalizado no suave Cosimo et al. (2020).

2. PROBLEMA DE CONTACTO CON FRICCION

En esta secciodn, se presenta la formulacion de contacto entre un cuerpo rigido esférico de ra-
dio Ry peso mg con una superficie plana horizontal teniendo en cuenta tres efectos: (i) friccién
por deslizamiento, (ii) friccién por rodadura y (iii) friccién por rotacién normal o de Coulomb-
Contensou (1963), ver Fig.1. El efecto (i) se modela con la ley de friccién de Coulomb (1821),

Friccion Deslizante Friccién por Roradura Friccién por Rotacién Normal

++

Figura 1: Configuracién esquematica de los casos de friccion.

donde la reaccién de contacto Fy junto con el coeficiente de friccién p genera una fuerza re-
sistente al deslizamiento F’y en las direcciones tangenciales 1) y T5. En el efecto (ii), debido
a la distribucién de presiones de contacto no simétricas por consecuencia de la deformacion de
las superficies contactoras, la reaccion de contacto £y se desplaza una distancia p del centro de
masa, lo que genera un momento de rotacion tangencial M antagénico. Finalmente, el efecto
(iii) es andlogo al caso (ii), con la diferencia que el momento antagénico que se opone a la
rotacion del cuerpo, My, se produce solamente en la direccién normal al plano de contacto.

La solucién general al problema del contacto con friccion unilateral por deslizamiento a nivel
posicion esta dada por,

(U, v) = arginf [[I™(U) + [1°(U, v)] (1a)
gy 20, vN 20, gyvy =0; (1b)
lgrll =0, vrll < pvw, gzl (lvrll = pow) = 0; gr = —llgrly (o)

donde U es el vector de desplazamiento global, I7¢ es el potencial de contacto y 1™ re-
presenta la energia potencial de las cargas externas e internas. Luego, gy es el huelgo normal
y gr es el desplazamiento relativo tangencial. Por otro lado, vy y vp son los multiplicado-
res de Lagrange a nivel de posicion en las direcciones normal y tangencial, respectivamente, y
v = [vy v#]" (Galvez et al., 2020). En forma similar a la Ec.(1), la solucién general al pro-
blema del contacto con friccién unilateral por deslizamiento a nivel de velocidad estd dada por,
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(W, A) = arginf [[I™(W) + [I°(W, A)] (2a)
gn 20, Any >0, Aygy=0; (2b)
gzl >0, Azl < pAn,  Ngrl([A] = uAn) =0 g7 = —lgrlljzsy 20

donde W es el vector de velocidad global, Ay y A7 son los multiplicadores de Lagrange a
nivel de velocidad en las direcciones normal y tangencial, respectivamente, y A = [Ay AL]T.
Luego, la ley de impacto de Newton en la direccién normal y tangencial es, respectivamente,

] [}
INp+1 = INgn+1Un+1 + ENINgnUn gr,i+1 = 9Tgn+1Un+1 + ergr.qnUn 3)

donde ey y er son los coeficientes de restitucion de normal y tangencial, respectivamente.

Las ecuaciones que representan la resistencia de friccion por rodadura o por fricciéon nor-
mal son andlogas a las Ecs.(1,2). Sin embargo, en este trabajo, éstas seran expresadas solo a
nivel de velocidad para simplificar la implementacién numérica. Entonces, las ecuaciones de
desigualdad para la condicién de contacto con friccion de rodadura son,

_ewrlixr

4)
Ixrl

Ixrll =0 lxrll < pAx [lwr||(([xrll = pAy) =0 wr =
donde x7 = 111 + x2T5 es el momento tangencial impulsivo antagénico, wyp = w1} + woTh
es la componente tangencial de la velocidad angular y p es el coeficiente de rodadura con uni-
dades de longitud. De forma similar al caso anterior, la componente normal de x produce una
resistencia de rotacion. Nuevamente, las restricciones se expresan como ecuaciones de desigual-
dad a nivel de velocidad pero teniendo en cuenta Unicamente la direcciéon normal dada por el
vector IN, por lo tanto,

_ wn X

(5
’XN’

Xnl =0 [xn| <94y fwn|(xn| =74An) =0 wy =
donde yn = x3IN es el momento normal impulsivo antagénico, wy = w - IN es la componente
normal de la velocidad angular y ~ es un parametro equivalente a p.

El problema de minimizacién no lineal con restricciones de la Ec. (1) se regulariza por medio
de un Lagrangiano aumentado como el que presenta Alart y Curnier (1991), esto es,

Py

1 ..
5 (gN,n+1)2 — —dist® [5N,n+17 Rﬂ

ﬁg(QnH, Vn+1) = _kpgN,nJerN,nJrl +
2p,

(6)

p I
— kpGT i1 - Vg1 + §]!)||9T,n+1||2 - det? [€rn+1, Cey ]

p

donde q es el vector de coordenadas generalizadas, {y = KpVnpt+1 — Ppdnn+1 €5 €l multi-
plicador de Lagrange aumentado a nivel posicién en la direccién normal mientras que, £ =
kpvr nt1 — Dpgrn+a €s el correspondiente en la direccion tangencial. Luego, p, es un pardme-
tro de penalizacion positivo y k, es un factor de escala para el multiplicador de Lagrange. Los
coeficientes p, y k, contribuyen a mejorar la tasa global de convergencia sin afectar el resultado
final. La funcién dist(z,C) representa la distancia entre un punto z € R™ y un conjunto convexo
C, (Leine y van de Wouw, 2008) y C¢,, es el cono de Coulomb de friccién extendido a la linea
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media R~ (€y). Luego, el Lagrangiano aumentado a nivel de velocidad que regulariza la Ec.(2)
es,

L dist? [onnt1, RY]

v o pU o 2
Ls(Vnsi1, Any1) = —kugnnr1Anns1 + —(QN,n+1) - 2

2
1

2Dy

(7)

o p o .
— kuGrni1 - A + 5U||gT,n+1||2 - dist* (07,41, Cory]

donde oy = k,An—D, gnyor = k,Ar—p,g; son los multiplicadores de Lagrange aumentado
a nivel de velocidad en la direccion normal y tangencial, respectivamente, C,,,, €s una seccién
de radio oy del cono de friccion de Coulomb aumentado expresado en términos de variables
de velocidad. Los parametros p, y k, son andlogos a p, y k,, respectivamente (Galvez et al.,
2020).

El Lagrangiano aumentado a nivel de velocidad que regulariza la Ec.(4) resulta,

1

o, dist? [TIT,n—i-la CXTO'N] (8)

p
Lo (Wr 1, XTnt1) = _kv‘:)T,n—i-l “XTn+1 + EUH&T,n-i-le -

donde, N7 i1 = kyXTnt1 — pv&T,nH, es el multiplicador de Lagrange aumentado, (fJTmH =
Wr i1 + erwr, €s la ley de impacto de Newton para la resistencia por rodadura, ep el coefi-
ciente de restitucion de resistencia por rodadura y C\ ., €s el cono de friccion extendido a la
semirrecta R~ (o). Finalmente, el Lagrangiano aumentado a nivel de velocidad que regulariza
la Ec.(5) es,

L.
dlSt2 [T]N,n-f—l ) CHNO'N] (9)

o p o
LN (WNnt1, XNnt1) = —KoON nt1XNnt1 + 5U||WN,7L+1||2 -
v

donde, Ny i1 = EuXNnt1 — pvd))N,nH es el multiplicador de Lagrange aumentado, &N,n+1 =
WNnt1 + eswn, €s la ley de impacto de Newton para la resistencia por rotacion, eg es el
coeficiente de restitucion de la resistencia por rotacion y C,,», €s el conjunto convexo definido
por 1y ala semirrecta R~ (o).

Considerando que @ = [q” vT|T, los desplazamientos virtuales del Lagrangiano de la Ec.(6)
dan como resultado los vectores de fuerza a nivel posicion para la friccion por deslizamiento,

Fgy, &v <0 Huelgo
SLY(P) = 0BT FE(P) — FE(P) = F{, &v>0yllér| > pé&y  Deslizamiento
Fp v >0y ||€r| < puén  Rodadura Pura
(10)
A nivel de velocidad, la variacién virtual del Lagrangiano de la Ec.(7) da como resultado los
vectores de fuerza a nivel de velocidad para la friccién por deslizamiento,

F$y on <0 Huelgo

OLY(P) = 0BT FL(P) — FY(P) = Fsp on20yllor| > pon Deslizamiento
Fsp on >0y |&r] < pony Rodadura Pura
(11)

donde & = [v” A" x"]" con A = [Ay Af]y x = [xn x7]"-
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Los desplazamientos virtuales del Lagrangiano de la Ec.(8) dan como resultado los vectores
de fuerza interna a nivel de velocidad para la friccion por rodadura,

Frwu oy <0 Huelgo

55%1/1/@5) = MSTFTUW@S) - F%W(¢) = Frwp onv =0y 7] > pon  wr #0
Flywr on>0yl|nr| <poy wr=0
(12)

Por ultimo, los desplazamientos virtuales del Lagrangiano de la Ec.(9) da como resultado los
vectores de fuerza interna a nivel de velocidad para la friccion por rotacion,

TN.H on <0 Huelgo
0Ly (P) = 545TF72N(45) — Fry(P) = rnp onN =0y vl > yon  wy #0
e on =0y Inn|| < von wny =0

(13)
Finalmente, la linealizacion de estos vectores nos permiten obtener las matrices Hessianas co-
rrespondientes. Para mayores detalles de la topologia general de los vectores y matrices ver el
trabajo de Galvez et al. (2020).

3. PROBLEMA DE MULTIPLE IMPACTO

A continuacioén se presenta la formulacion del algoritmo para el andlisis de multiple impacto
con friccion. De acuerdo con el trabajo de Cosimo et al. (2020), el conjunto activo de impacto
simple es, ' ‘

G =UU{jE A1 §§Vq7n+1f; <toly, y op,q >0} (14)
donde U/ el conjunto de restricciones bilaterales (/ denota el conjunto de restricciones unila-

terales) y A el conjunto activo de restricciones unilaterales y bilaterales. Luego, la Ec. 14 se
reemplaza por el conjunto activo de multiple impacto,

r =UU{ € Appt GV <toly y 03, >0} (15)
¥ ST T &5—T &—T]"
donde, V— = [VA_’ Vg 2,7 2y } es el vector actualizado de la velocidad de pre-

impacto v, para las proximas iteraciones. Por lo tanto, la ley de impacto de Newton en la
direccién normal y tangencial definida para cada j € (U UU) se define como,

0% J _ J o J - oxJ ] J -
INnt+1 = INgn+1Un+1 T eNqu,nV 97 n+1 = 9rgni1Vnt1 T eTgTq,nV (16)
T x,~T =T -T1" : -
donde V— = [VA’ Vgt 2,7 2y } es el vector actualizado de la velocidad de pre-
impacto v,, para las préximas iteraciones, por lo tanto V- = v,, + W, .. Finalmente, el

multiplicador aumentado modificado a nivel de velocidad en la direccién normal y tangencial
se define como,

O'}kVnJrl - [kvAN,n+1 _pvé}k\[,nJrl] U;nJrl = [kvAT,nJrl - pv§;7n+1] (17)

Los impulsos resultantes se tienen que acumular y tener en cuenta en la siguiente secuen-
cia para cada problema de impacto. Por lo tanto, los impulsos acumulados en las direcciones
normales y tangenciales vienen dados por las siguientes ecuaciones, respectivamente,

i—1 i—1
G: 1T Gt g:T G5
Py = g]\'/q A]\f Pr = E gT"q AT’ (18)
J J
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donde el indice 7 se utiliza para denotar el problema del impacto en la secuencia de impactos
que se estan resolviendo actualmente. Finalmente, el vector de fuerza interna estd dado por,

(

0
—g—;z/ljg\i oy <0 Huelgo
r_g]gv’;TU;[g* - Ma}k\fg*g%’Tﬂ) — Py — Pr
F9 (&) ko ol > poly Slip  (19)

k * *
\ o (kAT + pof )

( g*T _gG* g*T_g*
—9ng On — 914 07 — Pnv—Pr
—kugS lo7|l < poy  Stick

L _kvg(j‘;’

4. EJEMPLOS NUMERICOS

Se proponen dos ejemplos numéricos para evaluar la robustez y precision del modelo de
contacto propuesto. Las simulaciones fueron llevadas a cabo en el programa de investigacion
Oofelie (Cardona et al., 1994) donde se integra el algoritmo de contacto desarrollado.

4.1. Esfera rodando y deslizando sobre un plano

El primer ejemplo estd tomado del reciente trabajo presentado por Acary y Bourrier (2021).
Corresponde a una esfera rigida que rueda sobre una superficie plana horizontal, donde la fric-
cién por rodadura y por deslizamiento actian en simultdneo, ver Fig. 2-a. La esfera tiene un
radio R = 0,5 m, un peso de mg = 12,828 N, una inercia I = 131 kgm?, una velocidad inicial
v; = 2,5 m/s y un coeficiente de rodadura p = 0,04 m. Se estudiaron tres casos con diferentes
coeficientes de friccion y velocidad inicial angular w,, (i) p = 0,2 y w, = 5 rad/s, (ii) 4 = 0,2
yw, = 25rad/sy (iii) 4 = 0,05 y w., = 5 rad/s. El paso de tiempo se fij6 en 1 x 1073 s.
Para el caso (i), la Fig. 2-b muestra que la velocidad angular w, y la velocidad lineal v, dis-
minuyen linealmente hasta que la esfera se detiene por completo, (esto es u, = cte) debido a
la resistencia por rodadura. También se observa una condicién de rodadura pura hasta los 4,5
s debido a v, — Rw, = 0. En el caso (ii), ver Fig. 2-c, como la velocidad angular inicial es
menor que en el caso (i), al comienzo la esfera se encuentra en deslizamiento, alcanzando una
velocidad angular médxima a los 0,256 s. El comportamiento deslizante se puede confirmar con
la curva v, — Rw, > 0 hasta el tiempo 0,256 s. Después de este tiempo, v, y w, disminuyen con
un movimiento de rodadura pura hasta que la esfera se detiene por completo (u, = cte). Por
ultimo, en el caso (iii), ver Fig.2-d, a diferencia de los otros dos casos, la esfera comienza con
un movimiento de rodadura y a los 3,4 s comienza a deslizar. A los 5,1 s la esfera queda com-
pletamente en reposo (u, = cte). Los resultados obtenidos con el algoritmo propuesto muestran
un buen acuerdo con los presentados por Acary y Bourrier (2021).

4.2. Jugada de Pool

El siguiente ejemplo consiste en una jugada tipica de pool, el cual permite observar la ca-
pacidad de la metodologia propuesta para resolver problemas de multiple impacto con y sin
friccién. Una bola blanca (2) con una velocidad de v, = 10,792 m/s golpea a tres bolas en tres-
bolillo que se encuentran en contacto y en reposo, ver Fig. 3. La distancia entre los centros de la
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Figura 2: Ejemplo numérico: Esfera rodando y deslizandose sobre un plano.

bola blanca y amarilla (3) es de 1,27 m. Para la jugada de pool propuesta, las 4 bolas tienen un
radio R = 0,028575 m, un peso mg = 0,1666 N y un momento de inercia I = 0,000055 kgm?.
La mesa tiene un largo de 2,54 m y una ancho de 1,27 m (Alciatore, 2008). Para el contacto
entre las esferas y la mesa se consider6 1 = 0,2y ey = 0, en tanto que, para el contacto entre
las esferas ;1 = 0,06 y ey = 0,93. Para el contacto entre las esferas y los bordes de la mesa se
propuso p = 0y ey = 0,85. Por ltimo, en todos los contactos se impuso ey = 0.

Se analizaron dos casos, en el primero no se tuvo en cuenta el coeficiente de rodadura en las
esferas y el pano, en tanto que, en el segundo se tuvo en cuenta con p = 0,005 m. El tiempo
total de simulacién fue de 3 s con un paso de tiempo de 1 x 1072 s. Para el primer caso, la
bola blanca parte con una velocidad de 10,729 m/s e impacta al tresbolillo con una velocidad
ligeramente menor debido a la friccién por deslizamiento entre la bola y el plano, ver Fig. 4-a.
Una vez que se produce el multiple impacto, la bola (3) se mueve con una pequeiia velocidad
hacia adelante. Como se puede observar, una vez que las bolas entran en rodadura pura, sus
velocidades se mantienen constantes y no frenan. El segundo caso es similar al primero, sin
embargo, las bolas alcanzan la condicién de reposo por efecto de la aplicacion del coeficiente
de rodadura, ver Fig. 4-b.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se presenté una formulacion que tiene en cuenta el efecto de multiples im-
pactos con friccion de deslizamiento, de rodadura y de rotacién en el movimiento de cuerpos
rigidos esféricos. Las soluciones numéricas propuestas muestran que el programa desarrollado
captura con precision el movimiento de las esferas bajo esas condiciones. La integracion de las
ecuaciones de movimiento del problema de contacto por friccidn se realiza utilizando el esque-
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Figura 3: Jugada de pool.
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Velocidad [m/s)
Velocidad [m/s)

15 2 25 3
Tiempo [s]

(a) Con friccién y sin coeficiente de rodadura. (b) Con friccién y coeficiente de rodadura.

Figura 4: Resultados obtenidos para la jugada de pool.

ma de integracion temporal o generalizado no suave, basado en el enfoque del Lagrangiano
aumentado. Las restricciones de contacto se cumplen exactamente tanto a nivel posicién como
velocidad, es decir, no hay penetracion entre los cuerpos en contacto.
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