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Resumen. La mayoria de los problemas en electrodindmica y acustica no tiene solucién analitica, por lo
que se ha invertido gran esfuerzo en desarollar esquemas numéricos como diferencias finitas, elementos
de volumen, elementos de frontera y métodos relacionados basados en ecuaciones integrales de contorno
(J. Wiersig, J Opt A: Pure Appl Opt, 5:53-60 (2003); H. Cao et al., Rev Mod Phys, 87:61-111 (2015))
para contruir soluciones numéricas. En este trabajo, aplicamos un Método Integral Local de Frontera y
Dominio Estabilizado basado en aproximaciones con Funciones de Base Radial (L. Ponzellini Marinelli
et al., Math Comput Simul, 180:379-400 (2021)) para resolver la ecuacién de Helmholtz en problemas
bidimensionales asociados a resonadores dieléctricos. Se consideran dos ejemplos de prueba, resueltos
mediante la implementacién del software Matlab.

Keywords: Local integral method; Radial Basis Functions, Helmholtz equation, Wave chaos.

Abstract. Most problems in electrodynamics do not have an analytical solution so much effort has been
put in the development of numerical schemes for the numerical solution, such as the finite-difference
method, volume element methods, boundary element methods, and related methods based on boundary
integral equations (J. Wiersig, J Opt A: Pure Appl Opt, 5:53-60 (2003); H. Cao et al., Rev Mod Phys,
87:61-111 (2015)). In this paper we introduce a local integral boundary domain method with a stable
calculation based on Radial Basis Functions approximations, in the context of wave chaos in acoustics
and dielectric microresonator problems. We present the recently developed Stabilized Local Boundary
Domain Integral Method (L. Ponzellini Marinelli et al., Math Comput Simul, 180:379-400 (2021)) in the
context of boundary integral methods that improves the solution of the Helmholtz equation with RBFs.
Two test examples are considered, solved by implementing the Matlab software.
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1. INTRODUCCION

La ecuacion de Helmholtz es muy importante en problemas de ciencia e ingenieria, como
la fisica, la tecnologia, la geofisica y particularmente en problemas de optica (Wiersig, 2003;
Cao y Wiersig, 2015). Existen muchas técnicas numéricas para abordar esta ecuaciéon como el
método de elementos finitos (MEF), el método de volimenes finitos (MVF), el Método de Ele-
mentos de Contorno (MEC) o métodos espectrales (Trefethen, 2000). No obstante, varios estos
requieren de la construccion de un mallado o refinamiento especifico para abordar eficiente-
mente determinados problemas numéricos sobre geometrias no triviales.

El Método de Elementos de Contorno (MEC), también conocido como Método de Elemen-
tos de Frontera (Boundary Element Method), transforma las ecuaciones en derivadas parciales
formuladas en ecuaciones integrales, es decir, en una forma de integral sobre la frontera (Par-
tridge et al., 1992; Brebbia y Dominguez, 1998). En el MEC la EDP que describe al problema
fisico se transforma en una ecuacién integral de borde (EIB), también conocida como de fronte-
ra (Boundary Integral Equation), lo cual se logra haciendo uso de las identidades de Green para
luego aplicar esta formulacion integral sobre puntos distribuidos en el dominio. Muchos méto-
dos integrales locales se basan en una formulacion integral sobre esténciles chicos y fuertemente
superpuestos con interpolaciones locales.

En las dltimas décadas los métodos que involucran las Funciones de Base Radial (FBR) se
han convertido en una herramienta extremadamente efectivos en geometrias no triviales para la
interpolacidn en conjuntos de nodos dispersos y para aproximar numéricamente Ecuaciones en
Derivadas Parciales (EDP). Existen muchos libros que abordan la teoria, las implementaciones
y las aplicaciones (Fasshauer, 2007; Fornberg y Flyer, 2015b). Usando las FBR infinitamente
diferenciales como las gaussianas, puede mostrarse la convergencia exponencial. Un obstaculo
préctico es el mal condicionamiento de la matriz de interpolacién cuando el pardmetro de forma
que define la FBR gaussiana tiende a cero. Es sabido que cuando dicho pardmetro se achica,
la exactitud de la interpolacién del método mejora considerablemente pero empeora el condi-
cionamiento numérico del problema si se lo resuelve con un método numérico de tipo directo.
Es decir, existe un conflicto entre exactitutd y el condicionamiento conocido como principio de
incertidumbre (Schaback, 1995).

En este trabajo presentamos el Método Integral Local de Frontera y Dominio-Estabilizado
(MILFD-Est) (Ponzellini Marinelli et al., 2021) aplicado a la ecuacién de Helmholtz. Este es
un nuevo método numérico local integral estable para aproximar soluciones de EDP de tipo
elipticas para resolver Problemas de Valores de Contorno (PVC) en 2D que utiliza interpola-
ciones locales con FBR para valores bajo del pardmetro de forma £ > (. Esta técnica es una
combinacién de métodos sin malla, formulaciones locales integrales y elementos de frontera en
multidominios independiente de un mallado estructurado y que sélo requiere una distribucioén
de nodos no-estructurada del dominio §2 y su frontera I' = OS2 que permite abordar geometrias
complejas. Para las interpolaciones locales, se utiliza las FBR gaussianas p(r) = e~ )’ cuando
¢ — 0 en las interpolaciones locales en forma estable.

Se muestran resultados numéricos para pardmetros de forma pequeios que estabilizan el
error. Se discuten, ademds, comparaciones con otros métodos en varios casos. Se muestra que
el método es computacionalmente eficiente y adecuado a geometrias que provienen de aplica-
ciones del caos ondulatorio y microresonadores dieléctricos. En particular, resolvemos proble-
mas diferenciales con condiciones de borde de tipo Dirichlet sobre dominios cuadrados con
distribuciones de puntos cuasi-uniformes desarrollados en (Fornberg y Flyer, 2015a).
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2. UNMETODO LOCAL INTEGRAL ESTABILIZADO BASADO EN FBR PARA ECUA-
CIONES DE TIPO HELMHOLTZ

2.1. Desarrollo del Método Integral Local de Frontera y Dominio

Consideremos el PVC sobre un dominio abierto y acotado 2 C R?

{ Llu](x)=f(x), xe€Q, (1a)
Blu] (x) = g(x), xel, (1b)
donde L[ .] = A+ operador diferencial lineal eliptico de tipo Helmholtz, siendo A = %+8iy2

el operador laplaciano, A € Ry B[ . | operador de frontera con condiciones de borde (CB)
Asumimos que la EDP (1a) se puede reescribirse como

Au(x) = f(x) — M (x) = b(x,u(x)) @)

donde u (x) es el potencial incégnita en el punto x € Q y f una funcién suave. Las CB pueden
ser de Dirichlet, de Neumann o mixtas

U(X) = gl(X)> x €Iy, (3a)
0
‘55? = (%), x € Iy, (3b)

con ¢y y go datos conocidosy I'y UTy =Ty 'y N Ty = {}.
Consideramos x € ) C R?

Au* = §(x — &), 4)
donde §(x — &) es la delta de Dirac centrada en £ € € con solucién fundamental dada por
. 1
u(x,§) = o -In(r),  r=|[x-¢|. (5)
™

Partiendo de la Ec. (2) obtenemos

Au(x) = b / 0 (%,€) Au (x) dQy / (%, €)b A0y ©)
Q Q
Aplicando la segunda identidad de Green para u que satisface (2) y u* que satisface (4)
ou ou*
*Au — uAu*) dQy = — — r
/Q(u u — uAu*) dQy é(uan u@n)dx’ (7)
resulta

w9 = [wexoran - § o % i e @

Partiendo de (8) tenemos una férmula de representacion integral de la EDP sobre una sub-
region §2; con frontera I'; y £ es el punto de colocacién interior se obtiene como antes a partir
de la solucién fundamental y la segunda identidad de Green

“(@:/mq* (x&ule) dr - [

r;

W a0 det [ bt i O
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donde ¢ = % la derivada normal del campo incégnita, ©* la soluciéon fundamental del Lapla-
ciano, ¢* = ai; la derivada normal de la solucion fundamental.

Si usamos la conocida funcién de Green-Dirichlet (FGD), G (x,€), y su derivada normal
Q (x, &) (Greenberg, 2015) en (9) obtenemos una nueva formulacién integral de la forma

w6) = [ QOu it [ 16 (x.6) ao (10)

K3

dado que la integral sobre I'; que involucra G en (9) se anula dado que su valor es nulo. Si
ademads el término no-homogéneo b de la EDP puede partirse

b(x,u(x)) = f(x) = Au(x), (11)

donde la funcién fuente f es conocida o dato.
La representacion integral (10) en cada subregion de integracién §2; es

u(§) = /FQ(X,g)u(X) dl—‘x—i—/Q.G(X,f)f(X) dQX+/ —u(x) G(x,8) dQy,  (12)

Q;

7

siendo £ el punto fuente interior. La colocacién se realiza solo en puntos interiores del dominio.

2.2. Interpolaciones locales con FBR

Una funcién ¢ : R? — R es una FBR si existe ¢ : [0, 00) — R tal que

p (x) = o(r), r=x =%, (13)

donde ||.|| es la norma euclideana en R? y depende de la distancia a un centro x; € R%. Si
depende del pardmetro de forma ¢ > 0, suele notarse 5 (x) = ¢(r, €).
En el MILFD el campo w es interpolado localmente con FBR {¢; }7_, con centros del esténcil

Ox = {x;}}-
u(x)~ ) ajp(x), (14)
j=1

siendo la matriz de interpolacién A, tal que (A;);, = ¢i(x;) = o(([x; — %), j,k =1,...,n.
El término b de (11) es interpolado con FBR {; }J, con centros del esténcil Oy = {y;}-,

b(u(x), Vu(x)) ~ Zﬂm (%), (15)

siendo la matriz de interpolacién A; tal que (A,)]k =xu(y;) = xUly; —y&ll). 7, k=1,....m.
La formulacién integral local de (12) queda de la forma

u(€) ~ Z of [ Qx5 drx}+§m; ay Gl O ) o+ [ Gl O

(16)
Si ©® = {x1,...,xy} discretizacién del dominio 2y £ = x; € © punto de colocacién, la
forma discretizada del campo desconocido es
u; = u(x;) = Z%Eij + Zﬁjgij + fi (17)
j=1 j=1
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donde o; y 3; provienen de las Ecs. (14) y (15). Los coeficientes ﬁij, Gij Y f; seran de la forma

(
hij _/ Q (x,%;) 2 (x)dl'y, (18a)
I
Gij Z/Q G (x,%;) X; (x) dQy, (18b)
fim [ Gloxx) g (0 do (180)
\ Q;

que se calculan por cuadraturas de Gauss-Legendre.
Llamando a = [ay,...,0n)" y 8 = [B1....,Bm]" coeficientes de interpolacién, la forma
discretizada (17) de u puede expresarse como

wi=hla+g 8+ fi, (19)

siendo h; = [E»l, . ,ﬁm]T, g = [Gi1,- -+, Gim]" coeficientes de influencia y f; € R dato.
El vector a surge del sistema local interpolando con FBR {¢;}7_;

Aja=d; & a=A"d, (20)
y el vector 3 surge del sistema local interpolando con FBR {y; };":1
AB=b; o B=A"b=A"(Aja)=A" (A;A'd), 1)

siendo A~ la matriz de cdlculo del vector b con coeficientes conocidos.
Reemplazando (20) y (21) en la forma discretizada (19), obtenemos la forma matricial dis-
cretizada para u; en términos de d;

(hTA +8TATA A )d + . 22)

Reescribiendo (22) obtenemos un procedimiento algoritmico para evitar el célculo de inver-
sas A;'y A;! (consultar (Ponzellini Marinelli, 2021a))

wi=2"d;+f;  donde z" =hlA;'+g A TA; A, (23)
que se ensamblan en un sistema global tipo sparse y se resuelve numéricamente con GMRES.

2.3. Estabilidad con FBR gaussianas

La convergencia en interpolaciones globales con FBR e-dependientes puede estudiarse de
forma estacionaria (n = cte. y ¢ — 0) o no-estacionaria (¢ = cte. y se incrementa n). En el

const

caso de las FBR gaussianas producen convergencia de orden O(e (M7 ) (superespectral).
La matriz de interpolaciéon con FBR es

o(lxe —xill,€) o(llx1 —%all,e) .. d(llx1 = Xall, €)
Aley — | U2 =xall.e) @l =xofl.€) - e = xal], )
(e) = . : :

O(llxn —x1ll,e)  @(llxn = %2l ) ... @(lIxn —%nl],€)
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Cuando ¢ es chico, las FBRs se vuelven casi linealmente dependientes (*planas’) formando
una mala base de funciones y generando matrices de interpolacion A (¢) mal condicionadas en
un buen espacio de interpolacion. Para evitar este problema en (Fornberg et al., 2011; Larsson
et al., 2013) se desarrollaron técnicas numéricas que estabilizan las soluciones de los sistemas
lineales donde las FBR que forman la matriz del sistema toman parametros de forma arbitra-
riamente pequefios. El método FBR-QR desarrollado en para interpolaciones globales de datos
dispersos usando FBR gaussianas resulta numéricamente estable para parametros casi cero. La
idea del algoritmo FBR-QR es cambiar la base {¢;} a nueva base {¢); } usando combinaciones
de potencias polindmicas, polinomios de Chebyshev y funciones trigonométricas.

3. IMPLEMENTACION DEL MILFD-EST

La nueva forma matricial para v de (22) en cada nodo resulta

u; = (liTBY;_1 + ijéi_lBZ,;Bi_l> d; + fi, (24)

o~
dondel; = [...,lir,...]  yli=1|..., L, ...]T sonlos vectores columnas.
Para esténciles internos, la matriz local matriz de interpolacion es

B =V I 25

siendo (B,)jx = ty.(x;) y Vji = Vi(w;) paraj, k= 1,... n. '
Para esténciles frontera, la matriz local matriz de interpolacion es B" tiene dos bloques,

B — { B, ] , 26)
By

siendo (BZ)Jk = p(x;),j = 1,..., Ny (nodos interiores) y k = 1,...,n (nodos frontera),
(ng)jk = Biy(x;)paraj =np +1,...,nyk=1,...,n.

Para evitar el cdlculo de B, 'y B;~! mal condicionadas cuando & — 0 seguimos un proce-
dimiento algoritmico. La inclusion de esta técnica en el método integral local permite estabilizar
el error numérico de la aproximacion de las ecuaciones de tipo Helmholtz. Este Método Integral

Local de Frontera y Dominio Estabilizado fue presentado en (Ponzellini Marinelli et al., 2021).
Otra técnica de estabilidad puede consultarse en (Ponzellini Marinelli, 2021b).

4. RESULTADOS NUMERICOS

En esta seccion reportamos dos experiencias numéricas para mostrar la exactitud y eficiencia
del esquema numérico propuesto para resolver ecuaciones de tipo Helmholtz en dos dimensio-
nes. Las implementaciones y los experimentos numéricos fueron realizados usando el software
de calculo numéerico MATLAB version R2017a en una PC con 7.5 GB de RAM y una CPU
Intel Core 17-7500U 7th Generacion corriendo a 2.70GHz.

Los errores reportados son el error norma Loy (Error-Ls)

N u@mac_u{LPTO% 2
Error-Ly = \/ R Ul il @7)

N exrac 2
i=1 (“1 )

y la raiz del error cuadritico medio (RECM):

exac aprox 2
RECM = \/ Ein (w7 o) (28)
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4.1. Prueba numérica 1

Esta EDP de tipo Helmholtz estd dada sobre el dominio rectangular Q@ = [—1,1] x [—1, 1]
Au(z) - Ku(x) = f(z), @ =(vy) €, (29)

siendo f(x,y) = 2cos(z? +y) — (4z? + 1 + k?)sen(z? + y) y el pardmetro k = 9. Las CB de
este PVC son de tipo Dirichlet siendo la solucién analitica u(z, y) = sen(z* + y). En nuestro
caso, utilizaremos el método local integral presentado en su forma original con nicleos de FBR
gaussianas ¢(r) = e~ (") (Illamaremos MILFD) y en su forma estabilizada (MILFD-Est).

Existen varias formas de discretizar el dominio €2 con distribuciones de nodos. En nuestro
caso usaremos el algoritmo de generacion de distribuciones cuasi-uniformes desarrolladas en
(Fornberg y Flyer, 2015a) para 2D. Estas distribuciones fueron creadas con un método rdpido de
tipo avance que genera un conjunto de nodos a partir de una funcién de densidad que comienza
desde la frontera I" hacia el interior del dominio.

Solucion analitica

916 Interior (red) - 124 Dirichlet BC (blue)
1 oo . DL oy . .

x

Figura 1: Distribucién de los nodos cuasi-uniformes en el dominio 2D para N;,; = 916 puntos interiores de
colocacién y Ny, = 124 frontera dato con condiciones de Dirichlet (izq.). Solucién analitica del PVC (der.).

Comparamos el Error-Ls de la formulacion del MILFD y del MILFD-Est usando las FBRs
gaussianas en las interpolaciones locales variando el pardmetro de forma ¢ € [1,10]. En la
Figura 2 se observa que en la medida que decrece €, aumenta la exactitud pero se desestabiliza
el MILFD y la convergencia es interrumpida tanto para el caso N = 400 y N = 916 nodos
cuasi-uniformes. A su vez, observamos que en la medida que aumentamos la cantidad de nodos
sobre el dominio y la frontera, los errores decrecen. Sin embargo, la mejor performance la
obtiene el método local integral estabilizado para abordar esta ecuacion de tipo Helmholtz con
solucién analitica conocida. El tamafio del esténcil fue fijado en n = 50.

MILFD (N=400)
= = =MILFD-Est (N=400)
108k sessssasss MILFD (N=916)
MILFD-Est (N=916)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Parametro de forma e

Figura 2: Comparacion del Error- Ly entre MILFD y MILFD-Est versus el pardmetro de forma ¢.
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En la Figura 3 mostramos los contornos o isolineas del error [og;o(Error-Ls) para dicho
rango del pardmetro de forma [1, 10] y para distintos tamafios de esténciles n = 10 : 10 : 100.
En la medida de aumenta n, los sistemas lineales aumentan empeorando el condicionamiento
de las matrices de interpolacion. Para entender la imporantancia de tecnica de estabilidad local,
ambas gréficas de esta figura deben observarse simultdneamente. La regién amarilla arriba a la
izquierda muestra la region de inestabilidad del error debido al mal condicionamiento numérico,
mientras que en las isolineas de la gréficas de la derecha, la regién azul oscura muestra como se
pudo mantener en el orden 1 x 1078,

MILFD MILFD-Est

916

Estencil n
Estencil n

N

A

4 6 8 2 4 6 8 10
Parametro de forma ¢ Parametro de forma ¢

2
Figura 3: Isolineas de exactitud (log;o(Error-Ls)) con N;,; = 916 puntos interiores.

En (Mishra et al., 2019) se trabaja esta misma EDP de tipo Helmholtz con CB de tipo mixtas.
En dicho trabajo se puede observar que para N = 900 nodos se alcanza 1 x 10~° utilizando la
técnica de Radial Basis Function - Finite Difference (RBF-FD) usando un nicleo hibrido de la
gaussiana de tipo ¢(r) = ae™ (") 4 gr3.

4.2. Prueba numérica 2

Consideremos la siguiente ecuacién de Helmholtz bidimensional

u(x,y) = g(l‘,y), sobre I' = 012, (30)

{ Aur,y) +2u(e,y) = 2o —4dy, enQ=[0,1] x [0, 1],
donde la solucién exacta viene dada por u(x, y) = sen(v/3x)senh(y) + cos(v/2y) +x — 2y, y
g(x,y) es elegida de manera que coincida con la exacta dando asi CB de tipo Dirichlet. Usamos
puntos cuasi-uniformes en el interior del dominio y esténciles de tamafio n = 25 contando el
centro de colocacién como se muestra en la Figura 4.

Solucion analitica

n= 25
1

0.9
08
07
06
05 .
04 :
03

0.2

01},

e TOCTN
0 0.2 04 06 0.8 1

Figura 4: Esténciles de n = 25 nodos cuasi-uniformes (izq.). Solucion analitica del PVC (der.).
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En la Tabla 1 mostramos la exactitud del MILFD-Est para el pardmetro de formae = 1y
para un rango de valores bajos, ¢ € {1 x 10°1x 1071, 1x1072,1x 1073, 1 x 1074, 1 x 107°}.
La cantidad de puntos de tipo cuasi-uniformes interiores del dominio, /V, varia de 121 a 900. Se
puede observar que para ¢ = 1 fijado, los 6rdenes de magnitud decrecende 1 x 10%a 1 x 1078
a partir de 441 nodos. A su vez, se observa la convergencia del método para valores bajos del
parédmetro de forma alcanzando RECM del 6rden 1 x 10~® a partir de 225 nodos. El £ mostrado
es donde se alcanza el mejor error en ese rango.

N MILFD-Est MILFD-Est

€ RECM € bajo RECM
121 | 1.0 1.2028E-06 0.1 2.1405E-07
225 | 1.0 5.8570E-07 0.1 5.0834E-08
361 | 1.0 3.9338E-07 | 0.01 3.3821E-08
441 |1 1.0 7.8581e-08 0.1 3.3866E-08
530 | 1.0 5.2907E-08 | 0.00001 3.5984E-08
625 | 1.0 4.3843E-08 | 0.00001 3.6887E-08
900 | 1.0 4.5260E-08 | 0.01 4.3214E-08

Tabla 1: RECM para el MILFD-Estabilizado para parametros de forma bajos.

En (Lin et al., 2012) se investiga este problema diferencial con CB mixtas sobre el mismo
dominio utilizando niceos de FBR Multicuddricas ¢(r,e) = /1 + (¢r)? y una nueva FBR
con N € [50, 350] puntos de colocacién. Los resultados obtenidos en dicha referencia alcanzan
errores del orden 1 x 107° para e € [0, 4].

S. CONCLUSIONES

En este trabajo se obtuvieron resultados numéricos para ecuaciones de tipo Helmholtz uti-
lizando un método local integral estabilizado que utiliza interpolaciones con FBR gaussianas.
Dicho método no depende de un mallado por tanto se puede adaptar facilmente a problemas con
geometrias complejas provenientes de . Se ha mostrado la buena performance del método con
buenos resultados como se muestra en las pruebas numéricas 1 y 2 comparando con otros re-
sultados de la literatura. En la prueba 1 se muestra la ventaja de utilizar el MILFD-Estabilizado
para encontrar regiones de convergencia del Error-L, del orden 1 x 10~® cuando el pardmetro
de forma tiende a cero. En la prueba 2, se estudia un rango del pardmetro de forma bajo alcan-
zando el mismo orden del RECM. Habiendo investigado la eficacia computacional del método,
el trabajo futuro consiste en abordar algunas aplicaciones en caos ondulatorio y microresona-
dores dieléctricos, el cual resulta adecuado para tratar geometrias que provienen de dominios
arbitrarios sin soluciones analiticas.
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