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Resumen. En este trabajo se propone determinar y analizar la incidencia del efecto Poisson en los valo-
res de los coeficientes de frecuencia naturales o libres de una microviga Timoshenko mediante la teoria
modificada de la tension del gradiente de deformacion (MSGT), aplicando el método de elementos fini-
tos en la modelizacién e implementacion del algoritmo desarrollado. El modelo planteado por ende, tiene
en cuenta ademds del efecto Poisson, la inercia rotatoria de la microviga, el efecto del corte y el efecto
de escala de longitud del material. Debido a que estos microcomponentes se utilizan en microactuadores
0 en microsensores, se requiere de la mayor precision posible en la determinacién de los coeficientes
de frecuencia natural para caracterizar su comportamiento dindmico adecuadamente, lo cual se pretende
lograr mediante la presente propuesta.
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Abstract.In this work, it is proposed to determine and analyze the incidence of the Poisson effect in
the values of the natural or free frequency coefficients of a Timoshenko microbeam by means of the
modified stress gradient strain theory (MSGT), applying the finite element method in the modeling and
implementation of the developed algorithm. The proposed model therefore takes into account, in addition
to the Poisson effect, the rotational inertia of the microbeam, the effect of cutting and the effect of the
length scale of the material. Because these microcomponents are used in microactuators or microsen-
sors, the highest possible precision is required in the determination of the natural frequency coefficients
to characterize their dynamic behavior adequately, which is intended to be achieved through the present
proposal.

Copyright © 2023 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar


http://www.uns.edu.ar

132 D.H. FELIX, SF. NOGUEIRA, S MAIZ

1. INTRODUCCION

La mecanica del continuo clédsico o simplemente mecanica del continuo, es un extenso cam-
po que abarca tanto la mecdnica del s6lido como la mecénica de fluidos. Su principal hipétesis
simplificativa radica en el hecho de considerar a la materia como un conjunto continuo de pun-
tos materiales, independiente de la escala de longitud en la que se esté trabajando. Si bien se
trata en general de una teoria de elevada precision en la gran mayoria de los casos de aplicacion,
no responde adecuadamente cuando el material contiene particulas cuyo tamafo medio es del
orden del tamafio del elemento o volumen a considerar, ya sea sélido o liquido. Aunque este
problema fue tenido en cuenta desde mediados del siglo XIX, no se transformo hasta inicios del
siglo XX en un campo de investigacion bien definido, considerdndose como fecha de inicio de
las investigaciones, una publicacién realizada en 1909 por los hermanos Cosserat, denominada
Teoria del Continuo Generalizado, que contemplaba en las hipétesis la existencia de particulas
de tamafo finito. En homenaje a dicho trabajo icénico, el mismo se reeditd un siglo después,
Cosserat y Cosserat (2009). Sin embargo, debido a la escasa necesidad de aplicacién practica
en aquella época, las investigaciones fueron virtualmente abandonadas hasta la década de 1960,
en que un gran ndmero de investigadores, especialmente en el campo de la elasticidad, reali-
zaron aportes muy significativos, generando diferentes variantes de la teoria original, Mindlin
(1964), Eringen (1966), Mindlin y Eshel (1968). Si bien comenzaban a aparecer algunas nece-
sidades de aplicacion producto de los avances tecnoldgicos, especialmente dados por la micro
y la nanotecnologia, se presentaban dos importantes obstaculos para utilizar los resultados de
los trabajos de investigacion de dicha época, la complejidad del tratamiento matematico de las
teorias desarrolladas y el gran nimero de pardmetros necesarios en las ecuaciones constitutivas
que requerian ser determinados experimentalmente. Afortunadamente, a comienzos del siglo
XXI, aparece un segundo resurgimiento de las investigaciones tanto tedricas como experimen-
tales, entre las que se citan: Eringen (2001), Yang et al. (2002); Lam et al. (2003); Ma et al.
(2008); Asghari et al. (2010); Magrab (2012). En la presente propuesta, a modo de continuidad
de investigaciones anteriores realizadas por los autores, Guerrero et al. (2015, 2016); Felix et al.
(2015, 2016), se analiza numéricamente la influencia del coeficiente de Poisson en el comporta-
miento dindmico de una microviga Timoshenko. Se resuelve, mediante la aplicacion del método
de elementos finitos, un modelo muy completo que tiene en cuenta la deformacién por corte,
la inercia rotatoria y los efectos de escala del material con que se construye la microviga, esto
ultimo contemplado mediante la denominada Teoria Modificada del Segundo Gradiente, Lam
et al. (2003) conocida en la literatura técnico-cientifica internacional, por su sigla en inglés co-
mo MSGT. Se trata de una teoria que reduce el nimero de pardmetros de escala de longitud
necesarios en las ecuaciones constitutivas adicionales de segundo orden, a solo 3, permitiendo
reducir sensiblemente la complejidad del tratamiento matemadtico del problema. El uso de las
teorias mencionadas, al contemplar componentes de tension y deformacion de segundo orden,
permite una evaluacién mas precisa de la energia de deformacién de la microviga cuando rea-
liza vibraciones libres y en consecuencia esto permite alcanzar resultados mucho mas precisos,
comparados con los arrojados por la teoria clasica.

2. SISTEMA DE ECUACIONES GOBERNANTES
2.1. Ecuaciones de la viga clasica

La forma fuerte o forma diferencial del sistema de ecuaciones que gobiernan la viga cldsica
Timoshenko isétropa, cuando efectda vibraciones libres, puede expresarse del siguiente modo
en funcion de los desplazamientos transversales w y de los giros ¢ de las secciones transversales
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de la viga:
8% ow 8%
—A+2p) Iy 55 +rpA <¢_8_x>—_p]yﬁ (1a)
0  O*w O*w
i (G- 5 ) = oA G (1)

siendo A\ y y, las conocidas constantes de Lamé definidas para materiales isétropos, p la densi-
dad del material, « el coeficiente de corte y A e I, el drea y el momento de inercia de la seccion
transversal de la viga respectivamente. Las constantes de Lamé son a su vez funcién del médulo
elastico o médulo de Young £y del coeficiente de Poisson v del material de la viga, siendo:

Ev FE

\ = A
h=50 1)

A+ )1 —20) @)

Viendo las ecs. (1) y (2) puede apreciarse a priori que la influencia del coeficiente de Poisson v/
en una viga Timoshenko clésica, la cual se d4 a través de las constantes de Lamé, se encuentra
presente en todos los términos del miembro izquierdo de las ecuaciones diferenciales.

2.2. [Ecuaciones de la microviga

Extenderemos ahora las ecuaciones gobernantes para el caso de una microviga Timoshenko,
que contempla adicionalmente los efectos de escala de longitud del material. Aplicando la teoria
modificada del segundo gradiente de desplazamientos, conocida por su sigla en inglés como
MSGT, Lam et al. (2003). Resulta en este caso el siguiente sistema de ecuaciones en su forma
fuerte:

o' 9% Pw  Ow 0%
g 62+c3¢+0403 03%:_ply8_t2 (3a)
Po ., 09 Ow  Pu 0w
_04%+C3%+C5@_C3W__’MW (3b)
con:
4 2 2
o= ply 511+210 (42)
[MA < it 4l§+2l§>+ly (A+2u)} (4b)
— Ak (4¢)
16, 1
A (151 Zﬁg) (4d)
2 8 2
A (_z b zl) (4e)

siendo: [y, [1 y I, las constantes de escala de longitud del material, las cuales se obtienen en for-
ma indirecta, mediante ensayos experimentales. Como puede apreciarse el coeficiente de Lamé
1, también estd presente en los términos adicionales que aparecen debido a la contemplacion
de los efectos de escala, y por ende también estd presente el coeficiente de Poisson v en dichos
términos. Un desarrollo detallado que lleva a la determinacién de las ecs(3a,b), puede encon-
trarse en Felix et al. (2016, 2017). Para obtener las primeras frecuencias naturales aplicaremos
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el método de elementos finitos, para lo cual se requiere plantear la forma débil de las ecuaciones
gobernantes.

Como puede apreciarse, la microviga requiere resolver un sistema de ecuaciones de orden
superior al de la viga cldsica. Esta caracteristica condicionard la eleccion del elemento finito, de
modo tal que las correspondientes funciones de forma pudan reproducir la forma aproximada
de la desplazamiento y del giro de la seccion transversal de la microviga.

3. FORMA DEBIL DE LAS ECUACIONES GOBERNANTES DE LA MICROVIGA

La forma débil de las ecuaciones gobernantes que corresponde al sistema de ecs. (3a,b) puede
obtenerse aplicando el principio de Hamilton, estableciendo:

to to
5/ (U—T)dt:/ (0U — 6T) dt = 0 )
t1 t1

siendo U la energia de deformacién y 7' la energia cinética. Como puede apreciarse en la ec.(5)
no aparece la energia potencial, debido a que se trata de vibraciones libres.

De acuerdo a la teoria MSGT aplicada, la variacion de la energia de deformacion de la
microviga, en funcién de las tensiones y deformaciones, se expresa del siguiente modo, Felix
et al. (2017):

L
= / /(% ey + ps 07 + 150 )+ i 6x(7)) dA da ©)
0 Ja

siendo: 0;; y €;; las componentes de tension y deformacién de la teoria de elasticidad clasica,
mientras que el resto de los términos de tension y deformacion presentes en la ec.(6) correspon-
den a la teoria MSGT.

Si se expresa la ec.(6) en término de los desplazamientos w y giros ¢ de la seccion transversal
de la microviga resulta:

L 924 0%0¢ 9w 9\ 956 (Ow
o = / g o (a__a_) BE 3(——¢) 5

) 5 (7)
. <C58$ 64%) 00w ny (8_w B ¢) 8(5¢]

Oox ) 0x?

mientras que la variacion de la energia cinética en funcion de los desplazamientos queda:

L 2 2
5T = p/o [A (%") sw+ 1, (fﬁf) 5¢] (8)

recordando que en la expresion (7) la influencia del coeficiente de Poisson v se encuentra im-
plicita en las constantes c; a cs.

4. APLICACION DEL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Como fue mencionado anteriormente, la microviga requiere resolver un sistema de ecuacio-
nes de orden superior al de la viga clasica. Para resolver el sistema de ecuaciones planteado
mediante el método de elementos finitos cumpliendo con el requerimiento de continuidad en
C5 de las funciones de forma del elemento, utilizaremos un elemento de viga de 2 nodos con 4
grados de libertad por nodo desarrollado por Zhang et al. (2014), siendo las componentes del
elemento las siguientes:

{Ue} = {wh Wy, P1, ¢x17 Wa, Wy2, ¢27 ¢x2}T )
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Las funciones de forma para el elemento elegido son Felix et al. (2016):

Ni(§) =1-3&+2¢ (10a)
Ny(§) = (£-28+¢&%)a (10b)
N3(§) =382 —2¢° (10c)
Ny(§) = (& =€) a (10d)

siendo £ la variable espacial adimensional y a la longitud del elemento. Las interpolaciones del
desplazamiento y del giro resultan entonces:

w(§) = Ni(&) wi + No(&) wer + N3(§) ws + Nu(§) wae (I1a)
(&) = N1(&) d1 + No(§) da1 + N3(§) ¢34+ Na(§) da2 (11b)

Si utilizamos la representacion matricial para expresar las funciones de forma dadas en las
ecs.(10a-d) nos queda:

[Nw] = [N1(£), N2(£), 0, 0, N3(§), N4(f) 0, O] (12a)

con lo cual, la forma aproximada de w y ¢, dada en las ecs.(11) se pueden expresar en la
siguiente forma mds compacta:

w(&) = [No] {Uc} (13a)
o) = [No] {Ue} (13b)

Reemplazando las formas interpoladas de w y ¢ en las ecs.(13a,b) e integrando en el domi-
nio del elemento elegido, luego de las correspondientes operaciones algebraicas, se llega a las
expresiones de la matriz de rigidez y de de masa de dicho elemento, las cuales resultan:

o () ()5 (3] ()
(R () ) e
oo s [(CE) ()

3 <> <>>/<><>

—03/01 d¢

[me] ZpG(A/O ([Nw])T([Nw])d€+fy/0 ([N¢])T([N¢])d€) (15)

Un desarrollo detallado de las matrices de rigidez y de masa del elemento puede obtenerse en
Felix et al. (2017). Una vez obtenidas las matrices de rigidez y de masa del elemento mediante
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las ecs. (14) y (15) se procede al ensamblado de las mismas para obtener la matriz de rigidez y
de masa del modelo, siendo:

n

(K] = [ke]ij = Ensamblado([k]) (16a)
[M] = zn:[me]ij = Ensamblado([m.]) (16b)

En la expresion (16.a), [K], es la matriz de rigidez global de la microviga y [k.] es la matriz de
rigidez del elemento. Como lo indica la expresion (16.a), la matriz de rigidez global se obtiene
ensamblando las matrices de rigidez de los elementos.

Por otra parte, en la expresién (16.b), [M], es la matriz de masa global y [m,] es la corres-
pondiente matriz de masa del elemento. Como lo indica la expresion (16.b), la matriz de masa
global se obtiene ensamblando las matrices de masa de los elementos.

Finalmente, para obtener una solucién distinta de la trivial, imponemos la nulidad del deter-
minante de los coeficientes. Es decir, resolvemos la ecuacidon de autovalores o ecuacion carac-
teristica de la solucién aproximada obtenida mediante el método de elementos finitos:

|[K] —w} [M]| =0 (17)

La ecuacién caracteristica (17) permite obtener los primeros valores de frecuencia natural
de la microviga w;. Para independizarnos de las propiedades mecédnicas macroscépicas del ma-
terial, /'y p y geométricas de la seccion transversal, A e I, podemos obtener la forma adi-
mensional de la ec. (18), que nos permite calcular los coeficientes de frecuencia natural de la
microviga, expresdndose ahora de la siguiente forma:

[[K*]— Q7 [M*]| =0 (18)

siendo las matrices K* y M*, la forma adimensional de las matrices KX y M, mientras que la
expresion de los coeficientes de frecuencia naturales resulta:

2 [ PA

T (19)

O =w;a
Con las expresiones desarrolladas se obtuvieron los resultados numéricos que siguen a con-
tinuacion.

5. RESULTADOS NUMERICOS

En primer lugar se realiz6 un andlisis de convergencia de los primeros dos coeficientes de
frecuencia de la microviga, considerando diferentes condiciones de borde. Para ello se resolvid
un caso particular adoptando: L/h = 10,k =5/6, h/l = 1, v = 0,4:

En funcién de los resultados que arroja el andlisis numérico de convergencia mostrado en la
Tabla 1, se adopt6é una malla de 30 elementos, ya que con la misma los valores de frecuencia se
estabilizan para la precision deseada.

Una vez verificada numéricamente la convergencia del algoritmo, se implement6 el mismo
para obtener los primeros dos coeficientes de frecuencia natural de una microviga Timoshenko
en funcién de la constante de escala de longitud del material 4/ y del coeficiente de Poisson v
y para las condiciones de contorno clasicas: Art — Art, Emp — Empy Emp — Lib, como se

Copyright © 2023 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecéanica Computacional Vol XL, pags. 131-140 (2023) 137

Art — Art Emp — Emp Emp — Lib

ne 0 Qs 0 Qo 04 Qy

5 [34.1394 105.825 | 51.9119 115.778 | 13.2140 59.0448
10 | 34.1371 105.744 | 51.9036 115.666 | 13.2137 59.0265
15 | 34.1367 105.737 | 51.9022 115.656 | 13.2137 59.0246
20 | 34.1366 105.735 | 51.9018 115.653 | 13.2137 59.0242
30 | 34.1365 105.734 | 51.9016 115.652 | 13.2137 59.0239
40 | 34.1365 105.734 | 51.9016 115.652 | 13.2137 59.0239

Tabla 1: Andlisis numérico de convergencia de los primeros coeficientes de frecuencia €2;, de
una microviga Timoshenko para diferentes C.B., con: L/h = 10,k =5/6, h/l =1, v = 0,4.

muestra en la Tabla 2. En la primer columna, los valores de i/l van de 1 a in finito, siendo este
ultimo el correspondiente a la Teoria Clésica (TC), la cual no contempla los efectos de longitud
de escala del material.

Art — Art Emp — Emp Emp — Lib

h/l| v 0 Qo 0 Qy 0 Qs

0.2 | 359589 112.487 | 55.4585 123.894 | 13.8615 62.7463
1 ]0.3]34.7730 108.502 | 53.4332 119.289 | 13.4184 60.5343
0.4 | 34.1365 105.735 | 51.9016 115.652 | 13.2137 59.0239
0.2 | 12.9940 48.8035 | 27.3927 68.4298 | 4.68710 27.5899
5 03] 13.5695 50.4726 | 28.2257 69.5799 | 4.90483 28.5840
0.4 | 157285 56.9571 | 31.5452 75.2550 | 5.71904 32.4097
0.2 | 10.7674 41.0025 | 23.1473 59.0000 | 3.87213 23.1236
12 [ 03] 11.6640 43.9727 | 24.7300 62.0931 | 4.20319 24.8471
0.4 | 14.3084 52.4550 | 29.2048 70.6473 | 5.18700 29.7968
0.2 | 10.2294 39.0589 | 22.0750 56.5002 | 3.67652 22.0167
TC | 0.3 | 11.2153 423976 | 23.8714 60.1742 | 4.03906 23.9456
0.4 | 13.9868 51.4106 | 28.6547 69.5334 | 5.06723 29.1919

Tabla 2: Primeros dos coeficientes de frecuencia (2;, de una microviga Timoshenko en funcién
del parametro h /[ y del coeficiente de Poisson v, para diferentes C.B. con: L/h = 10, k = 5/6.

Un hecho interesante de observar en la Tabla 2 es que cuando el pardmetro de escala h/l = 1
los coeficientes de frecuencia se reducen cuando v aumenta, mientras que este comportamiento
se invierte para el resto de los casos, es decir para h/l >= 5.

Finalmente se realiz6 un ploteo paramétrico de la frecuencia fundamental {2, de la microviga
para diferentes valores del coeficiente de Poisson v, siendo el valor del pardmetro de escala de
longitud del material adimensional i/, el que define cada curva.
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En la Figura la se consider6 una microviga articulada en ambos extremos con valores de
h/l <= 5 mientras que en la Figura 1b se consideraron valores de h/l >= 5.

Microviga Timoshenko Articulada-Articulada Microviga Timoshenko Articulada-Articulada
an = 18
| e .
% | ] 15
14
0
. L 13
g =1
12
0
(g ] hfl=3 [P u
12 hI=5 10

@ h/l <=5 (b) b/l >=5

Figura 1: Primer coeficiente de frecuencia natural {2; de una microviga Timoshenko Art-Art,
L/h =10,k =5/6.

De un modo similar, en la Figura 2a se consider6 una microviga empotrada en ambos extre-
mos con valores de i/l <= 5 mientras que en la Figura 2b se plotearon para el mismo caso las
curvas correspondientes a valores de i/l >= 5.

Microviga Timoshenko Empotrada-Empotrada 4 Microviga Timoshenko Empotrada-Empotrada

55 o il 30

50 28

45

h
{h

26

T—— — hl=3 - 24

hl=5 22

000 005 010 015 020 025 030 035 040
v W

(@) h/l <=5 b)h/l >=5

Figura 2: Primer coeficiente de frecuencia natural {2; de una microviga Timoshenko Emp-Emp,
L/h =10,k =5/6.

Finalmente se obtuvieron las curvas paramétricas para el caso de una microviga empotrada
en un extremo y libre en el otro, como muestran las Figuras 3a y 3b.

En todos los casos resueltos se adoptd una esbeltez de la microviga L/h = 10 y un valor del
factor de corte k = 5/6.

En cada una de las condiciones de borde considerdas se repitié la curva correspondiente a
h/l =5 con el fin de observar como se aprecia la curva correspondiente en diferentes escalas.
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Microviga Timoshenko Empotrada-Libre Microviga Timoshenko Empotrada-Libre

1 T 55
1z 5

45

404

35

(@) h/l <=5 (b) h/l >=5

Figura 3: Primer coeficiente de frecuencia natural €2; de una microviga Timoshenko Emp-Lib,
L/h =10,k =5/6.

6. CONCLUSIONES FINALES

Una vez resueltos los modelos planteados y graficados los mismos en la forma paramétrica
mostrada en las Figuras 1, 2 y 3, se obtuvieron las siguientes conclusiones:

1. Puede apreciarse en todos los modelos resueltos, que la forma de las curvas de €2y vs. v
es similar, diferenciandose claramente en los valores del rango de frecuencias propios de
cada condicién de borde considerada.

2. Se observa, para todas las condiciones de borde consideradas, que los valores minimos
de €2, en cada curva se van desplazando hacia la derecha conforme se reduce el valor del
parametro h/l, es decir que en las microvigas, estos minimos se alcanzan para valores
mds elevados de v.

3. El algoritmo de elementos finitos propuesto ha resultado ser preciso y ha convergido para
un ndmero muy reducido de elementos, utilizdndose solo 30, lo que permite resolver la
microviga con poco esfuerzo computacional.

4. Al utilizar la teoria MSGT, se pueden apreciar claramente los efectos del coeficiente de
Poisson v en el comportamiento dindmico de la microviga.
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