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Resumen.

La teoria de vigas de Timoshenko supone que la seccién permanece plana luego de la deformacion
y admite que la seccién no se mantiene normal al eje deformado, lo que permite incluir la deformacién
de corte. En el marco del método de elementos finitos la aproximacién mds simple formula elementos
que presentan continuidad C°. Tomando precauciones para evitar el bloqueo, estos elementos exhiben
un buen comportamiento. En este trabajo se obtiene la matriz de rigidez de un elemento de viga segin
las hipétesis del modelo de Timoshenko recurriendo a tres alternativas: la integracidn de las ecuaciones
diferenciales de equilibrio, el método de las fuerzas y el principio de minima energia potencial total.
Las funciones de interpolacién obtenidas presentan continuidad C''. Se comparan los resultados con los
obtenidos utilizando elementos lagrangianos lineales y se enuncian algunas conclusiones.

Keywords: Bernoulli Beams, Finite Elements.

Abstract.

Timoshenko’s beam theory assumes that the section remains plane after deformation and admits that
the section does not remain normal to the deformed axis, which allows the inclusion of shear strains. In
the framework of the finite element method the simplest approximation formulates elements having C°
continuity. Using appropiate remedies to avoid shear locking, these elements exhibit good behavior. In
this work, the stiffness matrix of a beam element is obtained according to the hypotheses of the Timoshen-
ko model by resorting to three alternatives: the integration of the differential equations of equilibrium, the
force method and the principle of minimum total potential energy. The interpolation functions obtained
show C'! continuity. The results are compared with those obtained using linear Lagrangian elements and
some conclusions are stated.

Copyright © 2023 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



162 F.G. FLORES A.T. BREWER, A. TRONO, S PREIDIKMAN

1. INTRODUCCION

Las hipotesis de la viga de Timoshenko se encuentran bien explicadas en la literatura y en el
marco del método de elementos finitos las matrices de rigidez se formulan utilizando funciones
de interpolacién de Lagrange, lo que conduce a elementos de continuidad C°. Estas formula-
ciones pueden exhibir el fenémeno conocido como bloqueo por corte, por lo que gran parte de
la exposicion se dedica a explicar el fendmeno y cdmo subsanarlo Onate (2013). La hipotesis
que asume que la seccidén permanece plana sélo puede sustentarse si se considera que la de-
formacion de corte es constante en la seccion. La identidad entre la energia de deformacion de
corte que produce una distribucién de corte variable con la que se produce considerando una
deformacion de corte constante se logra introduciendo un factor que ajusta el area de la seccion,
que modificada, se denomina 4rea de corte. Los valores del drea de corte para distintas seccio-
nes se encuentran tabuladas Young y Budynas (2002) o pueden calcularse utilizando métodos
numéricos Pilkey (2002).

En este trabajo las matrices de rigidez, se formulan utilizando métodos del anélisis estructu-
ral. Los resultados permitirdn definir los coeficientes que conforman la matriz genérica:

K1 K2 —K1 K2 Uzl’, Fyl
o | K K —Ky K Bl | M! 0
"l oK —Ky Ky —Ky | | ul || F?

K, Ki -K, Ks B M?

En la expresion (1) se supone que los desplazamientos u; y las fuerzas sz son positivos si tienen
el sentido positivo del eje y, y los giros 3. y momentos M son positivos si sus representaciones
vectoriales tienen el sentido positivo del eje z, con ¢ = 1, 2.

2. LA TEORIA DE VIGA DE TIMOSHENKO

En este teoria las hipétesis fundamentales, entre otras (Flores y Brewer (2018)), son: a) las
secciones transversales normales al eje de la viga antes de la deformacion, permanecen planas
pero no necesariamente ortogonales a dicho eje después de la deformacion, y b) la direccion z,
normal al plano de la viga, es una de las direcciones principales de inercia de la seccidn.

M + dM
M +dM VoM V+dv

A\

T
V+dv

i)

Figura 1: Viga de Timoshenko

Se asume que el plano de movimiento (o plano de carga) de la viga es el plano (z,y) y que
el eje = coincide con el centro de corte de las secciones. En la Figura 1(a) se ha representado
un elemento de viga cuyo nudo inicial 1 se ubica a la distancia x; del origen y su nudo final 2,
a la distancia xo. Se muestra también una carga arbitraria distribuida ¢(x). Las ecuaciones de
equilibrio, ver la Figura 1(b), resultan:

Vie+q(z)=0 ; Vi) +M,=0 (2)
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donde el subindice 'z indica la derivada respecto de la variable x. En la fig. 1(c) se describe
la cinemdtica de una seccion: la linea de trazos en rojo representa una seccién antes de la
deformacién. La linea continua en rojo, la posiciéon deformada. Se asume que los puntos “0”

IRl

y “0’ 7 son muy proéximos y que por estar ubicados en la linea baricéntrica no experimentan
desplazamiento horizontal, u, (x,) = 0. Entoces, si se aplica un momento y la seccién gira un
angulo 3 antihorario respecto a la posicidn original de la seccién, el desplazamiento horizontal
resulta:

u, = —Bvy vy ladeformacién especifica & = uyr, = — Bz y (3)

La deformacién de corte se determina a partir de la definicién dada en la teoria lineal de elasti-
cidad:

’qux’y‘{'uy’x:_ﬁ_l'uy’x — /Bzuy’x_’y (4)
donde v = 7, es la deformacién media de corte (ver Apéndice). El momento flector y el
esfuerzo de corte se determinan mediante las ecuaciones constitutivas:

M =EFEIB, : V =GA, v (5)

3. INTEGRACION DE LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO

Reemplazando las ec. constitutivas (5) y cinemadticas (4) en las de equilibrio (2), se tiene
GAC (uy’xx - B’x) + q (ZL’) =0 ; Elﬁ’a:ac + GAC (uy’x - ﬂ) =0 (6)

Despejando u,, de la segunda (6)

2

EI L
Uyt = _G_Aﬁ’xa: + ﬁ = _Ea B’xx + 5 (7)

donde el coeficiente « = 12F 1/ (A.G L?) mide larelacion entre las rigideces de flexion (12E1/L?)
y de corte (A.G/L). Reemplazando (7) en la primera de equilibrio (6)

q ()

Dado que el interés, en este trabajo, estd centrado en la obtencion de la matriz de rigidez, se
resolverd la ec. (8) homogénea; integrandola tres veces resulta:

2

B:A%+BWH7 )
que llevada a la ec.(7) e integrando nuevamente permite escibir:
L2 1’3 332
uy:A(—ﬁaa:—l—E)—i—B?—kaqLD (10)

Las constantes en las ec. (9) y (10) se determinan imponiendo condiciones esenciales en los
extremos. Por ejemplo, cuando u,(0) = u; y los demds desplazamientos son nulos resultan las
siguientes constantes:
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L L RC S R 1
“Tlta @ P DOre TV P (in
reemplazando las constantes (11) en las ec. (10), (9), (4) y (5) resultan:
Ble)=T(x)u, ; uy(z)="U(2)uy, (12)
12E1 1 El x 1
= . M) = ——— |12— — 1
V@) = e o ME) LQ(HQ)[ - —6] u (13)

Las funciones T} (z) y U; () se detallan en la Tabla 2. Interesa conocer cudnto valen las fuerzas
y momentos que los extremos hacen sobre la viga para que se cumplan las condiciones de con-
torno impuestas. Estos valores se obtienen evaluando las expresiones en (13) en los extremos.
Considerando las convenciones de signo establecidas en (1) resultan:

P! 12/

M} EI 6 | .

B T Wva) | —12/0 | " (1)
M? 6

La expresion (14) es la primer columna de la matriz (1). Los demds coeficientes se pueden
obtener en forma similiar y se presentan a continuacion en la primera fila de la Tabla 1:

| Ox [FKi[Ky| K | K |
Timoshenko ﬁ 216 |Ad+a)L|(2—a)L
Bernoulli Z [ 2]6e 4L 2L

Tabla 1: Coeficientes de la Matriz de Rigidez

Se observa que cuando o = 0 (rigidez al corte elevada), los coeficientes de rigidez toman los
valores correspondientes al modelo de Bernoulli.
Cuando ninguno de los desplazamientos nodales son nulos, los giros y desplazamientos re-
sultan:
B (x) =1 (x) ull/ + 715 (x) 6; + T35 (x) uz + Ty (x) 65 (15)
uy(2) = U (x) u, + Uz () B2 + Us (v) uy, + Us (2) B (16)

donde las funciones 7; (x) y U; (x) se detallan en la Tabla 2:

(i ] T, (x) | Ui () |
1 o [£2 —¢] € 2688 -3 —al+ (1+0)]

2| a3 —(4+ o)+ (1+a)] |cl[€ - (2+5)E+ (1+5)¢]
3 Sa [—£2 4 ¢] Ca [—28% 4 36% + a¢]

4 co 362 — (2 —a)¢] L[ —(1-2)& —2¢]

Tabla 2: Funciones de interpolacién para el giro 3 (z) y desplazamiento w,, (z)

donde ¢, = (1 + a)~!y & = x L', Para el modelo de Bernoulli , las expresiones (15) y (16)
también son vélidas haciendo o = 0 . En tal caso se verifica que U;|,_, = H; y Ti|,_g = Hisa;
las funciones H; se conocen como funciones de Hermite de primer orden.
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4. METODO DE LAS FUERZAS.

Una alternativa para obtener la matriz de rigidez incluyendo el efecto del corte es utilizando
el método de las fuerzas (ver Bauchau y Craig (2009)) o método de flexibilidad. Los coeficientes
de la matriz se obtienen por columnas imponiendo un desplazamiento prefijado unitario segtin
la columna de interés, mientras se anulan los demds desplazamientos. Luego se determinan,
utilizando el método de flexibilidad, las fuerzas y momentos de extremo de barra que garantizan
los desplazamientos impuestos. Por ejemplo, si interesa la primer columna de la matriz (1),
entonces debe imponerse una condicién de apoyos w” = [u}, Sl u2, 2] = [1,0, 0, 0]; se
observa que si estos desplazamientos se reemplazan en (1) resulta una 1dent1dad numérica uno
a uno entre los elementos de la primera columna con los términos de carga.

\11 Kz 010 M 44 1 =1 011441 012 1
¢ Y
= (= + X —
1\21 Ky I 511

d20 1
[ =t R e .
011 012 X1 |1 E:) X1 = (ta)? = Ky
61 02 | [ X2 | |0 Xy = % = Kn
con: L
o = 3L£1 + AfG ;01 =01 = —% ; Oy = %

Figura 2: Planteo para la obtencién de la primera columna

En la Figura 2 los elementos K1, (i = 1,2, 3,4) se identifican con las fuerzas de extremo de
barra necesarias para imponer los desplazamientos. El problema hiperestitico se resuelve por
superposicion. En la Figura 2 se incluyen los estados unitarios, las ecuaciones de compatibilidad
y los valores que resultan para las incégnitas X; y X5 . Conocidas las incégnitas hiperestaticas,
por superposicion, se pueden obtener las reacciones de apoyo que garantizan los desplazamien-
tos prescriptos y, por lo tanto, los valores de los coeficientes de la primer columna de la matriz
de rigidez. El mismo procedimiento puede extenderse para obtener los demads coeficientes de la
matriz y resultan idénticos a los que se detallan en la primera fila de la Tabla 1.

El desplazamiento u, (z) y giro 5 (x) en funcién de los desplazamientos nodales, se pueden
determinar a partir de los resultados obtenidos al determinar cada columna de la matriz de
rigidez. Por ejemplo, al determinar la primer columna, la participacion de u; en la definicién
de u, (z) y 3 (x) se obtiene a partir de la fuerza F, y el momento M en el extremo 1 que
permiten escribir las funciones que describen la distribucién del corte V' (z) y momento flector
M (z); posteriormente se igualan con las ecuaciones constitutivas (5), se utilizan las cinemadticas
(4) y resultan:

V(r) = —Knu, =7(x) GAc = (uy, — B (2)) GA, (17)
M(z) = Ky uyx — Koyl = EI B, (18)

enlas que K,y Ko (6 K1y Ky enlaTabla 1) son los primeros elementos de la primer columna
de la matriz en (1). Integrando la expresion (18), teniendo en cuenta que 5 (0) = 0, se obtiene
f (); llevando 3 (x)ala ec.(17) y recordando que u, (0) = u,, se obtiene u,, (x):

I5; (x,u;) = 6% (52 — 5) u; Yy Uy (x,uzl/) = Cq (253 — 3 —af+ %) u; (19)
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donde ¢, = (1 + a)_l y & = z L™, Los resultados coinciden con los obtenidos previamente,
ver ec.(12). La participacién en /3 (x) y u, (z) de los demds desplazamientos nodales se obtiene
en forma similar y se corresponden con las expresiones (15) y (16).

La matriz de rigidez que corresponde al modelo de Bernoulli se obtiene ignorando la partici-
pacion del diagrama de corte, ver Figura 2, en la determinacion del coeficientes de flexibilidad
011. En forma similar, conocidos la fuerza y momento de extremo asociados con la obtencién de
cada columna, las ecuaciones constitutivas y cinemdticas del modelo de Bernoulli, se pueden
determinar las funciones ; que interpolan el desplazamiento y las ;,, que interpolan el giro.

5. APLICACION DEL PMEPT

Las filas de la matriz de rigidez de una viga, pueden también obtenerse aplicando el principio
de minima energia potencial total (PM EPT), escribiendo el funcional 7 en funcién de los
desplazamientos nodales:

1t ) 1 [E )
S /0 BT 3 (a), ] dr + /0 GA, [y (2)]2 dx — P, 20)

2
expresion en la que el primer término es la energia interna producida por la flexion, el segundo
mide la energia de deformacién producida por el corte y el tltimo, el potencial de las cargas. Si
sOlo actuan cargas nodales, P, se escribe como:

P.=u, F, + (. M +u} F; + 32 M? 1)

El PMEPT establece que si m se obtiene utilizando desplazamientos compatibles con los
vinculos, entonces el minimo de 7 satisface equilibrio. En este caso, las matrices se obtienen
por filas. Para la viga de Timoshenko la primera fila de la matriz de rigidez se escribe como:

o L L
57 = EI / Ty [B 1] do + GAC/ [Urie — T1] [ty e — B (2)]de — F, =0 (22)
y 0 0

en la que 3 () y u, (v) estdn definidas en las expresiones (15) y (16) y v (x) en la ec.(4).
Las demas filas de la matriz se obtienen en forma similar y sus coeficientes toman los valores
descriptos en la Tabla (1).

Los elementos de la matriz de rigidez para el modelo de Bernoulli, también pueden obtenerse
de la expresion (22) haciendo v = 0 en las expresiones contenidas en la Tabla 2. El término de
corte desaparece debido a la identidad u,, = f5.

6. ELEMENTOS FINITOS DE CONTINUIDAD C°

En el marco del método de elementos finitos, el elemento mds sencillo para formular la ma-
triz de rigidez considerando la deformacion de corte, es el que interpola los desplazamientos y
giros nodales en forma lineal. Como en todo problema de residuos ponderados, se busca una
solucién débil forzando el cumplimiento de las ecuaciones de equilibrio (6) integrdndolas, pre-
viamente multiplicadas por funciones de peso (que se asocian con desplazamientos virtuales),
en el dominio que define al elemento:

/0 Gy (Vie + ¢ (2)) + 68, (Mo + V (2))]dz = 0 23)
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Los desplazamientos y giros, reales y virtuales se aproximan haciendo
uy:NiuZ ; ﬁZ:NiB; : 5uy:Ni5uZ : 5@:]\7@5@3 1=1,2 (24)

donde Ny =1 —z/Ly Ny = /L son funciones de Lagrange lineales. Previo al reemplazo de
las expresiones (24), la ec.(23) se integra por partes. El uso de las ecuaciones constitutivas y la
forma matricial de los desplazamientos reales y virtuales permiten obtener los elementos de la
matriz de rigidez que se muestran en la primera fila de la Tabla 3.

| | Ok [ Ky | Ko | Ky | Ki |
TLgr | 22 | 2|1 6 |(4+a)L | (2—a)L
TLr | 25| 21 6 |B+a)L | (3—a)L

Tabla 3: Coeficientes de las Matrices de Rigidez

Como se verd en la seccion de ejemplos, estos elementos, lagrangianos sin Integracion Re-
ducida ( (1'Ls;r) pueden dar desplazamientos mucho menores a los que presenta la viga de
Bernoulli, fenémeno que se conoce como bloqueo por corte. Una de los remedios es subin-
tegrar los términos asociados con el corte, lo que conduce a los elementos de la segunda fila
(T'L.rr) que no bloquean. El tratamiento de la expresion (23), consideraciones sobre el blo-
queo y otras propuestas en la formulacion de elementos finitos en vigas de Timoshenko pueden

encontrarse en Ofate (2013) y Bhatti (2006).

7. EJEMPLOS

En la Figura 3 se muestran los desplazamientos u, de los puntos de aplicacién de cargas
puntuales actuando en vigas, de seccion rectangular, en voladizo y con ambos extremos fijos,
referidos a los que resultan del modelo de Bernoulli bajo las mismas condiciones. Esto sig-
nifica que la funcion uyB / uyB = 1 representa la respuesta del modelo de Bernoulli para vigas
de cualquier relacién h/L, donde h es la altura de la seccion y L la longitud de la viga. En
ambas figuras se muestran las respuestas que se obtienen utilizando matrices de rigidez cuyos
elementos se describen en las Tablas 1 y 3. Para el trazado de las gréficas se utilizé un médulo

de poisson v = 0,3.

18 14
1.6 " f L
o \ |
N N
14 1 X n uy
10+
1.2
o (b
Qs 7 a, 8"
3 - Sl
= 37
0.8 , 6l
; 5
; L
0.6 ; ——Ec.Dif.Bern.
K ——Ec.Dif.Bern. 4t —Ec.Dif.Timo.
04, —— Ec.Dif.Timo. 3 * El.Lag.(c/IR)
! * ElLag.(c/IR) ---El.Lag.(s/IR)
75l ---El.Lag.(s/IR) 2r
H 144
h 7
. s ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ald ; i i ; ; I
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 [ 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
h/L h/L

Figura 3: Vigas con distintas condiciones de apoyo
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Para una seccion rectangular el coeficiente « toma el valor o = 3,12 (%)2 Tanto en la
Figura 3(a) como en la 3(b) se observa que cuando o« — 0,la seccion se rigidiza al corte,
v — 0,y 8 = uy, (ver ec.(4)) y el comportamiento de la viga de Timoshenko (curva en rojo)
se corresponde con el modelo de Bernoulli. Dado que los valores que se muestran en la Tabla
1 corresponden a la solucién de la ecuacion diferencial que describe al modelo de Timoshenko
y que el método de las fuerzas también es una opcion para la obtencién de dichos coeficientes,
resulta sencillo obtener, para los modelos de la figura, la funcién analitica que describe la curva
) /ul(h/L): a) para la viga en voladizo, aplicando el principio de trabajos virtuales resulta,

s 13 L uw EI B\ 2
y_§EF+GACF E_1+3GA—CLQ_1+O’78 (E) (25)
que si se evalua, por ejemplo, en /L = 1 resulta ug / uf = 1,78, que es el valor mdximo en la
Figura 3(a); b) para la viga con ambos extremos empotrados, si bien también se puede utilizar el
método de las fuerzas y el principio de trabajos virtuales, resulta mas directo y sencillo resolver
el problema ensamblando 2 elementos de longitud L/2 cada uno. Dado que el problema es
simétrico y por las caracteristicas de los coeficientes de las matrices, al ensamblar e imponer las
condiciones de borde se obtiene

T
Y
u B

2 _ e r_(+a)L?
2K1uy—F . U,y—uy—wF (26)

y haciendo o = 0 en la anterior, se obtiene el desplazamiento del modelo de Bernoulli, por lo
que

L

que, por ejemplo, evaluada en h/L = 1 proporciona el maximo valor en la Figura 3(b). Las
expresiones exactas (25) y (27) muestran que para cualquier relacién /L el desplazamiento es
igual o mayor a la solucién de Bernoulli.

Ademas del comportamiento de la solucién exacta, la Figura 3 muestra los resultados obtenidos
con los elementos lagrangianos de la Tabla 3 con (Timosh.c/IR) y sin integracién reducida
(Timosh.s/IR).

T 2 2

2h h
“_%:1+a:1+3,12 (—) =1+12/48 (—) (27)
ul L

Viga en voladizo
Timoshenko | 1.0000 | 1.0001 | 1.0020 | 1.0078 | 1.0312 | 1.1950 | 1.3822 | 1.7800
Timosh.c/IR | 0.9994 | 0.9995 | 1.0013 | 1.0072 | 1.0306 | 1.1944 | 1.3816 | 1.7794
Timosh.s/IR | 0.0303 | 0.1110 | 0.7588 | 0.9330 | 1.0109 | 1.1912 | 1.3799 | 1.7786

% 0.005 0.01 0.05 0.1 0.2 0.5 0.7 1

Tabla 4: Resultados de la relacién u,,/ uf usando elementos lagrangianos

En la Tabla 4, para la viga en voladizo, se muestran los resultados obtenidos con 20 elemen-
tos. También se model6 el elemento exacto, cuyos resultados se incluyen para comparacion.
Se observa que el elemento con integracidon reducida se comporta muy bien, mientras que el
otro elemento (Timosh.s/IR) bloquea cuando o« — 0. Por el contrario cuando la relacién h/L
aumenta, los resultados tienden a los de la solucién exacta.

En relacién a la convergencia, el elemento exacto converge al resultado utilizando el menor
nimero de elementos que permita modelar el problema. En los ejemplos mostrados alcanzan 1
elemento para la viga en voladizo y 2 elementos para la viga con extremos fijos.
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Numero de elementos en la viga en voladizo
1 | 2 | 3 | 4 | 6 | 10 | 15 | 18 | 20 |Exacto
0.1 | 0.7578 | 0.9453 | 0.9800 | 0.9922 | 1.0009 | 1.0053 | 1.0067 | 1.0070 | 1.0072 | 1.0078
0.2 | 0.7812 | 0.9687 | 1.0034 | 1.0156 | 1.0243 | 1.0287 | 1.0301 | 1.0304 | 1.0306 | 1.0312
0.5 | 09450 | 1.1325 | 1.1672 | 1.1794 | 1.1881 | 1.1925 | 1.1939 | 1.1942 | 1.1944 | 1.1950

|

Tabla 5: Convergencia del elemento lagrangiano integrado en forma reducida

Los resultados del elemento Timosh.c/IR, en funcién de la cantidad de elementos, para la
viga en voladizo, se muestra en la Tabla 5 para tres relaciones // L. Se puede constatar que los
errores porcentuales no s6lo disminuyen al aumentar el nimero de elementos, sino que también
disminuyen al aumentar la relacién h/ L.

8. CONCLUSIONES

En este trabajo se obtiene la matriz de rigidez de un elemento de viga segtin las hipétesis del
modelo de Timoshenko recurriendo a tres alternativas: la integracion de las ecuaciones diferen-
ciales de equilibrio, el método de las fuerzas y el principio de minima energia potencial total.
Los dos primeros métodos permiten determinar tanto la matriz de rigidez como las funciones
de interpolacion para desplazamientos y giros. Se concluye que:

1. La matriz obtenida segun los métodos mencionados corresponde a la solucion de la ecua-
cién diferencial homdgenea y por lo tanto es una solucion exacta. En consecuencia este
elemento de continuidad C'! no bloquea y muestra convergencia con el menor nimero de
elementos que permitan modelar el problema.

2. Se observa que los polinomios que interpolan los desplazamientos y giros en el modelo de
Timoshenko se reducen a los polinomios de Hermite y su derivada cuando la relacién de
rigideces a = 0. Y del mismo modo la matriz de Timoshenko se reduce a la de Bernoulli.
Es decir que el modelo de Bernoulli estd incluido en el de Timoshenko. Entonces, los
desplazamientos que se obtienen segiin Timoshenko son iguales (vigas largas y bajas) o
mayores (vigas cortas y altas) que los que resultan utilizando el modelo de Bernoulli.

3. Los elementos lagrangianos de continuidad C° con integracién reducida muestran un
buen comportamiento y convergen a la solucion exacta desde abajo a medida que se au-
menta el nimero de elementos y la relacion entre la altura de la seccién y la longitud de
la viga.

APENDICE

En la teoria de vigas de Timoshenko, la seccién se mantiene plana, por lo que la deformacién
de corte, variable en la coordenada y, (v (z,y) = 04y (z,y) /G), debe asumirse constante. Se
define la deformacién media de corte 7 (x,y) = 7y, (z) igualando la energia de deformacién
que se produce considerando la distribucion de la tension de corte variable, con la energia que
produciria una tensién media de corte (o, () = G 7., (z)). Para una seccién rectangular, esto

implica:
; 1 (1 [VS)? 1V
/ LdV =< /5{?} dV:§/O m(/qu%m)m (28)
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donde el valor de la tensidn, en este caso, se calcula utilizando la expresién de Jouravsky; .S es
el momento estdtico de la seccion, S = [% (* — yz)} , que se encuentra sobre la coordenada y y
[y S?dA = 1L ®b®; expresion en la que by ¢ son el ancho y la mitad de la altura de la seccion.

Reemplazando, esta integral en la expresion de la energia resulta:

1 L V2<JI> 1 L V (;p) 1 L 1 L
S — = [/ = — ‘/ — A 2
2/0 %Ade 2/0 (@) Achaj 2/0 (2) 3m dz 2/0 oG m

enlaque A = 2cbhes el drea de la seccién transversal, y A. = 5A4/6 es el drea de corte para la
., ., . o V(m)

seccion rectangular. La deformacion media de corte se define como v, = .

A partir de v, se puede mostrar que la seccién permanece plana y cudnto contribuye al des-

plazamiento: en un tramo de viga de longitud AL la deformacién de corte se puede interpretar

descomponiendo su efecto segutn lo descripto en la Figura 4

1
3Ym

S

S

)
—
o
~—

Figura 4: Deformacion por corte en un tramo de viga

Se asume que el borde izquierdo en la Figura 4 (a) estd empotrado. En la figura (b) se consi-
dera el efecto de las tensiones de corte “verticales” que desplazan verticalmente la cara derecha
un valor %ymAL. En la figura (c) las tensiones de corte “horizontales” desplazan la superficie
superior respecto de la inferior en %th, y si se considera que el borde izquierdo estd empotra-
do, entonces debe rotarse la figura (c) un dngulo %vm con lo cual la figura (c) se hace idéntica a
la (b) y la suma de ambas equivale a la (a).
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