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Resumen. El Método de los Elementos de Contorno ha demostrado ser una de las técnicas mas
poderosas en la solucion de problemas de elastostatica. El principal requerimiento para la
implementacion del método es contar con algoritmos eficientes para la integracion de las soluciones
fundamentales. En general, estos algoritmos se encuentran disponibles para la implementacion de
problemas planos o tridimensionales. Sin embargo para los problemas con simetria axial, la
formulacion 3D para elastostatica sufre una transformacion de coordenadas y un proceso de
integracion adicional para generar las soluciones axisimétricas requeridas, las cuales suelen
expresarse en términos de las integrales elipticas completas de primer y segundo orden. El
comportamiento asintotico de éstas ultimas es determinante para establecer el procedimiento de
integracion mas adecuado en los casos singulares.

Este trabajo presenta la implementacion de las soluciones axisimétricas para el estudio de
problemas en el campo elastico-lineal. Las expresiones analiticas de las soluciones y el desarrollo
asintotico de las mismas fueron extraidas de la literatura (Balas, Sladek y Sladek, 1989). La
implementacion de las mismas, basados en un cédigo de Elementos de Contorno multi zona (Beer,
2001), sigue la metodologia general propuesta por Graciani et al. (2005).

Este trabajo es parte de un proyecto de investigacion que amerita el desarrollo de herramientas,
basadas en el Método de Elementos de Contorno, para el estudio de problemas bioldgicos. La nueva
herramienta es aplicada a diferentes ejemplos con solucion analitica conocida, cotejando los
resultados y comprobando la precision y eficacia del codigo.
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1 INTRODUCCION

Este trabajo presenta el primer paso para la implementacion de un modelo
mecanobiologico computacional propuesto por J.M. Garcia-Aznar et al. (2002) basandonos
ahora en un método de frontera capaz de simular y caracterizar los patrones de osificacion
Osea durante el proceso de curacion de fracturas en huesos largos, asi como también las
propiedades mecdnica de los tejidos vivos involucrados. El primer paso consiste en la
incorporacion de la formulacién axisimétrica para el estudio de problemas en el campo
elastico-lineal presentada por Balas, Sladek y Sladek, (1989), siguiendo la metodologia
propuesta por Graciani et al., J. Comp. Estruc., 83: 836-855 (2005) en un codigo multi zona
basado en el Método de los Elementos de Contorno desarrollado por G. Beer, (2001).

En una primera etapa de la investigacion, se pretende estudiar el proceso de regeneracion
Osea en base a un modelo simplificado de una fractura a nivel medio de la diafisis tibial
(Maria J. Gémez-Benito et al., Journal of Theoretical Biology, 235: 105-119 (2005)), cuya
geometria y condiciones de contorno presentan simetria axial. Aprovechando esta ventaja, se
hace necesario contar con un algoritmo capaz de establecer el campo tension-deformacion
partiendo de la teoria de elasticidad axisimétrica en el rango lineal. De esta manera, y segin la
hipotesis general del modelo mecanobiologico, se podrd calcular la funcion principal de
estimulo mecénico (segundo invariante del tensor desviador de deformaciones “J”) que
desencadenara una secuencia de fenomenos bioldgicos propios del proceso de regeneracion
Osea. La caracterizacion de estos fenomenos y de los procesos inherentes, asi como su
tratamiento matematico serd objeto de futuras adaptaciones del codigo de Elementos de
Contorno, segun la(s) teoria(s) requerida(s) para tales efectos. La nueva herramienta es
aplicada a diferentes ejemplos con solucidon analitica conocida, cotejando los resultados y
comprobando la precision y eficacia del codigo.

2 FORMULACION AXISIMETRICA EN ELEMENTOS DE CONTORNO

En esta seccion, se presenta en forma general la ecuacion integral de contorno axisimétrica
para los desplazamientos correspondiente a un punto de colocacidon ubicado en el contorno I
de la geometria.

Asumamos que el cuerpo B en dos dimensiones (figura 1.a) rota 360° con respecto al eje z.
Esto permite formar una geometria axisimétrica bajo una carga también axisimétrica, donde r
y @ son las direcciones radial y angular respectivamente. Se puede afirmar que tanto los
desplazamientos como las tensiones calculadas son constantes para cualquier valor de @, por
lo que esta clase de problemas pueden ser analizados eficientemente, con tan solo considerar
al cuerpo B en vez de todo el dominio del problema en tres dimensiones. Como resultado de
esta simetria axial, las direcciones 7 y z son suficientes para definir el problema. (De Lacerda
et al., 2000)
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Figura 1: (a) Definicion del contorno I' y de la region B en un problema tridimensional, (b) Definicion del
sistema de coordenadas cilindricas (r,¢,z). (Balas, Sladek y Sladek, 1989)

La formulaciéon para la elasticidad lineal axisimétrica ha sido estudiada y desarrollada,
entre otros, por Kermandis (1975), Cruse et al. (1977), y Rizzo y Hippy (1979). Actualmente
investigadores como Abdul-Mihsein (1986) y De Lacerda et al. (2000) han trabajado en la
aplicacion de ésta formulacion en problemas de contacto, obteniendo excelentes resultados.
(Graciani et al., 2005)

Se puede encontrar en la literatura (Brebbia et al., 1984; Brebbia et al., 2003; Banerjee,
1994 y Graciani et al., 2005) un analisis detallado acerca de la derivacion de la ecuacion
integral de somigliana tomando en cuenta la simetria axial. Consecuentemente, tan solo se
hara mencion en el texto a las consideraciones mas relevantes en el desarrollo matematico,
antes de presentar las soluciones fundamentales y su respectivo andlisis en casos de
integracion singular.

La deduccion de la ecuacion integral de los desplazamientos para un punto de colocacion
en el contorno axisimétrico I', comienza rescribiendo la expresion tridimensional del kernel
de desplazamientos (1), deducida considerando un problema genérico como el mostrado en la
figura 2.a, en términos del nuevo sistema en coordenadas cilindricas (2). La nueva ecuacion
ahora puede ser integrada a lo largo de una trayectoria circular (anillo de carga unitaria) con
respecto al eje de simetria considerado (4) (Balas, Sladek y Sladek, 1989; Brebbia et al.,
2003). De manera analoga se procede con la ecuacion que describe el campo de tracciones.

X2 X2 r*
r 1 P e
—#. .......... »
R(P,Q)
Q .
(&) G
0 *
0O
X1 X4

As Xs

Figura 2: Representacion clasica del dominio para la deduccion de la ecuacion integral de contorno: (a)
representacion 3D de un cuerpo (Q+1T'), (b) regidon genérica (QQ* + I'*) donde la carga unitaria es aplicada, con
las mismas propiedades elasticas que (Q+I"). También se evidencia la relacion existente entre el punto fuente “P”
y el punto de integracion “Q”. (Brebbia et al., 1984)
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T es la matriz que provee la transformacion de coordenadas e Y relaciona las direcciones
de las cargas unitarias en el punto P, con las correspondientes direcciones en el nuevo sistema
de coordenadas. El nuevo campo de desplazamientos viene dado entonces por

2

PQ= j Ty (P.0)do(P), ij=re:z (4)

0

Por lo tanto, la ecuacion integral de contorno axisimétrica que describe el problema general

es de la forma
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Donde P es el punto del anillo donde la carga unitaria es aplicada, Q es el punto de
integracion, C,, (P)son constantes las cuales dependen de la geometria en P, r(Q) es la

~ ~— — ~—

distancia radial desde el eje de simetria hasta el punto de integracion, u, y u_ son los
desplazamientos radiales y axiales respectivamente, ¢, y ¢, son las tracciones radiales y
axiales respectivamente, y U, (P,Q) y T,,(P.Q)son los kernels axisimétricos para los

desplazamientos y tracciones respectivamente. (De Lacerda et al., 2000)
Haciendo uso de integrales particulares (Balas, Sladek y Sladek, 1989) y tomando en
cuenta el término 2zr(Q) e introduciendo notaciones especiales (6), se pueden escribir las

expresiones explicitas (7-10) para los desplazamientos en términos de r, ¢ y z (coordenadas
cilindricas) considerando el caso general donde R>0. (Balas, Sladek y Sladek, 1989)

2

y=1+ a , S2:(F-R)2+(Z-Z)2, b=r-R, c=z-Z7
2Rr
2
a=4Rr+s°, d=2Rr+s’, k= 2\/5 (*) (6)
Ja

r=r(Q), RZR(P), Z:Z(Q), Z=Z(P)

En las expresiones (6), R y r representan al radio del punto de colocacion e integracion
respectivamente, k es el argumento para la integral eliptica de primer orden “K” y de segundo
orden “E”, Z y z, son las coordenadas axiales de los puntos de colocacion e integracion

Copyright © 2006 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XXV, pp. 2785-2803 (2006) 2789

respectivamente.

(*) Esta expresion difiere de la presentada por Balas, Sladek y Sladek (1989). Al comparar
esta ultima con la contraparte presentada por Brebbia et al. (1984), se hace necesario que el
argumento k quede elevado a una potencia cuadrada.

U;(r,z,R,Z)ZW{B—40)(r+%J+%}K(k)-...
- {(3 - 41))[2r +%) + r(az +%} E(k)}
U.(rzRZ)= - D\F{[———}Kﬂc) [ +——}Eﬂf)} (**) ®)

. c ch ¢ %
U, (rzRZ)= 2G(1-0) f{[E}K(k)J{ —'E}E(k)} (**) )

: 1 ) eY
UZZ(F’Z’R)Z)_47[G(1-D)\/Zr{[3 4D]K(k)+(sj E(k)} (10)

(**) La notacion empleada aqui es la transpuesta a la presentada por Balas, Sladek y Sladek
(1989). Al comparar éstas ultimas con la contraparte propuesta por Brebbia et al. (1984).

Las ecuaciones arriba descritas estan deducidas a partir de su expresion general en términos
de las funciones de Legendre de orden cero y de sus derivadas, las cuales, a su vez, suelen ser
escritas en funcion de las integrales elipticas completas de primer y segundo orden K(k) y
E(k). (Balas, Sladek y Sladek, 1989; Brebbia et al., 1984)

Sustituyendo las expresiones (7-10) en las ecuaciones de las tensiones expresadas en
coordenadas cilindricas y tomando en cuenta el vector normal unitario en el punto de
integracion Q, se obtienen las tracciones (11-14) sobre el contorno I' . (Balas, Sladek y
Sladek, 1989)

) 1 s? bsz(l zj 2( 3 r 2)

T, = + /] s S R
4 (1-v)a |\ | 4aRr 2r R 2Rr Ra a
16v-17 ’

+—( 0 )s2+b i+£(éj +(21)—])(4—1j n +..
4Rr 2R a\s R
2 2 2
Jr£ b'-c +&(éj +£-21) n, K(k)+ (5-81)+2_st2+‘“
R| 2a a \ s 2 2Rr  ar

2 2 2
L3 K0 6B +10-14v+(bj (24R”-L_6j
2Rr R a S a R

(11)
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En las ecuaciones (7-14), G y o representan a los modulos de corte y Young
respectivamente y, n, y n,, son las componentes radial y axial del vector normal unitario
definido en el punto de integraci(')n Q.

De esta forma U, (P,Q) y T, (P,Q) corresponden, respectivamente, a las componentes

axial y radial de los desplazamientos y del vector tension asociado a un plano cuya normal es
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n, provocados en un punto Q, cuando se aplican unos anillos de cargas unitarias, segun la
direccion axial y radial, en el punto P. (Graciani, 2006)

Cuando la coordenada radial del punto de colocacién es cero (R = 0), las expresiones para
los desplazamientos y las tracciones se reducen a las ecuaciones (15) y (16) respectivamente.
(Balas, Sladek y Sladek, 1989)

U:r(r,z,O,Z) =0

U.(r,20Z)=0 (% %)
U (r,2,0 Z)=;(éj2£ (%% %) (15)
TR Su(1-v)\s) s
. N ey
U.(rz0Z)= Sﬂ(l-v)s{j 4v+(sj }
T, (r,20,Z2)=0
T (r20.2)=0 (***)
_ -3b’c (1-20)b ] o
T, (r,20,2) —4(1—1))s5[b en. |- e )53[bn2 en | (**%*) (16)
-3bc? (] 21))b
I (nz0Z)= -0)s <[bn, +cn.]- 1(I-0)s — 5 [bn, -cn.]

(***) La notacion empleada aqui es la transpuesta a la presentada por Balas, Sladek y
Sladek (1989), como consecuencia del cambio observado en (8) y (9).

2.1 Comportamiento singular de las soluciones fundamentales

Las ecuaciones (7-14) presentan un comportamiento singular bajo dos circunstancias,
s —> 0 y cuando R = 0 (Banerjee, 1994). A continuacion se presenta un resumen del
comportamiento asintdtico de las soluciones fundamentales en la vecindad del punto de
colocacion P. (Graciani et al., 2005)

Como ya se ha mencionado, las expresiones analiticas de los kernels para problemas con
simetria axial, estdn dadas en términos de integrales elipticas completas de primer y segundo
orden con

R(P)r(Q)
\/4R(P r(0)+[r(0)-R(P)] +[2(0)-Z(P)]

Si el punto de integracion tiende hacia el punto de colocacion (s — 0), esto puede ser
expresado como:

(17)

Q=P+er(0) , donde r es el vector unitario PQ (18)

Introduciendo (18) en (17) resulta en (19)
k—1si e—>0 (19)

Permitiendo realizar las siguientes expansiones en serie
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K (k)=-In(e)+0O[1], E(k)=1+0l[e], para e¢—0 (20)

El uso de (20) resulta, en las siguientes expansiones generales para los kernels, las cuales
corresponden a las funciones a integrar en caso de comportamiento singular. (Graciani et al.,
2005)

U;. (P.Q)=Upin(e) + UL (P.e(Q))ein(#) O[]

ﬂ“(’(Qg)’”(Q))+T,;0;(p,n(Q))zn(g)w,,i(p,T(Q),n(Q))gzn(g)m[z] .

T, (P.0)=

Donde 7 yn son los vectores tangente y normal respectivamente en Q. Las expresiones
para U, U, (Pr).T, T, (Pn) y T, (Prn) pueden ser encontradas, entre otras

referencias, en Graciani et al. (2005).

2.1.1 Punto de colocacion fuera del eje de simetria (R > 0)
Para un punto de colocaciéon P € T" con R > 0, y segun el analisis particular del caso
realizado en (Graciani et al., 2005) para las expresiones (21), se llega a los términos singulares

(22), tanto para U~ (con una singularidad débil presente), como para 7" (con una singularidad
fuerte mas una débil).

Uy (P.0) = Upin(e) + UL, (P.x(0))eln(e) + UL, (P.0)

Tﬁi(T(Qg)’n(Q))+Tﬂw (Pn(Q))ln(S) ( z'(Q) n(Q))E:ln(S) (22)

T, (P.Q) =
- F T (P.O)

Siendo Uy, (P.Q) y Ty, (P.Q) las funciones regulares resultantes de la expansion singular

de los kernels respectivos. Estas tltimas se obtienen al sustraer de la solucién fundamental
original (7 — 14), los términos evaluados restantes de la expansion respectiva.

2.1.2 Punto de colocacion en el eje de simetria (R = 0)

Para un punto de colocacion P € T" con R = 0, el comportamiento de las soluciones
fundamentales se describe como sigue (Graciani et al., 2005)

U:a(P’Q)Z
. T, [‘L"L’ + 3 41) ]
UZIX(P’Q) SG(]-D)

T.(P,Q) -0, como r—>0

L. (P.Q)

(23)

WI:ST v, (zn +Tn)+ (]-21))(rrnz-rzn,.):|

T.(PQ)=- m[ﬁ . (t,n, +7.n )+ (1-20)(7,n, +rznz):|

Donde 7z yn son los vectores tangente y normal respectivamente definidos en el punto de
integracion Q'y, Gy v son los modulos de corte y de Young respectivamente.
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Cuando los puntos finales del contorno coinciden con el eje de simetria, dos de los
componentes del Kernel T", T,(P,Q) y T.(P,Q), incluyen términos particulares

proporcionales a . A pesar de esta singularidad estos kernels convergen a cero tanto como
r — (. (Balas, Sladek y Sladek, 1989)

2.2 Integracion de las soluciones fundamentales

Si el punto P esta fuera del elemento “t” de integracion, los integrando en (5) son regulares
y corresponden a la evaluacion de las expresiones (7-14), por lo que las integrales pueden ser
computadas numéricamente mediante la implementacion de la cuadratura de Gauss-Legendre.
Si por el contrario, el punto P coincide con alguno de los nodos del elemento en integracion,
algunos de los integrando son singulares y deben ser evaluados en base a las expresiones
respectivas en (22) y (23) segun sea el caso. Las integrales numéricas relacionadas a estos
términos deben ser calculadas con una cuadratura especial o método correspondiente, por
ejemplo, en el caso de la integracion de los términos Uy, (P,Q) y T, (P.Q), aunque su

comportamiento es regular, ameritan de un método de integracion numérica mas refinado y/o
adaptativo, como por ejemplo el Método Adaptativo de Romberg. Para el caso de U, (P,0)

dada la funcion logaritmica que la acompafia, se emplea la cuadratura especial de Gauss-
Laguerre. (G. Beer, 2001)

A pesar de que la integracion numérica del kernel T sobre el elemento singular amerita
especial atencion, existe un método alternativo para evitar este paso basado en la combinacion
de dos técnicas: Rigid Body Motion en direccién z e Inflation Mode para axisimetria en
direccién r, obteniendo asi las integrales impropias mas la influencia de los coeficientes C,,

con gran exactitud (Banerjee, 1994; De Lacerda et al., 2000). En el caso de que R =0y
cuando s — 0, las técnicas mencionadas arriba no se aplicaron, debido a las restricciones
geométricas inherentes, obteniendo los valores correspondientes en la diagonal de la matriz H
del sistema inicial HU =GT’, mediante la integracion por cuadratura de Gauss de las
expresiones (23), mas la adicion del Gnico término libre distinto de “cero”, C,, (Graciani et al.,
2005). Para ello, se consider¢ la singularidad como débil.

Basados en las expresiones para todas las expresiones deducidas anteriormente, el método
analitico también se presenta como una excelente opcion para integrar con gran precision los
términos singulares de las expansiones, en aquellos casos donde se empleen elementos
lineales continuos. (Graciani et al., 2005)

23 Expresion integral para las tensiones internas

7 (P)= [ [ta<Q>D;;a<P,Q>+%(Q>B;;a<P,Q>+@A;M<P,Q>}drg 4

r

Dondea, b =r, ¢, z, mientras que a = r, Z.

A partir de la expresion (24) y a través de los analisis correspondientes, se puede deducir
la formulacion directa explicita para evaluar el campo de tensiones en puntos pertenecientes al
contorno, con » > 0 (Balas, Sladek y Sladek, 1989). En aquellos casos donde » = 0, y después
del estudio asintotico correspondiente (Graciani et al., 2005), se puede hacer uso de (24)
integrando sobre el contorno, o , hacer uso de la interpolacion como herramienta para obtener
una aproximacion de la tension en los puntos pertenecientes al eje de simetria.
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y A, estan dadas en

Las expresiones explicitas para los kernels axisimétricos D), B,
Balas, Sladek y Sladek (1989). Sin embargo, Graciani et al. (2005) propuso correcciones
sustentadas para algunos términos en estas expresiones, las cuales se muestran en Graciani
(2000).

Como en el caso de integracion para puntos en el contorno, también se hace necesario el
andlisis del comportamiento asintético, ya que términos del tipo 7, R”, R estan incluidos

y A:br b

.. y, . * * , . . . _ .
en los kernels axisimétricos D, B ademas de la singularidad del tipo ', asociada

aba
con aquellos puntos con » = 0. Estos analisis estdn reportados en Balas, Sladek y Sladek
(1989).

3 IMPLEMENTACION NUMERICA

Las expresiones descritas en el punto 2, fueron implementadas siguiendo el algoritmo
propuesto por G. Beer (2001), segiin la metodologia propuesta por Graciani et al. (2005). El
codigo original (G. Beer, 2001) esta estructurado en una secuencia de subrutinas que permiten
la obtencion de los campos de desplazamiento/temperatura y tension/flujo en el rango
elastico-lineal segiin sea el caso. Para la implementacion de la nueva formulacion, se
realizaron cambios en las subrutinas mas importantes (aquellas relacionadas con la evaluacion
e integracion de los Kernels para el ensamblaje del sistema de ecuaciones algebraicas),
manteniendo la estructura inicial del algoritmo.

4 DEFINICION DEL PROBLEMA

Para validar la implementacion de la formulacioén axisimétrica para elasticidad lineal y su
correspondiente comportamiento asintotico, se tomaron dos problemas de la mecénica con
solucion analitica conocida, para el estudio de los casos R > 0 y R = 0 respectivamente:

e Tubo de pared gruesa sometido a presion interna constante uniformente distribuida,
abierto en sus extremos (o_ = 0).

e C(Cilindro de pared gruesa sometido a presion externa constante uniformemente
distribuida, abierto en sus extremos.

Asi mismo, para el primer tipo de problema se plantearon dos modelos diferentes: tubo
encamisado y no encamisado, con el objeto de verificar la formulacion implementada bajo
simulacion multi — zona.

(o) (PRI -pRE)  (140) (p=p) RR: v

“r RrR ' E - R-R E 2
R’ —p.R 2R>
o :( [ pe e)i(p_p) RiRe i (26)
thid R} -R’ CUARI-RY )P

Las expresiones generales 25 y 26 representan los desplazamientos en direccion radial y
las tensiones en direccion radial y circunferencial respectivamente (M. Chapetti, 2005),
generados por la aplicacion de una presion uniformemente distribuida en la pared interna de
un cilindro (problema clasico N° 1). Por otra parte, al hacer tender el valor de R; a “cero” en
las expresiones anteriores, conseguiremos las expresiones analiticas para el problema clasico
Ne 2.
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4.1 Definicion de geometrias

A (b)

Transformacion
de coordenadas

medidas en m.

Figura 3: Problema clasico N° 1: Tubo de pared gruesa sometido a presion interna uniforme P. (a) geometria
segun sistema coordenado X, y y z, (b) representacion clasica del dominio axisimétrico. (Chapetti, 2005)

(a) z (b)

10 r

medidas en m.

Figura 4: Problema clasico N° 2: Cilindro de pared gruesa sometido a presion externa uniforme P. (a) geometria
segun sistema coordenado x, y y z, (b) representacion clasica del dominio axisimétrico.

4.2 Tubo de pared gruesa (no encamisado) sometido a presion interna uniforme

Consideraciones generales:

Region(es): 1

Material is6tropo, comportamiento eldstico — lineal: £= 1.0 KPa.y v=10.3
Pared interna del cilindro sometida a una presion P (KN/m) unitaria.

Discretizacion y condiciones de contorno:

Se presentan dos modelos basados en la geometria mostrada en al figura 3.b, ambos
sometidos a una presion constante uniforme P en la pared interna. Con el objeto de realizar un
sencillo analisis de sensibilidad. En la figura 5.a se muestra la base de la geometria
discretizada con 2 elementos lineales condicionados a un movimiento de cuerpo rigido en
direccion r, mientras que en el plano z = 6 se establece una condicion de tension plana. En la
figura 5.b, la misma base se discretiza con 16 elementos lineales, manteniendo las mismas
condiciones de contorno. Ambos modelos contienen 10 puntos internos distribuidos
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uniformemente con coordenadas r,4 (2<r<4).

K 2

|
|
|
!
(a) : (b)
i
|
|

t, t,

Figura 5: Discretizacion y condiciones de contorno impuestas. (a) 22 nodos y 22 elementos lineales. (b) 36 nodos
y 36 elementos lineales. Notese la diferencia en la cantidad de nodos de la base

4.3 Tubo de pared gruesa (encamisado) sometido a presion interna uniforme

Consideraciones generales:

Region(es): 2

Materiales iso6tropos, comportamiento eléstico — lineal:

Region 1: E=1.0KPa. y v=10.3, Region2: E=4.0KPa. y v=10.3
Pared interna del cilindro sometida a una presion P (KN/m) unitaria.
No se considera interferencia en la interface.

Discretizacion y condiciones de contorno:

Se presenta nuevamente un modelo basado en la geometria mostrada en al figura 3.b,
sometido a una presion constante uniforme P en la pared interna del cilindro. Se dispone
ahora de una “camisa” de un material 2, que recubre al cilindro (material 1). En la figura 6 se
muestra la base de la geometria discretizada con 16 elementos lineales condicionados a un
movimiento de cuerpo rigido en direccidon r, mientras que en el plano z = 6 se establece una
condicion de tension plana.
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1K% F

Tubo Encamisado

TZ
o

r

Figura 6: Discretizacion y condiciones de contorno impuesta a la seccion axisimétrica de un problema multi
region: “tubo encamisado”. Se dispuso de un total de 16 elementos en la base de la geometria.

4.4 Cilindro de pared gruesa sometido a presion externa uniformemente distribuida

Consideraciones generales:
Region(es): 1
Material isétropo, comportamiento eldstico — lineal: £ = 71000.0 KPa. y v=10.3

Pared externa del cilindro sometida a una presion P = 1000.0 K% .

Discretizacion y condiciones de contorno:

Se presentan un modelo basado en la geometria mostrada en al figura 4.b, sometido a una
presion constante uniforme P en la pared externa. Con el objeto de realizar un proceso de
integracion mas estable en la cercanias del eje de simetria, se discretiza el modelo (figura 7)
con 60 elementos lineales, 20 de ellos condicionados a un movimiento de cuerpo rigido en
direccion r en su parte inferior, mientras que aquellos con nodos en el eje de simetria se
establece la condicion necesaria que simule la porcion faltante del material. En el plano z = 6
se establece una condicion de tension plana. El modelo contiene, ademads, 19 puntos internos
distribuidos uniformemente con coordenadas »,5 (0,5<r<9,5).

oo sssosssseesaens , 1()0010%1

s st 5+ —" A S 8.3 S .1 -+ ]}

1

Figura 7: Discretizacion y condiciones de contorno impuesta a la seccion axisimétrica del problema con R=0.
Se dispuso de un total de 20 elementos en la base de la geometria.
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5 DISCUSION DE RESULTADOS

Se comparan los desplazamientos en direccion radial, asi como las tensiones en direccion
radial, longitudinal y circunferencial obtenidos de las expresiones analiticas 25 y 26, con los
resultados numéricos obtenidos mediante la aplicacion del nuevo codigo, para los nodos que
conforman los elementos de la base y en puntos internos.

5.1 Tubo de pared gruesa (no encamisado) sometido a presion interna uniforme

Ur (m)
4 |
3 |
2 .
_Sol. Analitica Sol. Analitica
1 A @) _ Sol. Numérica (3 nodos) (®) _Sol. Numérica (17 nodos)
0
) 2,5 3 3,5 4 2 2,5 3 3,5 4
Coord. Radial (m)

Figura 8: Comparacion entre resultados analiticos y numéricos para la variable “desplazamiento” en direccion
radial para los nodos de la base. (a) 2 elementos lineales y 3 nodos en la base, (b) 16 elementos lineales y 17
nodos en la base

Ur(m) 5 7
4 |
3 -
)
o - Sol. Analitica
== Sol. Numérica (ptos. internos)
0 ' Coord. Radial (m)

2 2,5 3 3,5 4

Figura 9: Resultados analiticos y numéricos para el campo de desplazamientos en direccion radial.
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A pesar de que en el ejemplo mostrado en la figura 8.a se presenta una discretizacion pobre
en el segmento de la base, se evidencia una tendencia numérica aceptable hacia la curva de
desplazamientos obtenida de la solucion analitica (25). Esta aproximacion mejora
significativamente al incrementar el numero de elementos (figura 8.b), lo cual era de esperarse
considerando que en el método de los elementos de contorno, al aumentar la cantidad de
puntos de colocacion (nodos) el error de aproximacion tiende a disminuir (G. Beer, 2001). De
igual manera ocurre con la evaluacion del campo de desplazamientos en los puntos internos
(figura 9), aunque solo se reportan los resultados tomando en cuenta 10 puntos internos.

[ O (Kpa)
1a5 - \-\.\.\*,
..""-\.\__.\
1 B | ‘x'..-‘-.,:.. e -
05 L
0 Coord. Radial (m)
———— - —————+
il
1,5 2 3 4
M‘_‘—M
-0,5 |
/ —« Sol. Analitica ©0zz o« Sol. Numérica ozz
1 F — Sol. Analitica 6¥7  _—  Sol. Analitica orr
—— Sol. Numérica Q@ —  Sol. Numérica oQ@®

Figura 10: Resultados numéricos y analiticos para el campo de tensiones radial, longitudinal y circunferencial.

En cuanto al comportamiento del campo de tensiones, se presenta una tendencia similar a
la reportada en el andlisis anterior. En relacion a G ., , la figura 10 muestra un comportamiento
continuo y constante a lo largo de todos los puntos del dominio en estudio, lo cual era de
esperarse considerando la condicion de “tension plana” en el plano (r,) impuesta al modelo.
De igual manera ocurre con otros puntos del contorno, al no poseer restricciones de
movimiento en direccidon z. El comportamiento mostrado por las otras variables también
coincidid notablemente con el resultado analitico (26).
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5.2 Tubo de pared gruesa (encamisado) sometido a presion interna uniforme

3,5 1 (a) 2,5 - (b)
3 9 !
—&— Sol. Num. (17 nodos)
' 24 —e+— Sol. Num. FEM —=— Sol. Num. BEM
—=— Sol. Analitica
2,5
5 ] 1,5 4
1 i
= =
1,5 A 1
1 4
E=1.0 Kpa E=1.0 Kpa 0,5 1 E=1.0 Kpa E=4.0 Kpa
0,5 1 v=0.3 v=0.3 v=0.3 v=0.3
0 T T T 1 0 T T T 1
2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
Coor. Radial Coord. Radial

Figura 11: (a) Resultados numéricos y analiticos para el campo de desplazamientos en direccion radial, tomando
propiedades iguales para ambos materiales. (b) Comparacion FEM (Abaqus, 6.5-1) & BEM de los resultados
obtenidos para el campo de desplazamientos, tomando diferentes propiedades para ambos materiales.

La figura 11.b muestra una rapida tendencia de los desplazamientos a disminuir en
comparacion con los valores reportados para el ejemplo de la figura 11.a, cuya tendencia es
menos pronunciada. La principal razon es el aumento en el espesor al considerar ahora dos
regiones, lo cual opone mayor resistencia al movimiento en direccidn radial. Por otra parte, en
la figura 11.a, se evidencia que en la interface, no se presenta un cambio significativo en el
comportamiento de la curva (pendiente), debido a que las propiedades de los materiales
involucrados fueron consideradas iguales para este ejemplo. Caso contrario muestra el
comportamiento de la curva en la figura 11.b, donde la pendiente disminuye
considerablemente al presentarse en la interface una variacidon en las propiedades mecanicas
consideradas.
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53 Cilindro de pared gruesa sometido a presion externa uniformemente distribuida

_u (m) _.Ur (FEM) — Ur(BEM) _._Sol. Analitica para Ur

o]

2 Coord. Radial (m)

Uz (FEM)

8 | e -

Uz (BEM)

Figura 12: Se muestran los resultados numéricos, para el campo de desplazamientos en direccion radial y
longitudinal, obtenidos por ambos métodos (FEM y BEM) y la curva de tendencia analitica en direccién r. Los
nodos evaluados, corresponden a aquellos contenidos en el extremo superior discretizado. Los resultados de la

simulacion en FEM fueron obtenidos mediante la aplicacion de Abaqus 6.5-1.

, um . Ur (FEM) —Ur (BEM)

Coord. Radial (m)
0

P T T T T T T T T T
T
Tre
2 |05 \’2\.%“3.5 5 6.5 8 9.5
TR
T
T
T
4 H\H‘“m
M__‘_h

T
-6 _, Uz (FEM) ___Uz (BEM) e
-8

Figura 13: Resultados numéricos, para el campo de desplazamientos en direccion radial y longitudinal, obtenidos
por ambos métodos (FEM y BEM) en los 19 puntos internos considerados en el problema clasico N° 2.
Nuevamente, los resultados de la simulacion en FEM fueron obtenidos mediante la aplicacion de Abaqus 6.5-1.

A pesar de que la evaluacion e integracion de la expansion singular de los kernels, en
aquellos casos cuando el radio de un punto de colocacién es “cero” amerita de cierto cuidado,
el hecho de contar con una cantidad de elementos importantes en la discretizacion, suele
garantizar una buena aproximacion en los resultados obtenidos, sobretodo, en las adyacencias
del eje de simetria. Los resultados reportados, tomando como base, el problema clasico N° 2,
demuestran una vez mas, la eficacia de la formulacién implementada.
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6 CONCLUSIONES

Los problemas que implican los s6lidos tridimensionales de simetria axial (o so6lidos de
revolucion) sometidos a carga axial simétrica se reducen a problemas bidimensionales, muy
utiles a la hora simplificar el problema y disminuir los tiempos de computo. El ya versatil
Método de los Elementos de Contorno (BEM) también pudo incorporar esta ventaja, gracias a
la forma general la ecuacion integral de contorno axisimétrica deducida, entre otros, por
Balas, Sladek y Sladek (1989) y con correcciones propuestas por Graciani (2006). Las
singularidades inherentes a los campos de desplazamientos y tensiones requirieron de un
estudio asintotico mas profundo dentro de la formulacion, lo que condiciono la evaluacion e
integracion de términos adicionales. Sin embargo, la incorporacion de las nuevas soluciones
fundamentales en un algoritmo clasico basado en la teoria de elasticidad para BEM (G. Beer,
2001) fue relativamente facil, debido a la versatilidad presentada por la estructura de
programacion de dicho codigo.

El ejemplo clasico seleccionado para la validar la implementacion, permitio verificar la
eficiencia en la evaluacion de la nueva formulacion. El proceso de integracion requirid
especial cuidado debido a la presencia de las integrales elipticas completas de primer y
segundo orden, cuyo comportamiento asintotico fue determinante para establecer el
procedimiento de integracion mas adecuado en los casos singulares.

Como se mencion6 al principio, la idea de este trabajo fue la de generar una de las
herramientas requeridas, basada en el Método de los Elementos de Contorno, que permitiera
obtener el campo “tension-deformacion” en modelos simplificados de segmentos de huesos
largos humanos. Este es el paso principal para la realizacion de un analisis quasi-estatico que
permitira simular el patron de osificacion 6sea durante el proceso de curacion de fracturas.
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