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Resumen. Para el cdlculo de estructuras metdlicas esbeltas es necesario llevar en cuenta el efecto de
imperfecciones o pequefios desvios de la geometria para el cdlculo de las resistencias requeridas de
sus miembros. La mayoria de los programas comerciales modelan la geometria imperfecta simplemente
desplazando los nodos de la malla de elementos finitos. Esto puede requerir una gran cantidad de elemen-
tos, en especial para imperfecciones con gran variacién de curvatura en cada miembro. En este trabajo
presentamos un elemento finito para el andlisis no lineal geométrico de vigas imperfectas donde las im-
perfecciones son llevadas en cuenta en la formulacién del elemento de manera implicita en la energia
potencial del elemento. Esta formulacion simplifica el tratamiento de las imperfecciones y se consigue
una reduccién de la cantidad de elementos finitos necesarios en el modelado de estructuras de barras
imperfectas.

Keywords: Implicit imperfections, nonlinear matrices, beam finite element.

Abstract. For the analysis of slender metal structures, it is necessary to take into account the effect
of imperfections or small deviations in the geometry for the computation of the required resistance of
its members. Most commercial programs model imperfect geometry by simply shifting the nodes of the
finite element mesh. This may require a large number of elements, especially for imperfections with
large variation in curvature in each member. In this work we present a finite element for the geometric
nonlinear analysis of imperfect beams where the imperfections are taken into account in the formulation
of the element implicitly in the potential energy of the element. This formulation simplifies the treatment
of imperfections and achieves a reduction in the number of finite elements necessary in the modeling of
imperfect structures.
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1. INTRODUCCION

Las estructuras metdlicas esbeltas presentan problemas de inestabilidad (Ziemian, 2010) y
estos se manifiestan al incrementarse las cargas hasta alcanzar un cierto valor, usualmente 1la-
mado carga critica o de pandeo, donde la estructura se inestabiliza cambiando bruscamente de
configuracién pasando a un estado con grandes desplazamientos y deformaciones que pueden
llevar al colapso de la estructura.

En general, este fendmeno no se presenta de manera repentina al llegar a la carga de pandeo,
sino que aparece de manera gradual. Esto es debido a la presencia inevitable de las imperfeccio-
nes geométricas que provocan un incremento de las deformaciones desde el inicio de la carga
(Ziemian, 2010; Godoy, 1996; Thompson y Hunt, 1973).

En la figura 1 podemos observar una columna ideal perfectamente vertical y cargada de punta
a la izquierda. En esta configuracion la deformada es perfectamente vertical hasta que la carga
alcanza un valor critico P, y en ese punto es posible una configuracion de equilibrio asociada
a su modo de pandeo que se muestra en la misma figura. Técnicamente existe una bifurcaciéon
para esa carga como se muestra a la derecha.

En el centro tenemos una columna real que presenta pequefias imperfecciones geométricas y
por lo tanto presenta deformaciones laterales desde el inicio de la carga. Finalmente a la derecha
tenemos un diagrama de carga-desplazamiento donde se aprecia que el comportamiento real de
la estructura imperfecta, que es asintético al de la estructura perfecta, presenta desplazamientos
laterales desde el inicio y son estas deformaciones las que dan el estado tensional real presente
en la estructura.
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“pandeo” \ —/
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peifecta imperfecta bifurcacion

Figura 1: Columna cargada de punta.

Las normativas mas modernas de analisis estructural, como el ANSI/AISC-310 o el Euro-
code 3, especifican que para la verificacién y dimensionamiento de estructuras metdlicas el
equilibrio deberia plantearse en una configuracion imperfecta, esto es, deben ser llevadas en
cuenta imperfecciones en la definicién de la geometria inicial con una amplitud acorde a la
calidad constructiva.

Un problema que se presenta con el modelado directo de imperfecciones es que la estructura
originalmente formado por componentes rectos, adquiere una geometria curva. Los programas
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comerciales de célculo actuales pueden modelar estructuras imperfectas pero en su inmensa ma-
yoria definen las imperfecciones simplemente desplazando los nodos de la estructura perfecta,
sin embargo esto puede requerir una cantidad elevada de elementos para modelar la imperfec-
cion (ver figura 2).

Figura 2: Aproximacién de imperfecciones con elementos finitos rectos.

En este trabajo presentaremos una formulacién de elementos finitos con imperfecciones in-
cluidas en energia, mds especificamente en los desplazamientos, que permite llevar en cuenta
la influencia de las imperfecciones con minimas modificaciones con respecto de la formulacién
para la estructuras perfectas.

En particular, mostraremos la deduccién de las matrices y vectores necesarios para imple-
mentar una estrategia incremental para la obtencion de la respuesta de estructuras planas apor-
ticadas.

2. ENERGIA DE DEFORMACION DE LA ESTRUCTURA PERFECTA

Asumiendo que todas las fuerzas actuando sobre la estructura son conservativas, es posible
entonces definir una funcion de energia potencial V' como

V(u,\) =U(u) — AW (u) (1)

siendo u un vector de coordenadas generalizadas, en el caso de elementos finitos identifica-
das con desplazamientos nodales u;

uT:{ul Uy U3 - un}T )

A es el factor de cargas proporcionales y W (u) representa al trabajo de las fuerzas externas
de referencia p definido como:
W(u) =p’u 3)

donde se asume que el vector de fuerzas externas de referencia p es constante.
Luego, asumiremos que la energia de deformacién U(u) se pueda expresar mediante una
serie de Taylor en las coordenadas generalizadas truncada a términos cudrticos

1 1 1
U(u) = éUijuiuj + gUijkuinuk -+ ﬂUijkluiujukul (4)
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donde se adopta la convencion de suma sobre indices repetidos y los tensores simétricos
Uij, Uijk, Uijig son

0*U

U, = — U, 5

J 8ulauj 0 ) |O ( a)
o3U
Up=—o" | =U, 5b
ik Ou;0u;0uy |, iilo (5b)
otU

Uju = —— 0| = U, 5

akl Ou;0u;0uduy | ikl (5¢)

donde con coma indicamos derivada respecto de las coordenadas generalizadas y todas las
cantidades estdn evaluadas en la configuracion inicial indeformada (u; = 0).

Definiendo a las matrices K¢, K (u), K5 (u, v), que llamaremos matrices de rigidez de orden
0,1, 2, respectivamente, de componentes

Ky = {Uij}ij (6a)
Ki(u) = {Usjrur}ij (6b)
Ks(u,v) = {Uijuurv }4j (6¢)

donde indicamos entre llaves al término genérico ¢, 7 de la matriz.
Usando estas matrices la energia de deformacion puede expresarse como

1 1 1
U= §uTK0u + éuTKl(u)u + ﬁuTKg(u, u)u (7)

La notacién con matrices facilita la implementaciéon computacional de las expresiones invo-
lucradas.

2.1. Ecuaciones de equilibrio de la estructura perfecta

Las ecuaciones de equilibrio r vienen dadas por las derivadas de la energia potencial, ec.(1),
respecto de las coordenadas generalizadas u;, esto es

r=V,=Uy—\W,=0 ()

donde con un vector como subindice indicamos que se debe derivar respecto de cada com-
ponente del vector. Ademads, el primer término de esta suma es el vector de fuerzas internas f
cuyas componentes f; vienen dadas por

ou
= ou U, )

fi

Aplicando las reglas del dlgebra indicial (45) el vector de fuerzas internas f; se puede expre-
sar como:

1 1
fi=U; =Usju; + §Uijkzujuk + gUijklujukul (10)

y usando las matrices de rigidez (6) se puede escribir como

f(u) = Kou + %Kl(u)u + éKg(u, u)u (11)
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Ademads, derivando el trabajo W de las fuerzas externas tenemos

ow
8ui N

Wi = pi (12)
Por lo tanto, las ecuaciones de equilibrio quedan
r=f(u)—Ap=0 (13)

Estas ecuaciones deben verificarse en cualquier configuracion de equilibrio definida por las
coordenadas generalizadas u.

2.2. Matriz de rigidez tangente de la estructura perfecta

La matriz de rigidez tangente K viene dada por las derivadas de las ecuaciones de equilibrio
respecto de de las coordenadas generalizadas u; y como el vector p es constante, entonces coin-
cide con la derivada segunda de la energia de deformacion respecto de las mismas coordenadas

Un Uz ... Uiy
K(u) — 1y = Uuu(u) _ U7.21 U:22 (14)
Um . .. Upn
esto es, las componentes K;; de la matriz de rigidez tangente son
0*U
= =U,; 15
J 8u18uj " ( )

Notemos que la matriz de rigidez tangente es siempre simétrica pues la energia de deforma-
cién es una funcién continua en las coordenadas generalizadas wu; y sus derivadas cruzadas son
iguales, independientemente del orden de derivacion.

Aplicando las reglas de derivacion (45), las componentes K;; son

1
Kij = Uy = Uy + Ugjroug, + §Uzjklukul (16)

En forma matricial, usando las matrices (6), la matriz de rigidez tangente K se puede expre-
sar como

K(u) = Ko + K, (1) + %Kg(u, u) (17)

Esta expresion es vdlida para cualquier configuracién de equilibrio definida por desplaza-
mientos u.

3. ENERGIA DE DEFORMACION DE LA ESTRUCTURA IMPERFECTA

Consideremos una estructura deformable y tres configuraciones mostradas en la figura 3. Por
un lado una configuracién perfecta de referencia desde la cual se miden los desplazamientos
totales v, por otro lado tenemos una configuraciéon imperfecta donde la estructura esta libre de
deformaciones y tensiones desde la cual se miden los desplazamientos de deformacién u. La
configuracién imperfecta inicial viene dada por el campo de desplazamientos ew, donde w es
un campo fijo de imperfecciones de referencia, que asumimos conocido, y € es un pardmetro
que mide la amplitud de las imperfecciones.
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imperfecta

perfecta

deformada
indeformada

Figura 3: Configuraciones de la estructura imperfecta.

Luego es posible descomponer los desplazamientos como
U=V —ew (18)

Asumiendo que las imperfecciones sean muy pequefias es posible integrar la energia de
deformacion sobre la configuracion de referencia perfecta, asumiendo que la configuracion im-
perfecta es casi coincidente con la configuracion de perfecta de referencia. Luego es posible
asumir que la energia de deformacion se puede expresar de manera idéntica a la de la estructura
perfecta, ec.(4).

U(u) =U(v — ew) (19)

La dnica diferencia formal es que ahora las coordenadas generalizadas son los desplazamien-
tos totales v. Posiblemente, Timoshenko haya sido uno de los primeros es establecer la energia
de deformacion de una estructura imperfecta de esta manera (Timoshenko y Gere, 1961).

3.1. Ecuaciones de equilibrio de la estructura imperfecta
La energia potencial se puede expresar de manera similar para la estructura imperfecta
V(u,\) =U(u) = A\W(u) = U(u) — A\p’u (20)

Para obtener las ecuaciones de equilibrio debemos derivar la energia potencial respecto de
las coordenadas generalizadas v;, esto es

r=V,=U,—-\W,=0 (21)
Aplicando la regla de la cadena tenemos
r=V, =Vyu, = (Uy — \Wy)uy = (f(u) — Ap)u, =0 (22)

donde u, = I es la matriz identidad, pues

9, 1 sii— i
wy= =g (23)
ov; 0 sii#j
Luego las ecuaciones de equilibrio de la estructura imperfecta quedan
r=f(u)—Ap=0 (24)

donde el vector de fuerzas internas f(u) se expresa por la ec.(11) sustituyendo u por v — ew.
f(u) =f(v—ew) (25)
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3.2. Matriz de rigidez tangente de la estructura imperfecta

La matriz de rigidez tangente K viene dada por las derivadas de las ecuaciones de equilibrio
respecto de de las coordenadas generalizadas v; y como el vector p es constante, entonces coin-
cide con la derivada segunda de la energia de deformacion respecto de las mismas coordenadas

K=r, =1y, =Uuu(u) = Uyu(v — ew) (26)

En forma matricial la matriz de rigidez tangente K de la estructura imperfecta se expresa de
manera idéntica a la de la estructura perfecta, ec.(17) aunque sustituyendo u por v — ew.

1
Kiv—-—ew)=K)+K;(v—ew)+ §K2<V — €W,V — W) (27)

Esta expresion es valida para cualquier configuraciéon de equilibrio definida por desplaza-
mientos V.

4. VECTOR TANGENTE DE LA ESTRUCTURA IMPERFECTA

Asumiremos que las soluciones v, A de las ecuaciones de equilibrio imperfecto (24) vienen
expresadas paramétricamente por las funciones analiticas v(t, €), A(, €), al menos en un entorno
del origen (t = 0,e¢ = 0) de un cierto pardmetro ¢. Luego estas funciones se pueden expresar
por las siguientes series de Taylor (Toledo, 2021) como

v(t,e) = we+ (VB 4 vUe) ¢4 (v 4 vIe) 2 4

28
At €) = (AT ARYe) ¢4 (AR L ARYe) 2 4 28

El vector tangente inicial viene dado por la derivada del vector posicion respecto del para-

metro ¢ evaluada en t = 0, esto es
o [V Vi
A PUR ISV )

Si usamos el factor de cargas A = ¢ como pardmetro del camino imperfecto, se puede de-
mostrar (Toledo, 2021) que el vector tangente inicial se puede escribir como

1] do + V[I’I}G
py) = 1 (30)

donde d, y v["! se obtienen de resolver

Kody = —p

31
Ko v = —K;(0,do)w GD

Siendo K¢ (ug, dg) la matriz de rigidez geométrica en una configuracion de equilibrio de-
finida por los desplazamientos de deformacion ugy = vg — ew
Kg(llE,dE) = Kl(dE)+K2(uE,dE) (32)

donde el vector dg se obtiene de

Kpdp=—-p (33)
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siendo K la matriz de rigidez tangente imperfecta ec.(27) en la configuracién £ definida
por los desplazamientos vg

1
Kp=Ko+Ki(vg —ew) + §K2(VE — €W, Vp — €W) (34)

Notemos que para la configuracion indeformada u = O la matriz de rigidez geométrica
inicial K(0,dy) es

K(0,do) = Ki(do) (35)

Se puede demostrar que en un punto £ sobre la trayectoria de equilibrio el vector tangente
vale -
dp + vy e

p%}z{E o } (36)

1,1 :
donde VEE’ ! se obtienen de resolver

KE V[El’l] = —Kg(uE, dE)W (37)

Notemos que todas las matrices y vectores necesarios r, f, K, K, para obtener la respuesta
numérica de la estructura imperfecta se pueden obtener con las mismas matrices Ky, K;, K>
utilizadas para la estructura perfecta.

5. PARTICULARIZACION A UN ELEMENTO DE VIGA IMPERFECTO

Consideremos un elemento finito de viga con los desplazamientos nodales mostrados en la

figura (4).
ds \
ds
I r(\—/‘ds h

d, L d, x

Figura 4: Desplazamientos nodales.

Adoptando funciones de forma lineales para los desplazamientos axiales u(z) y cubicas
para los desplazamientos transversales v(x) es posible aproximar la energia de deformacién
considerando rotaciones moderadas (Jouglard y Perez, 2014; Jouglard, 1993) como

LEA(du\®> FEAdu/dv\> EA[/dv\*® FEI[(d*\”’
= _— _— —_— _— _— _— _— _— d
v /0 2 (dm) * 2 dx (da:) + 8 (dx) + 2 (dﬂ) * (38)

Resultando para este elemento particular las siguientes matrices

_Cl 0 0 - C1 0 0 ]
C; C4 0 —Cs Cy
o C3 O —Cy4 Co
Ko = ¢ 0 0 (39)
Cy —Cy
L 63 -
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con
EA 2FT1 4F71 6F1 12E1
E A A A A o
La matriz K;(u) es
[0 19 ecn 0 —cia cio |
Cg Cg —Ciz2 —Cg Cs
_ Cr —Cnn —Cg Ce
Ki(u) = 0 2 —cw )
Co —Cg
- c7 -
con
Cg = 1/30EA(U1 —U4) Cr = 2/15EA(U4 —U1> Cg = ]_/10EA/L(U4—U1)
Cg = 6/5 EA/L2<U4 — ul) Cio — 1/30 EA/L [3('&5 — UQ) + L(u3 — 4U6)]
(42)
C11 = 1/30 EA/L [3(U5 - UQ> + L(U6 - 4U3)]
C12 = 1/30 EA/L [12(U5 — UQ) — L(Ug + u6)]
Finalmente la matriz Ky(u, v) es
[0 0 0 0 0 0
ciz3 cis 0 —ciz3 ¢
_ cie 0 —cis  ci8
Ko(u,v) = 0 0 0 (43)
Ci3 —Ci5
L 017 -

donde

c13 = 9/35 EA/L*[24(uy — us)(ve — vs) + 3L(uy — us)(vs + v6) + 3L(ve — vs) (uz + ug)
+ L*(uzvs + ugvg)]

c1a = 3/140 EA/L?[36(ug — us)(vy — vs) + 12L(uy — us)vs + 12L(vy — vs)us
+ L*(ug — us)vs + L*(us + ug)vg]

c15 = 3/140 EA/L?[36(uy — us)(vy — vs) + 12L(ug — us)vg + 12L(vy — vs)ug
+ L*(us — ug)ve + L*(us + ug)vs]

c16 = 1/140 EA/L[36(uz — us)(v2 — v5) + 3L(ug — us)(ve — v3) + 3L(va2 — v5)(ug — ug3)
+ L*(24usvs — 3usvg — 3ugvs + 2ugvg)]

c17 = 1/140 EA/L[36(us — us)(vy — vs5) — 3L(ug — us)(ve — v3) — 3L(vy — v5)(ug — us)
+ L*(24ugvs — 3ugvg — 3ugvs + 2usvs)]

18 = 1/140 EA/L[3(ug — us)(ve + v3) + 3(va — vs)(ug + us) — 3L(usvs + ugve)

+ QL(Ug’Uﬁ —|— U6U3)]
(44)
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6. CONCLUSIONES

Se han presentado las matrices y vectores necesarios para hacer el trazado de los caminos de
equilibrio de una estructura imperfecta, particularizando las matrices para un elemento de viga.
Entre las ventajas de la formulacién presentada podemos citar:

1. No es necesario aplicar ninguna teoria especial para calcular aproximadamente las de-
formaciones de la estructura imperfecta. Notemos que una viga imperfecta presenta una
geometria curva y en rigor deberia tratarse su deformacion mediante alguna teoria de vi-
gas curvas. Solo es necesario conocer la energia de deformacion de la estructura perfecta

y sustituir desplazamientos.
2. La formulacién presentada se puede aplicar a cualquier componente estructural imperfec-

to si se conoce la expresion de la energia de deformacién para la estructura perfecta.
Como propuestas de mejora podemos citar

1. Usar otra formulacion de viga que lleve en cuenta grandes desplazamientos y rotaciones,
como la formulacién corrotacional (Battini y Pacoste, 2002), para ampliar el espectro de
uso del elemento.

2. Utilizar otros pardmetros de trazado, como la longitud de arco para garantizar convergen-
cia en el pasaje de los puntos limites (Jouglard, 1993).

APENDICE: REGLAS DE DERIVACION INDICIAL

Se puede demostrar (Jouglard, 1993) que las derivadas de las siguientes formas simétricas
son:

# =2 Uijuj (453.)
Jklg Uitk =4 Uijklujukul (450)
(%
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