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Resumen. En este trabajo se estudia la respuesta incierta vinculada a parametros de un modelo de
viga con fisuras concebida en el marco teorico de flexibilidad por corte. Recientemente los autores
desarrollaron un modelo de viga con deformacién por corte a través del enfoque de la teoria truncada
de Timoshenko. Con la finalidad de calcular la propagacion de incertidumbre en la respuesta de la
viga, algunos parametros del modelo se consideran con cierto grado de variabilidad aleatoria, por
ejemplo rigidez de los soportes eldsticos, profundidad de la fisura, etc. Siguiendo el Enfoque
Paramétrico Probabilistico, a tales parametros inciertos se le asocian variables aleatorias cuyas
funciones de densidad de probabilidades se deducen mediante el Principio de Entropia Méxima
presuponiendo alguna informacion estadistica. Se adoptan las soluciones analiticas previamente
desarrolladas como herramienta de célculo para simular con el Método Monte Carlo realizaciones y
luego evaluar la propagacion de incertidumbre respecto de los valores nominales de los parametros. Se
presentan estudios mostrando la propagacion de incertidumbre y la sensibilidad de cada parametro.

Keywords: Parametric uncertainty. Cracked beams. Truncated Timoshenko theory.

Abstract. In this work it is studied the uncertain response linked to some parameters of a cracked
beam model conceived within the theoretical framework of shear flexibility. Recently the authors
developed a shear strain beam model through the Timoshenko truncated theory approach. In order to
calculate the propagation of uncertainty in the response of the beam, some parameters of the model are
considered uncertain or with a certain degree of random variability, for example stiffness of the elastic
supports, among others. Following the Probabilistic Parametric Approach, such uncertain parameters
are associated with random variables whose probability density functions are deduced with the
Maximum Entropy Principle assuming some statistical information. The Analytical solutions
previously developed are adopted as a calculation tool to simulate, through the Monte Carlo Method, a
set of realizations to later evaluate the dispersion with respect to the expected values of the parameters.
Studies are presented showing the propagation of uncertainty and the sensitivity of each parameter.
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1 INTRODUCCION

La deteccién de fisuras o grietas en las paredes de un componente estructural, como un
puente metdlico o montajes de maquinaria, puede ser una sefial temprana de alerta sobre su
integridad estructural. Estas fisuras pueden ser el resultado de una o més acciones (e.g. accion
humana, terremotos u otros eventos naturales) sobre la estructura que incrementan los
esfuerzos a los que se someten los materiales. Dan el indicio de situaciones graves que no
deben ser ignoradas, ya que eventualmente pueden provocar fallos estructurales y, en
ocasiones, incluso colapsos. Las grietas y/o fisuras suelen formarse debido a la mala calidad
de los materiales de construccidn, disefo irregular, o a la deformacién no prevista del terreno
donde se apoya la estructura como en el caso de recipientes de almacenaje de gases a la
intemperie. Tales situaciones son los potencialmente peligrosas, pudiendo dar lugar a
evoluciones de falla sobre las que es necesario actuar rdpidamente. Otra clase de fisuras,
condicionadas por acciones no estructurales, como los fendmenos normales de dilatacién o
retraccion de los materiales también se deben a la accidn de los agentes atmosféricos como la
lluvia, la humedad y la nieve. El causante de las grietas no es necesariamente preocupante,
aunque si su presencia. Por ello, la deteccion de grietas y fisuras en estructuras es de interés
crucial para evaluar y ejecutar procedimientos de control para garantizar la integridad
estructural. Consecuentemente, los estudios los estudios para comprender la respuesta
dindmica y la estabilidad de las vigas fisuradas, como elemento bdsico de andlisis, han sido
motivo de atencidn recurrente de la comunidad cientifica-tecnoldgica.

En los ultimos veinte afos, varios investigadores se han enfocado detalladamente en el
andlisis de vibraciones de componentes esbeltos (barras, vigas, ejes, etc), como una
herramienta rapida y eficiente para deteccion de grietas. En particular la teoria clédsica de
Bernoulli-Euler ha sido utilizada por no pocos investigadores (Thatoi et al., 2011; Khiem &
Hai, 2001; Caddemi & Calio, 2009) para la implementacion y construccion de modelos
dindmicos con presencia de fisuras. Posteriormente estos modelos fueron considerados
inadecuados, por no contemplar las contribuciones de las deformaciones debidas a la
deformacién por corte y la inercia rotacional, propias de la Teoria Timoshenko. Entre los
autores que autores que han empleado este enfoque para la deteccion fisuras y la evaluacion
de la dindmica asociada a ellas, se pueden citar Loya et al. (2006), Khaji et al. (2009),
Elishakoff et al. (2013), De Rosa & Lippiello (2021) entre otros. A su vez los autores han
propuesto una variante a la teoria a la Teoria Timoshenko empleando un truncamiento en
algunos términos de orden superior en las ecuaciones diferenciales y con las cuales han
efectuado estudios preliminares sobre vibraciones libres (De Rosa et al., 2022) y sobre vigas
fisuradas (De Rosa et al., 2023). A este tipo de modelos se lo ha denominado Teoria Truncada
de Timoshenko (De Rosa et al., 2022).

En este articulo se propone evaluar aspectos vinculados a la propagacion de incertidumbre
y en consecuencia de la sensibilidad de ciertos parametros que intervienen en la modelacién
de vigas con fisuras desde la representacion de una teoria de Timoshenko truncada. Para ello
el modelo desarrollado por De Rosa et al. (2023) es empleado como modelo deterministico y
algunos parametros importantes del mismo son considerados como variables aleatorias cuyas
funciones de distribucién de probabilidad son deducidas a partir del Principio de Maxima
Entropia. Con tales variables aleatorias se construye el modelo probabilistico y se emplea el
Método de Monte Carlo para efectuar realizaciones independientes con las cuales cuantificar
efectos de la fisura y su ubicacion en los patrones dindmicos de vibracion.
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2 BREVE DESCRIPCION DEL MODELO DETERMINISTICO

En la Figura 1 se muestra una viga con una fisura de profundidad “a” y ubicada a una
distancia yp del extremo izquierdo. La viga, en ambos extremos, se apoya sobre soportes
elasticos que limitan desplazamientos y rotaciones flexionales dependiendo del valor de las
constates de rigidez kg, k17, krg Y kgr de los muelles. En particular la viga tiene una longitud
L, 4rea seccional A, momento de inercia I, médulo de elasticidad longitudinal E, médulo de
cizallamiento G, factor de corte &, densidad mésica p y coeficiente de Poisson v. Se considera
una seccion rectangular de altura A.

X (P i ) .

kLR L kRR

Figura 1: Disposicién de la pagina.

Las ecuaciones del modelo Timoshenko truncado con fisura en z = yp, sin considerar
solicitaciones distribuidas, se deducen mediante el principio de Hamilton (De Rosa et al.,
2022) quedando de la siguiente forma:

( 0%v;(z,t) (azvi(Z, t) 0¢;(z, t))
—pA——""2 4+ GA + =0
ot2 X 072 0z Ji= {1, {(v;(2),p,(2)}IVzE[0,y,] 1)
3., 24 . N
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Siendo vi(z,f) y @z 1), i=1,2, el desplazamiento vertical y la rotacion total de la seccién
transversal definida como ¢;(z,t) = ¢,;(z,t) + Y;(z,t) = —% +;(zt), donde ¢,;(zt) es la
rotacion por flexion pura (o bien la pendiente de la curva de desplazamiento), mientras que
Y;(z,t) es la rotacion debida al efecto de cizalladura.

Se propone la solucion dindmica de la Ec. (1) apelando a la siguiente representacion

armonica:
v;(z,t) = Vi(2)el?t, ¢p;(z,t) = ®;(2)elt, Vi = 1,2 ()
definiendo las siguientes entidades adimensionales:

_pAL*w*  E L " 3)
TTE T TTaEt T YT

Entonces substituyendo la Ec. (2) en la Ec. (1) y teniendo en cuenta las entidades
adimensionales definidas en la Ec. (3) se llega a:

_Z_Q
(_L'

0%V,  0¢; :
.QeT‘Vi+<a(2 +Y> =0,i=1,2 4)
0%¢; v, 1 oV, _
— — —_—— — [ — . = [ = 5
507 V5 G H 0 =0i=12 (5)

Siendo ¢; = ®;L. Ahora bien, despejando ‘;i; de la Ec. (4), substituyéndola en la Ec. (5) y
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luego derivando la expresion remanente se llega a las siguientes ecuaciones:

64vi azvi

a(4+!2(s+r)a—(2—!2vi=0,i=1,2 (6)
La solucién de estas ecuaciones dindmicas se puede plantear con:
v1({) = A cos(b () + A,sin(b,{) + Azcosh(b,{) + A,sinh(b,0), Vo< {<y @)
v5(0) = Ascos(b1{) + Agsin(b,{) + A;cosh(b,{) + Agsinh(b,{),Vy < (<1 (8)
siendo
p=1
b, = \/ﬁ (qa++q*+4pg);b, = %(—q +yq*+4pg). conyq = Q(SQ+ r) 9)
g=

Las condiciones de borde, ya en forma no dimensional, para imponer a la estructura de la
Figura 1, son las siguientes:

a1 (0 _
‘ij(( ) Kiefa0) = 0 (10)
- avi(0
(310 + 222 = sk =0 (an
Va(y) = V1(y) (12)
06:01) _ 06, .
¢
- _ op
5.0 - hin) =0 221 (14)
— av, _ av.
510+ 220 = ) + T2 (15)
2220+ Kenba(1) = 0 (16)
%
- av,(1
(B2 + 2222 + skt (1) = 0 a7)

En estas condiciones de borde se han incorporado las constantes de resorte en su forma
adimensional, mismas que vienen definidas como sigue:

P kirL _ kggl ke r? Ko = kprl®
LR = "y AR = T Rur = T BRr T T
En las Ec. (10) a (17) se necesita el valor de ¢;(¢) que puede obtenerse recordando la

sustitucion efectuada mds arriba entre las Ecs. (4) y (5), de manera que operando un poco se
llega a:

(18)

3

(;T)i(()=—sa—1;i—(1+s!2r+.(lsz)aa—?,i= 1,2 (19)

a¢

Ademads O es la flexibilidad (en forma no dimensional) de la seccién donde se ubica la
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fisura. La misma se halla en funciéon de pardmetros geométricos y materiales (Khaji et al.,
2009). A su vez se debe tener presente que los coeficientes de flexibilidad se suelen modelar
con alguna forma reductiva empleando resortes de rotacién y/o de translacién (ver Loya et al.,
2006 o De Rosa y Lippiello, 2021). En los casos en que se involucre en la viga una sola fisura
de borde abierto (o tipo “breething” en el argot internacional), la flexibilidad de la misma se
asocia con un resorte de rotacion flexional Unicamente, en tanto que se suelen despreciar los
efectos extensionales puesto que es infima en comparacidn con su contraparte rotacional.

Considerando la fisura puesta en la estructura de la Figura 1, la flexibilidad se puede
definir (en forma no dimensional) como sigue:

0 = 6m&’f;(§)(h/L) (20)

siendo
f;(&) = 0.6384 — 1.035¢ + 3.728% — 5.1773&3 4 7.553¢* — 7.332€° + 2.4909¢6, & = % 21

la funcién de flexibilidad para una fisura de borde abierto desde la superficie libre y expuesta
a un momento de flexion.

Ahora bien, si se sustituyen las Ecs.: (7)-(8) y (19) en las Ecs. (10)-(17) y operando
apropiadamente se obtendrd un sistema de 8 ecuaciones en las incdgnitas A, i=1,...,8,
igualado a cero, es decir:

[EDINA}={0}, =178 (22)
Cuya solucion no trivial, dada por la siguiente expresion:
Det[E(M)] =0 (23)

permite calcular los coeficientes de frecuencia no dimensionales (2 definidos segun la Ec. (3)
y luego los valores dimensionales de la frecuencia, segin sea de conveniencia o utilidad.

Para hallar los coeficientes (2 se puede utilizar cualquier rutina de busqueda de raices de la
Ec. (23) que tenga los softwares comerciales o bien programarla ad-hoc. Las primeras dos
autoras han hecho uso extensivo de las ventajas que aporta el software Mathematica tanto
para manipulacion simbodlica como aplicativos numéricos, mismos que se empleardn junto
con rutinas especificas para contemplar las realizaciones del subsiguiente modelo
probabilistico.

3 DESARROLLO DEL MODELO PROBABILISITICO

El modelo probabilistico para evaluar la propagacion de incertidumbre asociada al
problema de la viga fisurada, se construye partiendo del modelo deterministico formulado en
el apartado anterior, pero incorporando variables aleatorias vinculadas a los pardmetros cuya
incertidumbre se pretende cuantificar. Estas variables aleatorias se representan por funciones
de densidad de probabilidades deducidas mediante el Principio de Entropia Maxima (Jaynes,
1957). Si bien el modelo contiene varios pardmetros que pueden acarrear incertidumbre, en
este articulo se pretende evaluar como pardmetros inciertos a (1) la profundidad adimensional
de fisura (a/h), (2) la distancia de la fisura al extremo izquierdo (y=/L) y (3) algunos de los
soportes eldsticos adimensionales (Kir, Kir, Krr y Kgr), para simular irregularidad en el tipo
de montaje. Los pardmetros mencionados como aleatorios se consideran independientes y no
correlacionados, ademads se consideran acotados con limites conocidos. Bajo estas hipotesis el
empleo del Principio de Entropia Médxima permite deducir como funciones de distribucién de
probabilidad de cada variable aleatoria IW;, a una con la siguiente forma:
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i=1,2,.. (24)

pi(wy) = S[Lwi'UWi](Wi) 2\/—3—]/17151/1111

Donde S [iw, UW_](Wi) es la funcion soporte, Ly, y Uy, son los limites inferior y superior de

la variable aleatoria, W; es la expectativa o valor medio de la variable aleatoria y &y, es el
coeficiente de variacion, definido como la razén entre el desvio estdndar y la media de la
variable aleatoria. Asi pues, se puede observar que la Ec. (24) representa distribuciones
uniformes.

Se emplea el método Monte Carlo de simulacién estocdstica, para un conjunto de
realizaciones de las variables aleatorias mencionadas. Esto implica efectuar para cada
realizacion aleatoria independiente, el cdlculo de la Ec. (23) para la cantidad de coeficientes
de frecuencia (2 deseados, dando asi una distribucién probabilistica de salida en los
coeficientes de frecuencia. La convergencia de la simulacion Monte Carlo se evalda en
términos de la media cuadritica de los coeficientes de frecuencia aleatorios Q; respecto del
valor correspondiente al valor nominal K_lj (o del modelo deterministico), es decir:

Nus

1 Cpe -
Conv(Nys) = N—MSZ”Q,- =12, . (25)
i=1

Una de las formas para cuantificar la incertidumbre de la respuesta se puede asociar al
valor de los coeficientes de variacién de las variables aleatorias de entrada (por ejemplo
posicién y profundidad de fisura entre otras) y cotejar en los coeficientes de variacién (d¢)
para coeficientes de frecuencia en distintos contextos y/o condiciones de vinculacion.

4 ALGUNOS ESTUDIOS

En este apartado se presentard algunos estudios de cuantificacién y propagacion de
incertidumbre en la respuesta del modelo probabilistico. En particular se empleard una viga
con las siguientes dimensiones # = 0.025 m., b = h/2, h/L =1/3, con las propiedades materiales
E =210 GPa, p=7860 kg/m3, v=0.3.

Dado que en el modelo se han incorporado apoyos elésticos en los extremos, los mismos
pueden fungir como indicativos de la restriccién que se pretenda imponer como condicién de
borde aplicando valores muy altos a los mismos. Asi pues, como ensayo previo de control, se
ha determinado los valores de los pardmetros de soportes eldsticos (tanto a translacién como a
rotacion) para llegar a converger a los primeros 5 coeficientes de frecuencias de una viga
Timoshenko sin fisura, con un error menor al 0.1%, para las tres condiciones de borde mas
convencionales (i.e. empotrada-libre, apoyada-apoyada, empotrada-empotrada). De tales
ensayos surgié emplear K,-j>1010.

Como primer estudio de observacion se contemplard el caso de una viga cantiléver con
soporte elastico rotacional en el extremo libre. Se pretende evaluar la propagacion de
incertidumbre vinculada a la variable aleatoria de la profundidad de fisura, manteniendo en un
valor constante el pardmetro de posicion de la fisura y el pardmetro correspondiente a la
constante de resorte rotacional en el extremo libre. El pardmetro de posicion de la fisura se ha
tomado con un valor fijo de y=0.5, y el pardmetro de profundidad con media a/h=0.3 con un
coeficiente de variacion de entrada J,,=0.1, mientras que el pardmetro del resorte rotacional
se mantiene constante en cada proceso de simulacion Monte Carlo con la variable aleatoria
a/h. En la Figura 2 se muestra el valor medio y las bandas minima y maxima de las

Copyright © 2023 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XL, pags. 373-382 (2023) 379

realizaciones, que se grafican en funcién del valor del pardmetro Kgg en representacion
logaritmica. Se puede apreciar que en todo el dominio el primer coeficiente de frecuencia,
como se ve en la Figura 2(a), asociado al primer modo flexional, hay poca dispersion para
cada uno de los valores de Kpp evaluados en las simulaciones; en efecto el coeficiente de
variacion de la salida es muy pequefio: Max|dq;|<0.005. Con lo cual para esta condicién no
habria repercusion vinculada a la variabilidad de la profundidad de fisura en el primer modo.
Por otro lado, segin se ve en las Figuras 2(b) y 2(c) correspondientes a las simulaciones de
los coeficientes de frecuencia (2, y {23 hay una variabilidad en la respuesta que asociada Kgg,
aunque con baja cuantia. Esto es que para Kgg=1, dgp= 0.044 y dn3= 0.005, mientras que para
Krr=100000, 0qo= 0.024 y dn3= 0.015. Téngase presente que estas simulaciones se han
hecho con una convergencia garantizada por encima de las 800 realizaciones.
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Figura 2: Variacién de los coeficientes de frecuencia €2 de una viga cantiléver con muelle a rotacién en el
extremo libre. Fisura aleatoria en la mitad de la estructura. (a) primer (b) segundo (c) tercer modos

Como segundo ejemplo se analiza una viga con las mismas caracteristicas del ejemplo
anterior (es decir con la geometria, propiedades, misma variable aleatoria de profundidad de
fisura y misma ubicacion de la fisura), pero solamente con un soporte eldstico a translacion en
el extremo libre. En las Figuras 3(a), 3(b) y 3(c) se muestra el valor medio, rango minimo y
maximo para las simulaciones de los primeros tres coeficientes de frecuencia,
respectivamente. Como en el caso anterior se observa que dependiendo del modo y el valor
del pardmetro de resorte KRT la influencia de incertidumbre en el pardmetro de fisura sobre la
incertidumbre de la respuesta puede tener incidencia como se aprecia en las Figuras 3(a) y
3(c) para Krr>100, mientras que no tendria casi ninguna influencia como se ve en la Figura
3(b) para Kgr>100.
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Figura 3: Variacién de los coeficientes de frecuencia (2 de una viga cantiléver con muelle a traslacién en el
extremo libre. Fisura aleatoria en la mitad de la estructura. (a) primer (b) segundo (c) tercer modos.

En el siguiente ejemplo se analizard el efecto de la posicion y profundidad de la fisura ante
una incertidumbre de la profundidad del orden de 9,,=0.1, para algunos niveles de
profundidad de fisura. Se evalda una viga empotrada en un extremo Yy libre en el otro, sin la
presencia de muelles eldsticos en el extremo libre. La viga tiene las mismas caracteristicas
geométricas y materiales de los ejemplos anteriores. Asi pues en la Figura 4 se muestra los
valores que toman los coeficientes de variacion de las salidas dq para el primer coeficiente de
frecuencia a lo largo de distintas ubicaciones de la falla y para 3 niveles de profundidad de
falla. Claramente en la medida que aumenta la profundidad de fisura es mas notorio el
incremento de incertidumbre del cédlculo del primer coeficiente de frecuencia.

02 — —

l e —
015 + I
- | a/h
w 017 _ T mo3
005 o m0,4
‘ r
0 < J & = 0,5
0,1 = —‘—'--.-_-'_'/
0,9

'

v

Figura 4: Coeficiente de Variacion 8, para el primer coeficiente de frecuencia Q2; de una viga cantiléver, para
diferentes ubicaciones de la fisura con profundidad aleatoria 6,,=0.1 y diversos grados de falla.
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Un comportamiento similar al del anterior ejemplo se puede observar en la Figura 5 que
corresponde a una viga simplemente apoyada en ambos extremos, de similares caracteristicas
geométricas y materiales de los anteriores ejemplos, aunque en este caso se muestra la
influencia del coeficiente de variacién J,, con una profundidad de fisura con media a/h=0.3.
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Figura 5: Coeficiente de Variacion dq, para el primer coeficiente de frecuencia Q; de una simplemente apoyada,
para diferentes ubicaciones de la fisura con falla a/h=0.3 y diversa coeficientes de variacion .

S CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado un estudio de cuantificacién y propagacién de
incertidumbre en la respuesta de vibraciones naturales de vigas gruesas empleado la teoria de
Timoshenko truncada. La misma permite agilizar el procedimiento de cdlculo empleando una
solucién analitica eficiente al problema de autovalores dindmicos.

Se ha empleado el método Monte Carlo para efectuar la simulaciéon con el modelo
probabilistico, en el cual solo se consideraron unos pocos parametros de posicion y tamafio de
la fisura como aleatorios como también las constantes de los soportes eldsticos tanto a
rotacién como a traslacion en ambos extremos. Se ha podido observa que la incertidumbre en
la determinacion del valor de los coeficientes de frecuencia es caso dependiente del modo de
vibracién y de la influencia de los apoyos eldsticos. A su vez se ha podido observar que en
ciertos rangos paramétricos practicamente no hay incidencia de la incertidumbre de entrada de
las variables aleatorias del modelo probabilistico sobre el incremento de incertidumbre de la
respuesta.
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