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Resumen. El fenémeno de intermitencia ha sido observado en distintas ramas de la ciencia tales co-
mo ingenieria, fisica, quimica, economia, medicina, etc. Por ejemplo, dentro de la mecéanica de fluidos,
la intermitencia es un rasgo caracteristico en flujos turbulentos. En los ultimos afios se ha desarrollado
una nueva teoria sobre intermitencia cadtica en mapas unidimensionales que ha permitido una mejor
comprension de la misma. Con la finalidad de describir la intermitencia en sistemas con mayor nimero
de grados de libertad, se estudia la estructura general de la intermitencia tipo-I en un mapa bidimen-
sional. Se analizan numéricamente la configuracién del proceso de reinyeccion, la estructura del canal
y la trayectoria en el mapa de retorno. Se calculan resultados numéricos y se los comparan con los de
intermitencia en mapas unidimensionales. Se obtienen relaciones de escala y caracteristicas en funcién
de las trayectorias. Se estudia la evolucién temporal y las relaciones de escala.

Keywords: Fixed points, Stability, Intermittency, Limit Cycle, Bifurcations, Laminar Length.

Abstract. The phenomenon of intermittency has been observed in different branches of science such
as engineering, physics, chemistry, economics, medicine, etc. For instance, in fluid mechanics, intermit-
tency is a key feature in turbulent flow. In the latest years a new theory of chaotic intermittency applied to
one dimensional maps has been developed, this allowed a better understanding of it. In order to describe
intermittency in systems with higher number of degrees of freedom, the general structure of type-I inter-
mittency in a two dimensional map is studied. The configuration of the reinjection process is analyzed
numerically, the channel structure and the trajectory in the return map. Numerical results are computed
and compared with those of intermittency in one dimensional maps. Scale relations and characteristic
relations are obtained in function of trajectories. Temporal evolution is studied alongside scale relations.
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1. INTRODUCCION

El fenémeno de intermitencia cadtica tiene lugar en diversos sistemas dindmicos ya sea na-
turales o artificiales, donde periodos de comportamiento regular se alternan con periodos de
evolucién cadtica, constituyendo una ruta al caos determinista. Dentro de la mecanica de flui-
dos aparece en el sistema de Lorenz, la conveccién de Rayleigh-Bénard; la ecuacion derivada
no lineal Schoendinger, flujos turbulentos, etc. (Elaskar y del Rio, 2017). Generalizar la teoria
a dos dimensiones permitird describir y estudiar un nimero mayor de fendmenos (Schuster y
Just, 2005; Nayfeh y Balachandran, 1995; Marek y Schreiber, 1995; Elaskar y del Rio, 2017).

La primera clasificacién de intermitencia propuso tres tipos, que se producen por medio de
una bifurcacién, donde los valores propios de la matriz Jacobiana del sistema evaluados en
las solucién local abandonan el circulo unidad. Intermitencia tipo I aparece si un valor propios
abandona el circulo unitario a través de +1, intermitencia tipo I si dos valores propios complejos
conjugados abandonan el circulo unitario, e intermitencia tipo I1I si un valor propio se aleja del
circulo unitario por -1 (Pomeau y Manneville, 1980).

Histéricamente el estudio de intermitencia estuvo restringido a sistemas dindmicos de tiempo
discreto (mapas) de una dimensién, obteniendo una gran variedad de comportamientos con baja
complejidad. Una nueva teoria de intermitencia cadtica con y sin ruido ha sido desarrollada en
los ultimos afios para mapas unidimensionales, la misma incluye a la teorfa cldsica como un
caso particular (del Rio y Elaskar, 2010, 2016, 2018, 2021, 2012; del Rio y Makarov, 2013;
del Rio y Donoso, 2014; Elaskar y Costa, 2017; Elaskar y del Rio, 2018, 2023a,b; Elaskar y
Donoso, 2011; Elaskar y A., 2015; Elaskar y Gutierrez Marcantoni, 2018).

En (Kim y Kye, 2001) se estudia un sistema que presenta intermitencia tipo I en dos dimen-
siones, donde se describe la evolucion temporal del sistema y se calcula la longitud laminar
media como una funcién de un pardmetro de control definido. A partir de esta propuesta se
describe el sistema y encuentran los exponentes caracteristicos encontrados en sistemas unidi-
mensionales.

2. FUNDAMENTOS TEORICOS
El mapa propuesto es el siguiente (Kim y Kye, 2001):

Tpi1 = dax, (1 —x,) + By, (1 — x,) (1a)
Yn+1 = 4ayn (1 - yn) + an (1 - yn) (lb)

El mismo representa la forma clasica del mapa de retorno de un sistema cerca de una bifur-
cacion tangente, siendo « el pardmetro de “capacidad de carga” del sistema en términos de un
mapa logistico, y 3 el que representa la intensidad del acople entre las variables.

Se calculan los puntos fijos del sistema, su estabilidad y los diagramas de bifurcacién corres-
pondientes, para diferentes valores de «, con dos valores de 3 diferentes.

2.1. Puntos fijos y estabilidad

Los puntos fijos son aquellos pares (xx, yx*) tales que xx = F (zx,yx) y yx = G (z*, y*).
La estabilidad de estos puntos depende del comportamiento dindmico en su entorno. Algunos
“atraen” puntos cercanos, otros los “repelen”, otros actian como el centro de trayectorias pe-
riddicas, este comportamiento hace a la estabilidad de los puntos fijos.

La estabilidad de los mismos quedard determinada en principio por los valores propios de la
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matriz jacobiana. Si el sistema tiene la forma:

Tp4+1 = F (xnnyn) (23.)
Yn+1 = G (xna yn) (2b)

y los puntos fijos son (z*, y*). Entonces el Jacobiano evaluado en los puntos fijos es:

_|OF (2%, y7) OyF (27, y7)
0,G (z*,y*) 0,G (z*,y*)

Los valores propios del mismo nos dardn la caracterizacion de la estabilidad. Si conside-
ramos todos los posibles valores que pueden tomar en el plano complejo, el punto fijo serd
hiperbdlico si ningtin valor propio se encuentra sobre el circulo unitario. Si al menos uno de
los valores propios estd fuera del circulo unitario, el mismo serd inestable, y estable si todos
los valores propios se encuentran dentro del circulo unitario. De encontrarse al menos un valor
propio sobre el circulo unitario, tendremos un punto fijo no hiperbdlico, para el cual no vale la
condicion de inestabilidad. Dado un sistema dindmico cuya evolucion es funcién de su estado
actual y de un conjunto de pardmetros, los puntos fijos dependen solo de la forma del sistema
y sus pardmetros. Las bifurcaciones son los cambios cualitativos en los puntos fijos (aparicion,
desaparicion, cambio de estabilidad, multiplicacidn, etc.) que se manifiestan al modificar un
pardmetro de control del sistema.

J 3)

2.2. Longitud laminar

La longitud laminar en el fenémeno de intermitencia es la duracion de la fase laminar medida
en iteraciones para sistemas discretos o tiempo para los continuos. En intermitencia tipo I es una
funcion de la distancia entre el mapa y la bisectriz z,, = x,,11, llamada canal. La funcién teérica
de esta longitud para intermitencia tipo I es:

L(e,xi) = \/% [arctan (\/%70) — arctan <%xm>] 4)

doénde x;, es el punto de reinyeccién en la zona laminar y c el punto de salida de dicha zona.
Para encontrar la longitud media, se emplea la expresion dada en Ec. (5) (Elaskar y del Rio,
2017):

{0y = / (e, 2) P (€) de )

Estas ecuaciones predicen una dependencia de la forma ([) ~ % para sistemas de una

dimension.

3. RESULTADOS

Se calculan puntos fijos, estabilidad y diagramas de bifurcacién para lograr una descripcién
clasica de la dindmica del sistema bajo cambios del pardmetro «. Los puntos fijos del mapa
F(z,vy), dado por la Ec. (2) se obtuvieron de manera analitica usando el programa Wxmazima
de élgebra simbdlica. Siendo estos:

7 =0 Yy = (6)
. a—0125 . a—0125 -
X = — [ —
27 410125 Y27 0125
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0,09375 — 0,25 . 0,09375 — 0,250

~ 0,046875 4 (<05t a)a+ A 3= 0046875 + (<05 +a)a—A O
. 0,09375 — 0,250 . 0,09375 — 0,250

4T 0,046875 + (—05+a)a— A Yi= 5016875 + (05 +a)at A )

T

w
<

Con A = /(a — 0,375) (o — 0,125) (a2 + 0,046875).

Una vez definido (3, los puntos fijos son funcién tnicamente del parimetro de control . la
evolucion de dichos puntos con o se muestran en las Figuras lay 1b

x1* . X2% < X3* - x4*
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Figura 1: a) Puntos fijos del mapa F(x,y) descripto por la Ec. (2) en funcién de «. b) Puntos
fijos del mapa F'(z,y) definido por la Ec. (2) en funcién de « en plano (x, ).

Estos puntos fijos fueron obtenidos para un valor de § = 0,5. Numéricamente, se logra un
diagrama clésico de bifurcacién, evolucionando el sistema durante un determinado nimero de
iteraciones hasta alcanzar el estado estacionario y repitiendo el proceso para diferentes valores
del pardmetro.

En la Figura 2.a se observa que existen dos diagramas de bifurcacién superpuestos, uno en
azul y uno en rojo. El azul corresponde a valores estacionarios obtenidos de condiciones inicia-
les donde xy = ) fijas para cada . Es claro ver que se obtiene el mapa logistico unidimensional
de esta forma, puesto que se desacoplan las dos ecuaciones del sistemas dado en la Ec. (2). Por
otro lado, el rojo es obtenido con condiciones iniciales al azar, para cada «, generadas en el
intervalo (0, 1). De la misma figura, se observa cémo en un caso (valores en rojo) la primera
bifurcacién aparece en ~ o = 0,53, siendo ésta de duplicacién de periodo. Mientras que para
el diagrama de bifurcacién en azul, la primera ocurre aproximadamente o« = 0,62 y se destaca
que dicho diagrama corresponde al mapa logistico.

Para describir estas bifurcaciones, se calculan los puntos fijos analiticos del mapa F?(z,y) =
F o F(x,y), y se evalian los valores propios del Jacobiano asociado a cada punto fijo.

La Figura 2.b muestra la duplicacién de los puntos fijos en los mismos valores de «, dando
cuenta de las soluciones de periodo 2. Las Figuras 3a y 3b muestran para dos valores de 3 el
diagrama de bifurcacion analitico, del punto fijo mostrado en color purpura en la Figura 2.b,
junto con sus dos bifurcaciones asociadas:
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Diagrama de bifurcacion - beta = 0.5
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Figura 2: a) Diagrama de bifurcaciéon numérico 8 = 0,5, b) Diagrama de bifurcacién analitico
de mapa F?(z,vy).
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Figura 3: Puntos fijos y valores propios correspondientes a los mismos para a) 8 = 0,5y b)
8=0,3

Cada bifurcacién corresponde a la salida de un valor propio del circulo unitario a través de -1,
dando cuenta de una bifurcacién de duplicacién de periodo. Se destaca, también, que los valores
propios de los puntos fijos bifurcados indican un caricter inestable (para los dos ’superiores”,
verde y marrén) y estable hasta un valor de a ~ 0,9 y o = 0,7 (para las ramas "inferiores”, en
rojo y marrén), cuando se hacen inestables.

De forma complementaria al anélisis, se calcul6 el campo direccional del mapa en el plano
(x,%), en conjunto con los puntos fijos del mapa F?(x,y) que aparecen a medida que el pard-
metro « es incrementado.

La Figura 4 muestra el campo direccional de F'2, y sus puntos fijos. En 4a, con a = 0,2 se
tiene tnicamente 2 puntos fijos, uno en (0, 0) y otro en ~ (0,2, 0,2) siendo el primero inestable
y el segundo estable. En la Figura 1a son el punto fijo en azul y rojo respectivamente. Ya en
4b con a = 0,45 ha ocurrido la bifurcacién que se ve en la y aparecen los puntos fijos en
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Figura 4: Campo vectorial ' paraa) o = 0,2,b) a = 0,45,¢) a = 0,6, d) o = 0,7

verde. Los dos puntos fijos nuevos son de tipo silla, esto se puede ver en el campo vectorial a
sus alrededores, siendo este atractivo en una direccidn principal y repulsivo en la otra. En 4c
tenemos dos nuevos puntos fijos ocurridos en la bifurcacion correspondiente a la solucién roja
de 2b y marrén en 3a y 3b las cuales tienen los mismos valores propios como se ve en dicha
Figura (al estar superpuestos solo se observa un par). En 4d aparece el par mostrado en azul en
2b y en rojo y verde en 3ay 3b, teniendo estos un valor propio dentro del circulo unidad y otro
fuera. Si miramos la Figura 5 vemos que para valores de @ ~ 0,7y ~ 0,8 el mapa presenta
un comportamiento mucho més complejo del que puede verse en el campo vectorial descrito,
por lo que no se refleja la estabilidad aparente de los puntos fijos de las Figuras 4c y 4d con los
autovalores mostrados en las Figuras 3a y 3b. Existe un conjunto de puntos fijos que tienen la
caracteristica que x* = y*, estos puntos fijos corresponder al atractor mostrado en azul en 2a,
ya que las soluciones con z = y desacoplan el sistema y lo transforman en dos mapas logisticos
independientes. En la Figura 5 se reproduce la Figura 2 de Kim y Kye (2001).

la Figura 5 s6lo es factible de obtener si se manipulan deliberadamente las condiciones ini-
ciales de la trayectorias, para ser diferentes con valores de « inferiores a ~ (0,72 y a partir de
este valor iniciar la evolucién en condiciones iniciales iguales para cada «. Si se construye un
diagrama tdnicamente con condiciones iniciales xy # 1o para todo « se obtiene la primera de
las dos imdgenes mostradas en la Figura 6, si en cambio sélo se emplea xy = yy para todo «, se
encuentra la imagen derecha en la Figura 6.
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Diagrama de bifurcacién xn* (Kim, Kye, 2001)

00
060 065 070 075 050 085

Figura 5: Diagrama de bifurcacion de xx.

Diagramas de bifurcacién xn* (Kim, Kye, 2001) - atractores diferentes

Figura 6: Diagramas de bifurcacion con condiciones iniciales a) diferentes entre si y b) iguales
entre si.

Para o > a ~ 0,72, la cuenca de atraccién del atractor de la Figura 6.a desaparece virtual-
mente, y queda como tnica solucién estable el atractor logistico, obtenido cuando la evolucién
se inicia sobre la recta bisectriz del plano x-y. En estos diagramas de bifurcacién Kim y Kye
identifican una solucién de periodo 14 en o ~ 0,674, ubicada entre soluciones cadticas para
valores de « inferiores y superiores, por lo que estudiar el mapa de retorno n + 14 se vuelve de
interés, ya que este tipo de bifurcaciones sugieren la presencia de intermitencia.

El mapa de retorno n + 14 del sistema para valores de « dentro de la regién del atractor
periddico, tiene la forma mostrada en la Figura 7a. La misma permanece sobre una de las
“ramas” del atractor durante un periodo determinado, para luego tomar valores de la otra rama,
y repetir este proceso de manera ciclica, por lo que los autores determinaron que se trataba de
una solucioén tipo ciclo limite, ademads si se observa la trayectoria en el espacio de estados, ésta
es una curva cerrada, como se ve en la Figura 7b.

El comportamiento del sistema se comprende mejor si se analiza el mapa de retorno x,, 1
versus x,,. En la Figura 7b se ve qué las "mesetas” observadas en 7a se deben a que la solucion
del sistema se aproxima a la recta z,, = x,,.1 por lo que se encuentra cerca de un punto fijo
del mismo, permaneciendo cerca un nimero de iteraciones dado hasta que rdpidamente es ex-
pulsada y trasladada a una nueva regién cercana a la recta bisectriz. Cada vez que la trayectoria
estd cerca de la misma, se forma un estrecho canal de forma similar a intermitencia tipo I en
mapas unidimensionales. En (Kim y Kye, 2001) se clasifica este comportamiento como inter-
mitencia, y se obtiene una ley de evolucién de la longitud laminar media y la comprara con la
ley encontrada para sistemas unidimensionales en la teoria clasica.
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Figura 7: a) Evolucién temporal de mapa n+14 con o« = 0,67414, b) Mapa de retorno n+14 con
a = 0,67414 c) Atractor en plano x — y.

Para sistemas unidimensionales que presentan intermitencia tipo I, la longitud laminar media
cambia en funcion del pardmetro de control e de la siguiente forma (Elaskar y del Rio, 2017):

(I) ~ — (10)
NG

En sistemas unidimensionales que presentan intermitencia tipo I, € es proporcional a la distancia

entre el mapa y la recta bisectriz, determinando el conocido “ancho” del canal, a través del cual

la trayectoria pasa mas lentamente y donde la region laminar caracteristica de la intermitencia

estd definida.

Se ha logrado observar una separacion del mapa n + 14 respecto de la bisectriz al modificar
el pardmetro de control definido cémo a. — «, siendo «. el valor critico del pardmetro « para
el cual se afirma que existe intermitencia y se encuentra el ciclo limite.

En este trabajo, se ha confirmado esta ley, indicando que para sistemas de dos dimensiones
se observa el mismo comportamiento de escalamiento de la longitud laminar en funcién del
parametro de control que en mapas unidimensionales. Para tal fin el intervalo laminar se define
como las etapas de la evolucion donde la trayectoria no cambiaba notablemente su posicion,
entiéndase las "mesetas” de la Figura 7a. Pero, a diferencia de un sistema de una dimension, la
region laminar no es conexa, y se conforma de dominios muy acotados a través de los cudles el
sistema salta rapidamente generdndose una estructura de multiples canales.

Para medir cuantas iteraciones tarda el sistema en atravesar por cada canal, se defini6 la
funcion de error relativo de la variable x:

Tn414-(i4+1) — Tn+14-(4)

Lerr = (1 1)
Tn414-(d)
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Figura 8: Distancia entre mapa n + 14 y recta bisectriz, para diferentes valores del pardmetro e.

De esta forma se detecta cuando los cambios sucesivos de la variable son pequeos, y por
ende la trayectoria se encuentra en una region laminar (iterando dentro de uno de los 14 canales).
Note que los intervalos laminares quedan definidos por un error relativo menor a cierto umbral
fijado. La evolucién temporal de la solucién z,,, 14 se muestra en la Figura

—8— numérica
—e— - 0.5*eps
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Mapa n+14 12.0 1
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]
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xerr

10.0 4
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(a) Evolucién temporal de mapa n + 14 y b) funcién g {ae—1

error relativo del mismo mapa. (b) Longitud laminar media y pardmetro de control.

Se determind la cantidad total de iteraciones que le toma al ciclo limite completarse, despre-
ciando las iteraciones de transicion entre regiones laminares, puesto que estas son poco signi-
ficativas en comparacién con las otras, obteniéndose los resultados dados en la Figura 9b. De
ella se deduce la misma pendiente que fue obtenida en (Kim y Kye, 2001).

4. CONCLUSION

El trabajo muestra la complejidad que un mapa de dos dimensiones puede mostrar. Las solu-
ciones del sistema se multiplican radpidamente con la modificacion del pardmetro de control «,
cambiando su estabilidad. La simetria del sistema da lugar a que los diagramas de bifurcacion
dependan de las condiciones iniciales. Se corrobora que las bifurcaciones del punto fijo definido
en la Ec. (7) son acompafiadas de cambios en la estabilidad del mismo. En lo que al ciclo limite
respecta, se verifica la relacion entre la longitud laminar media y el pardmetro de control o, — v,
sin embargo, lo que se midi6 fueron las iteraciones totales del ciclo limite, y no hubo ninguna
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distincion entre fase cadtica y regular, no encontrdndose la presencia de intermitencia (en su
definicion usual para sistemas unidimensionales) en ese entorno de «v. Como tareas futuras, se
propone revisar el diagrama de bifurcacién y estudiar otras regiones criticas que podrian tener
presencia de intermitencia con la finalidad de caracterizarla.
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