Asociacion Argentina AMCN

de Mecanica Computacional

Mecénica Computacional Vol XL, pags. 729-738 (articulo completo)
F.A. Avid, L.C. Bessone, P. Gamazo, J.J. Penco, M.A. Pucheta, M.A. Storti (Eds.)
Concordia, 6-9 Noviembre 2023

ANALISIS DE SOLIDOS BIDIMENSIONALES USANDO ELEMENTOS
VIRTUALES

ANALYSIS OF TWO-DIMENSIONAL SOLIDS USING VIRTUAL ELEMENTS

Carlos F. Estrada?

ADepartamento de Estructuras, Universidad Nacional de Cérdoba , Casilla de Correo 916, Cordoba,
Argentina, carlos.estrada@unc.edu.ar,
https://feefyn.unc.edu.ar/facultad/secretarias/academica/departamentos/estructuras/

Palabras clave: Elementos Virtuales, grandes deformaciones, problemas bidimensionales.

Resumen. En este trabajo se presenta el andlisis de sélidos bidimensionales a través del método de
elementos virtuales (VEM de su acrénimo en inglés). Un aspecto importante de los elementos virtuales
es que la cantidad de lados que definen el elemento puede ser arbitraria formando un poligono convexo
o céncavo. El elemento virtual analizado es de bajo orden de interpolacién y necesita de un esquema de
estabilizacién para su correcto funcionamiento. Asi, un aspecto a estudiar, es su comportamiento frente a
distorsiones severas en problemas con grades deformaciones elasto-plésticas. El elemento basado en una
formulacidn existente se implement6 en un cddigo con integracidn implicita y explicita de las ecuaciones
de movimiento. Los resultados numéricos obtenidos, muestran ser competitivos frente a otras formula-
ciones clasicas de elementos finitos.

Keywords: Virtual Elements, finite deformations, two dimensional solids

Abstract. This work presents the analysis of two-dimensional solids through the virtual element method
(VEM). An important aspect of virtual elements is that the number of sides that define the element can
be arbitrary, forming a convex or concave polygon. In this work, the virtual element analyzed is of low
interpolation order and requires a stabilization scheme to achieve the correct results. Thus, one aspect to
study is its behavior of severe distortions in problems with large elasto-plastic deformations. The element
based on an existing formulation was implemented in a code with implicit and explicit integration of the
equations of motion. The numerical results obtained show to be competitive compared to other classical
formulations of finite elements.
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1. INTRODUCCION

El método de elementos virtuales (VEM de su acronimo en inglés) ha sido desarrollado en
las tltimas décadas en diferentes campos de aplicacion de la mecdnica computacional. La prin-
cipal caracteristica del método estd asociada con la posibilidad de generar mallas formadas por
elementos con un nimero arbitrario de aristas (poligonos convexos o no convexos) conocidos
como elementos virtuales.

Una descripcion del método puede encontrarse en los trabajos de Beirao da Veiga et al.
(2013) y Beirao Da Veiga et al. (2014). Alli se describen los fundamentos matemadticos del
VEM. Dentro de la mecdnica del sélido existen actualmente una bibliografia extensa y que
ha hido enriqueciéndose en los ultimos afos. Por ejemplo, dentro de la elasticidad lineal de
solidos se puede citar el trabajo de Beirao Da Veiga et al. (2013). La extension del método a
problemas no lineales puede encontrarse en Veiga et al. (2015) y Chi et al. (2016) donde se
tratan problemas que involucran pequefias deformaciones y problemas con hiperelasticidad.

Dentro de las formulaciones de elementos sélidos virtuales para grandes deformaciones pue-
de citarse el trabajo de Wriggers et al. (2017). En dicho trabajo se formula un elemento de bajo
orden de interpolacién aplicado al andlisis de problemas planos hiperelasticos. En dicho trabajo
se presente también un esquema de estabilzacion novedoso basado en la energia de deforma-
cién y contempla la distorsidn que sufre la malla cuando se la somete a grandes deformaciones.
De esta forma, se establece un esquema de estabilizacién utilizando un modelo de energia de
deformacién Neo-Hookeano. El elemento virtual presentado estd orientado a tratar materiales
compresibles e incompresibles. En un trabajo posterior (ver Wriggers y Hudobivnik (2017) ),
se extiende el VEM a problemas con no linealidad del material y grandes deformaciones. El
elemento virtual es el mismo elemento desarrrollado en Wriggers et al. (2017) pero el esque-
ma de estabilizacién se modifica teniendo en cuenta el comportamiento no lineal del material.
El elemento desarrollado muestra tener un comportamiento aceptable para mallas regulares,
irregulares y del tipo Voronoi cuando sufren distorsiones importantes.

Entre los elementos so6lidos virtuales que utilizan funciones de interpolacion cuadratica pue-
de verse el trabajo de Wriggers et al. (2021a). En dicho trabajo se desarrolla un elemento virtual
Serendipito con una formulacién mixta del tipo Taylor-Hood para problemas con material in-
compresible y grandes deformaciones. Asi se utilizan las funciones de interpolacion cuadraticas
para el campo de desplazamientos y para evitar bloqueo volumétrico se utilizan funciones de
interpolacion lineal para el campo de presiones.

Como una nueva alternativa, se ha propuesto el uso de Analisis Isogeométrico (IGA) dentro
del contexto del VEM. En el trabajo de Wriggers et al. (2021b) pueden verse los detalles de
la formulacién propuesta. Dicho trabajo es una extension del trabajo presentado en Wriggers
et al. (2020). Basicamente se utiliza la idea de IGA basada en Non-Uniform Rational B-Splines
(NURBS), para construir una aproximacion suave y precisa de orden superior para formular un
nuevo elemento virtual con muy buenas prestaciones. Una de las principales caracteristicas del
elemento desarrollado es el uso de un esquema de mapeo utilizando NURBS que permite tratar
lados curvos en los poligonos que definen el elemento. Entre otras ventajas, se puede representar
exactamente todas las geometrds conicas.

En este trabajo se implementa la formulacidon presentada en Wriggers et al. (2017), pero
aplicado a un elemento virtual cuadrildtero axilsimétrico, que permite tratar problemas con no
linealidad material y geométrica. De esta forma, se desarrolla un elemento de geometria sen-
cilla (cudrildtero) y se analiza su comportamiento frente a distorsiones severas. El elemento se
implementa en un cédigo implicito y explicito desarrollado por el autor. Se utilizan modelos
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constitutivos que involucran hiperelasticidad y material del tipo J2. La formulacion axilsimétri-
ca estd implementada bajo un esquema Lagrangeano total.

2. CINEMATICA DEL SOLIDO

En esta Seccion se presenta un resumen de los aspectos mas importantes asociadas al com-
portamiento del sélido. Considerese un sélido con dominio {2 C R? y cuyo contorno es I'. Sean
X y x las posiciones de un punto cualquiera en las configuraciones indeformada y deforma-
da, respectivamente, esto es * = X + u(X,t), donde u es el desplazamiento. En cada punto
es posible definir al gradiente de la deformacion como F (X) = g—;. A partir del producto
FTF = C (con C tensor de deformacién derecho de Cauchy-Green ), es posible definir dife-
rentes medidas de deformacion Lagrangianas. Adoptando una formulacion Lagrangiana total,
resulta conveniente trabajar con el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff (S) para la
evaluacion de fuerzas residuales. En este mismo sentido, se define el tensor de deformaciones
de Green-Lagrange como E = % (FTF — 1).

Asi, con las anteriores definiciones se puede escribir la forma débil de las ecuaciones de
balance en la configuracion de referencia como

6W(u):/(S-5E—bo-5u)d§20—/to-5udfo:O (1)
Qo o

donde t, y b, son las fuerzas externas de contorno y las fuerzas masicas en la configuracién
indeformada, respectivamente. Asi, uno de los modelos constitutivos utilizados se corresponde
con materiales Neo-Hookeano. Dicho modelo estd expresado en términos del segundo tensor
de tensiones de Piola-Kirchhoff. Luego

oW »

aceptando el caso de un material incompresible el potencial hiperelastico se expresa como
¥ (C) = %M (trC — 3) 3)
donde x el médulo de corte. Luego las tensiones se expresan como
S =pJ i {1 - % (trC) c—l} —pJC! (4)

Para el material elasto-plastico se utiliza la descomposicién multiplicativa del gradiente de de-
formacion F', en sus partes elasticas F¢ y parte plastica FP. La parte plastica estd asociada a un
flujo is6coro, luego det (FP) = 1y det (F¢) = J. Siguiendo el modelo elasto-pléstico de Cris-
field (1997) y los detalles presentado en Castell6 (2005) se obtiene la parte eldstica de prueba
del gradiente de deformacién F¢ = F - FP~!, Luego se determina el tensor de deformaciones
logaritmicas en la configuracién intermedia

In

Ef, = In (U°) = In | (F7F*) | (5)

para poder obtener el tensor de tensiones eldstico de prueba en sus componentes volumétricas

y desviadoras ~
o™ = Ktr (Ej,) 1

0 = 2udev (Efn) ©
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Luego se debe verificar si la tension eldstica de prueba cumple con el criterio de fluencia en la
configuracion intermedia, luego

F=0() () <0 ™

Si se cumple la Ec. (7) entonces O = 0" + 0 en caso contrario es necesario realizar un retorno
radial a la superficie de fluencia para luego actualizar las variables internas

et = eP" 4 Ay

8
Frintl — FP1mexp (—AyA) ®)

donde A~ es el incremento del parametro de consistencia y A el tensor de direccion de flujo
pldstico. Asi, se actualiza el tensor de tensiones logaritmicas O™ = o™ + 6"*!. Y como
las ecuaciones de equilibrio se plantean en una formuacién Lagrangiana total se utiliza en este
trabajo el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff. Luego, obtenemos dicho tensor en
la configuracién intermedia S = F¢~' . 7. F¢~7. Donde el tensor logaritmico y el tensor de
Kirchhoff se relacionan a través de 7 = R - O - R”. Finalmente, se calcula el segundo tensor
de Piola-Kirchhoff en la configuracién de referencia

S=Fr'.§.Fr T )
3. FORMULACION DEL ELEMENTO VIRTUAL Y OPERADOR DE PROYECCION

Particionando el espacio {2 con una malla de elementos no superpuestos, esto es, {2, C €.
La idea principal del VEM es utilizar un operador de proyeccion 11 para descomponer el campo
de desplazamientos u;, en una parte polinomial y otra parte, que en general, son términos no
polinémicos. Con este fin, se puede expresar el campo de desplazamientos como

u, = Huh -+ (uh — Huh) (10)

Bésicamente hay dos consecuencias inmediatas debido a la forma en que se define el campo de
desplazamientos segun la Ec. (10). La primera de ellas, el dominio {2, queda discretizado con
un conjunto de poligonos no superpuestos (que pueden ser convexos o no convexos) formando
una malla arbitarria. Asi, cada elementos virtual puede tener un nimeros arbitrario de aristas
(ver la Fig. 1). En este punto cabe resaltar que, sin perdida de generalidad y asociado con los
malladores clédsicos del MEF, en este trabajo se considera solamente elementos cuadriléteros.
Luego, el operador de proyeccion se define como

- 110 x 0y O s
H“h_Ha_{o 10z 0 y} (1)
Qe

donde resulta de interés calcular el gradiente del operador proyeccion de cada elemento virtual
como

Vi, |.= {ai’) 5 } (12)

a4 Qg
Para poder calcular cada uno de los a; de la Ec. (12), se puede definir el gradiente del opera-
dor proyeccion de modo tal que satisfaga la siguiente igualdad

1
VHuh ’ez Q_/ uy & NdI' (13)

e
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Ty 7

Figura 1: Elemento virtual con n, nodos y sistema local de cada lado. k.

donde N es la normal al borde I', del dominio elemental €2, (ver la Fig. 1). De esta forma, a
través del gradiente de deformacion constante, se formula un elemento virtual de bajo orden de
interpolacion. Para el campo de desplazamientos se adopta funciones de interpolacién lineal en
cada lado k del poligono que forma el elemento virtual, esto es

uy = (1 — &) w4 Gy (14)

donde u; son los desplazamientos de los nodos que definen el lado y &, = ”l”—: la coordenanda
natural.

Una segunda consecuencia de (10), asociada con el segundo término, es la necesidad de defi-
nir un esquema de estabilizacion. De esta forma la forma débil de las ecuaciones de movimiento
pueden escribirse como la contribucion de cada elemento virtual

SW (u) = H:; [SW (T, |) + 6Wostas (W, | —TTuy |o)] = 0 (15)

donde el primer término se puede calcular igual que la Ec. (1), luego podemos escribir

SV (TTuy, ye):/(sn.aEH—bo.a(nuh ]e))dQO—/to~6(Huh dr,  (16)

Qo T

donde cada término de (16) puede evaluarse utilizando la definicién del gradiente de deforma-
cién
F.=1+ VI, |. (17)

Luego es posible calcular el tensor derecho de Cauchy-Green C, = FIF,. De la Ec. (17))
solamente se obtienen las componentes en el plano. Para la direccién normal al plano, para un
caso de axilsimetria, se considera el alargamiento normal como

)\e Zi:l L1i (18)

a Z?:Ul Xii

donde n, es el nimero de nodos que forman el elemento.

4. ESQUEMA DE ESTABILIZACION

Para poder garantizar la consistencia numérica, de la Ec. (15)), es necesario definir el segun-
do término asociado a

5Wesmb(uh ‘e _Huh |e) = 5W (uh |e) - 5W (Huh ’e) (19)
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De la Ec. (19), el segundo término se integra igual que la Ec. (16) y el primer término requiere
de un tratamiento diferente. Asi, por ejemplo adoptando el esquema de Wriggers et al. (2017) se
puede subdividir el elemento virtual en elementos traingulares y proceder a calcular la contri-
bucién de cada elemento triangular a la forma débil de las ecuaciones de movimiento siguiendo
lo explicado para la Ec. (1). En la Fig. 2 se muestra la malla de elementos triangulares internos
al elemento virtual. La idea principal es utilizar los pardmetro de Lamé en funcion del médulo
eldstico y coeficiente de Poisson modificados por un pardmetro (3. Dicho pardmetro se calcula
en funcién del radio interno y externo del elemento (ver Ec. (20) y Ec. (21)) .

Figura 2: Esquema de estabilizacién y descomposicion en tridngulos internos.

_p B

=B 3 v=0,3 (20)
r?

622&(1“)7“3—7"? (21)

Para problemas con deformaciones plésticas se modifican los pardmetros de Lamé siguiendo el
trabajo de Wriggers y Hudobivnik (2017)

E =mh {E% méx (Uv_M nE> (22)

cb

donde &P es la deformacién pldstica efectiva, oy, la tensién de von Mises y n = 1072 un
pardmetro que garantiza un valor no nulo del médulo eléstico.

5. RESULTADOS NUMERICOS

En los siguientes ejemplos numéricos se muestran algunas aplicaciones utilizando el elemen-
to virtual cuadrildtero axilsimétrico denominado como VEMAX. Los resultados se comparan
con elementos finitos cuadrildteros de diferentes formulaciones, segtn el caso analizado.

5.1. Estriccion de una barra cilindrica

Este ejemplo se analiza una barra cilindrica sometida a traccién con grandes deformaciones
y reduccién del radio de la barra con una zona de estriccién importante. Para tal fin se fija uno de
los extremos y se aplica una velocidad de desplazamiento en el extremo opuesto. La barra tiene
una longitud de 53,33 mm y un radio de 12,826 mm y se modela un cuarto de la geometria
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axilsimétrica. El material que constituye la barra estd definido por un médulo de Young /' =
206, 9 G Pa, un coeficiente de Poisson v = 0,29 y una densidad p = 7833 x 10712 kg/m3. Se
asume un material /2 con endurecimiento isotrépo definido a través de la siguiente ecuacién

oy (€P) =05+ (000 — 00) [1 —exp (—deP) + Ale”]

con una tension de fluencia o, = 450 M Pa, con una tension de fluencia residual o, =
715 M Pa, un exponente de saturacién 6 = 16,93 y un médulo de endurecimiento A° =
129,94 M Oa. En este caso se ha utilizado para discretizar la barra 10 elementos virtuales en
la direccion radial y 20 elementos virtuales en la direccion axial. En la Fig. 3 puede verse la
geometria completa de la barra y la malla axilsimética utilizada.

- —
- —
- —>
— LT T T 12826 mm |,
- : —
-— L —>

le .

! 53,334 mm !

Figura 3: Estriccion de una barra cilindrica. Geometria original y malla de elementos virtuales.

En la Fig. 4a se muestra el cambio de radio en la zona de estriccién en funcién de la de-
formacion ingenieril de la barra. Se comparan los resultados con aquellos obtenidos con un
elemento cuadrilatero en deformaciones impuestas QUADL (ver el trabajo de Flores (2001)).
Puede notarse un muy buen acuerdo de los resultados obtenidos.

1
0.8 - Eq, Plastic St
L 1.409
r I 1.2648
o6 1.1206
L 0.97636
e - H 083215
= i VEMAX - 0.68794
04 — — — - QUADL - 0.54372
r il 0.39951
L 02553
- 01111
02—
ol Ll - Ll Ll Ll

o

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Deltal/Lo

(a) (b)

Figura 4: Estriccion de una barra cilindrica. a) Relacién de radios r/r, en funcién del desplazamiento de la barra
AL/L,.b) Distribucién de la deformacién pléstica efectiva y malla deformada.

En la y Fig. 4b se muestra la geometria de la malla deformada y el campo de deformaciones
plasticas efectivas para una deformaciéon AL = 7 mm. Puede observarse claramente como se
desarrollan las deformaciones plésticas efectivas en la zona de estriccion de la barra cilindrica.
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5.2. Barra de Taylor

Este ejemplo analiza el impacto de una barra cilindrica contra una pared rigida que provoca
sobre el material grandes deformaciones elasto-pldsticas y cambios importantes en su geometria
final. La simulacion consiste en una barra sometida a una velocidad inicial v, = 227m/s. El
radio original es » = 3,2mm y su longitud inicial [ = 32,4 mm. La barra est4 fabricada de
cobre con un médulo de Young £ = 117 G Pa, un médulo de Poisson v = 0, 35 y una densidad
p = 8970 K g/m?>. El modelo del material es un von Mises con endurecimiento isétropo lineal,
con una tensioén de fluencia o, = 400 M Pa y un médulo de endurecimiento A" =100 M Pa.
La geometria se ha discretizado con 6 elementos virtuales en la direccion radial y 36 elementos
en la direccidn axial segtin lo indicado en la Fig. 5.

——» V=224m/s A

EL— 3,2 mm

,L L =324 mm |

gl

Figura 5: Impacto de una barra cilindrica contra una pared rigida. Geometria y discretizacion de elementos virtua-
les.

En la Fig. 6 se muestra diferentes instantes del proceso de deformacion de la barra cuando
impacta sobre la pared rigida. Puede obervarse la deformada final con un abrupto cambio del
radio en la zona de contacto con la pared y el embarrilado de material en la zona inmediata
superior.

|
1

|
4‘

-

A

l

B
ipgaes
4)\,9

e
:
ottt

Figura 6: Barra deformada para distintos instantes de tiempo.

En la Fig. 7a, se muestra el cambio en las dimensiones del radio en la zona de contacto en
funcion del tiempo. A su vez en dicho grafico se compara con los resultados obtenidos por el
elemento finito cuadrilatero en deformaciones mejoradas C'AX4R de ABAQUS (2003). Puede
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o007 =T
0.006 [ VEMAX
r — — — - CAX4R
— 0.005 [~
£ r
£ r Eq Plastio
0.004 — 25723
:: £ 24204
S L 22885
o 21438
£ o003} el
S r 18578
o L 17149
C 1572
0.002 O 14281
C 12881
£ 11432
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Figura 7: Impacto de una barra cilindrica a) Barra original y deformada b) Distribucién de la deformacién pléstica
efectiva.

observarse la similitud de los resultados. En la Fig. 7b se muestra la malla deformada y la
deformacion pléstica efectiva.

Enla Tabla 1 se comparan el radio y la longitud final y 1a maxima deformacion pléstica efec-
tiva. Comparando los valores obtenidos, se observa una diferencia en la deformacién pléstica
maxima y resultados parecidos en la geometria final entre ambas formulaciones.

’ Formulacién \ Radio Final | Longitud Final \ Max(eP) ‘

VEMAX 7,13 21,45 2,57
CAXAR 7,23 21,45 3,41

Tabla 1: Datos de la geometria deformada y deformacién maxima pléstica efectiva.

6. CONCLUSIONES

Se ha llevado a cabo un andlisis bidimensional sobre sélidos axilsimétricos utilizando el
VEM. El elemento virtual estd implementado en una configuracion Lagrangiana total. Se ana-
lizaron problemas con grandes deformaciones y no linealidad del material. Uno de los aspectos
fundamentales en la implementacién del VEM es el uso de un operador proyeccién al cual
es necesario agregarle un esquema de estabilizacién. Resulta importante el esquema utilizado
cuando se tratan problemas con plasticidad. Otro aspecto inherente del VEM es la posibilidad de
usar elementos de formas arbitrarias, esto es, de nimeros de lados arbitrarios formado poligo-
nos concavos o convexos. Resulta interesante adoptar algin esquema de remallado en aquellos
problemas que sufren distoriones severas de las mallas. Debido la flexibilidad geométrica de los
elementos virtuales, en cuanto a la cantidad de lados que lo definen, un esquema de remallado
no resultaria ser complejo de implementar. Los resultados numéricos muestran que el elemento
virtual axilsimétrico es competitivo frente a otras formulaciones del MEF.
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