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Resumen. Este trabajo analiza las cargas de pandeo de columnas fisuradas de Euler-Bernoulli inmersas
en un medio eléstico de tipo Winkler. La columna se modela como dos segmentos conectados en la sec-
cion fisurada mediante un muelle rotacional lineal, y que recoge la discontinuidad de giro en esta seccién
durante la flexién por pandeo. Las ecuaciones diferenciales de pandeo se resuelven para cada segmento
aplicando las correspondientes condiciones de contorno, y las condiciones de compatibilidad y de sal-
to en la seccion fisurada. La resolucion numérica del correspondiente problema de autovalores permite
determinar las cargas de pandeo en funcién del tipo de apoyos, del pardmetro que define la rigidez del
suelo eléstico, de la posicién de la fisura y de su longitud. Los resultados obtenidos se comparan satis-
factoriamente con los publicados por otros autores que tratan el problema de forma parcial, poniendo de
manifiesto la interaccidon e importancia de los pardmetros considerados en la determinacién de la carga
critica de pandeo del sistema. Adicionalmente, se ha validado el modelo propuesto con los resultados
proporcionados por el cédigo comercial de elementos finitos ABAQUS.

Keywords: Buckling Loads, Cracked Euler—Bernoulli Columns; Winkler Elastic Medium.

Abstract. This paper analyzes the buckling loads of cracked Euler-Bernoulli columns embedded in a
Winkler-type elastic medium. The column is modeled as two segments connected in the cracked section
by means of a linear rotational spring, and which captures the rotation discontinuity in this section du-
ring buckling bending. The buckling differential equations are solved for each segment by applying the
corresponding boundary conditions, and the compatibility and jump conditions in the cracked section.
The numerical solution of the corresponding eigenvalue problem allows determining the buckling loads
as a function of the type of supports, the parameter defining the stiffness of the elastic soil, the position
of the crack and its length. The results obtained, are satisfactorily compared with those published by
other authors who deal with the problem in a partial way, showing the interaction and importance of
the parameters considered in the determination of the critical buckling load of the system. Additionally,
the proposed model has been validated with the results provided by the commercial finite element code
ABAQUS.
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1. INTRODUCCION

El andlisis de estabilidad de elementos tipo viga sometidos a cargas de compresion es crucial
para el disefio de estructuras en los campos de la ingenieria civil, mecénica, aeroespacial, nu-
clear y maritima. El pandeo es uno de los modos de inestabilidad mds comunes en estructuras
columnares, asi como en elementos soportados por el suelo, como tuberias, pilotes, cimientos
o vias férreas. Debido a sus caracteristicas geométricas, estas estructuras a menudo se mode-
lan como vigas en la ingenieria civil o en la ingenieria ferroviaria, siendo la teoria de Euler-
Bernoulli o la teoria de Timoshenko las mas comidnmente utilizadas. Ademas, al considerar el
efecto ejercido por el suelo sobre la viga, el modelo de Winkler y el modelo de Pasternak (o
una combinacién de ambos) se emplean con frecuencia para medios elasticos, donde el suelo
se trata como un conjunto de resortes lineales distribuidos uniformemente, con o sin interac-
cién de corte entre ellos. Por lo tanto, un sistema viga-suelo puede ser analizado utilizando la
teoria clasica de pandeo, incluyendo uno o dos términos adicionales en la ecuacion de gobierno
(Eisenberger y Clastornik, 1987; Stojanovic et al., 2012).

En Ia literatura cientifica de la dltima década, se pueden encontrar numerosos trabajos que
tratan el problema del pandeo de vigas en medios eldsticos mediante el desarrollo de técnicas
matematicas para resolver el problema, como son los trabajos de Aristizabal-Ochoa (2013),
que utilizan un tratamiento de condiciones de contorno generalizadas, el de Hassan y Hadima
(2015), que obtiene la solucién utilizando el método de diferenciacion recursiva, el trabajo de
Anghel y Mares (2019), que propone una formulacidn integral para un medio eldstico del tipo
Winkler-Pasternak, y el de Tke (2023), que emplea el método iterativo de Stodola-Vianello.

Por otro lado, la presencia de grietas en estos tipos de estructuras puede llevar a una dis-
minucion en la rigidez, cuya magnitud depende principalmente de la geometria del elemento,
las condiciones de apoyo, el tamafio de la grieta y su posicion. Esta disminucion en la rigidez
tiene un efecto significativo en la carga de pandeo de la viga. El tratamiento de la grieta implica
representar la seccidn dafiada con un resorte rotacional lineal, cuya rigidez esta relacionada con
el tamafio de la grieta y la geometria de la seccidn transversal. Se imponen la continuidad en
el desplazamiento, el momento flector y la fuerza cortante en la seccién agrietada, asi como
una discontinuidad en la rotacién proporcional al momento flector transmitido. Utilizando esta
metodologia (asi como otras alternativas equivalentes que consideran singularidades en la rigi-
dez a flexidn utilizando la funcién delta de Dirac), el problema del pandeo en vigas con grietas
ha sido estudiado en otros trabajos (Wang et al., 2004; Biondi, 2005, 2007; Caddemi y Calio,
2008; Loya et al., 2010).

En los trabajos citados anteriormente, o bien la viga embebida en el medio eldstico no tiene
defectos, o bien se tiene en cuenta la presencia de una grieta pero no el efecto del medio eldstico
circundante. En el primer caso, los modelos no permiten considerar el efecto flexibilizador de
una eventual grieta en el elemento estructural, lo que lleva a sobreestimar la carga de pandeo.
En el segundo caso, los modelos no incluyen el efecto estabilizador del medio eldstico, lo que
resulta en un dimensionamiento excesivo del elemento estructural agrietado. La consideracion
conjunta de la grieta y el medio eldstico ha sido tenida en cuenta para el andlisis vibratorio de
vigas (Loya et al., 2022), pero no para el estudio de la inestabilidad por pandeo. Por lo tanto, el
presente estudio analiza el caso de columnas esbeltas de Euler-Bernoulli con grietas inmersas
en un medio eldstico sometido a compresion, considerando la discontinuidad del movimiento
de flexion en esa seccion. Se examina el efecto de la longitud y posicion de la grieta, la rigidez
del medio circundante y el tipo de apoyos en la determinacién de las cargas criticas de pandeo.
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2. MODELO DE COLUMNA DE EULER-BERNOULLI EN UN MEDIO ELASTICO
2.1. Planteamiento teorico del problema de columna sin fisura

Considere una columna sin fisura, de longitud L, ancho B, canto W, momento de inercia
de seccion transversal I, médulo de Young £/, inmersa en un medio eldstico tipo Winkler, de
rigidez k,,, y sometida a compresion, tal y como se muestra en la Fig. 1(Izqda.).
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Figura 1: (Izqda.): Columna fisurada de Euler-Bernoulli es un medio eldstico tipo Winkler. (Dcha.): Modelo
equivalente con muelle eldstico para la seccién fisurada.

Siguiendo la teoria cldsica de Euler, la ecuacion que gobierna el comportamiento ante pandeo
en una columna de seccién transversal uniforme embebida en un medio eléstico, se pueden
presentar como:

dv(z) d*v(z)
dx? dx?
donde v(x) es la deflexién transversal de la columna, siendo x la coordenada cartesiana de la
columna en su direccion longitudinal con origen en el apoyo inferior, y P, es la carga critica de

pandeo.
Considerando las siguientes variables adimensionales,

ET + P

+ kyrv(z) =0 (1)

o v 9 P.L? B ko, LA
g_La V_Lv A - Elv Kw_ E[ (2)
la equacién (1) puede reescribirse de la siguiente manera:
V(™ + XV ()" + Ky V() = 0 (3)

donde ()’ representa la derivada respecto a £. La solucién general para la ecuacién de coeficien-
tes constantes (3) puede expresarse por medio de funciones hiperbdlicas. Sin embargo, teniendo
en cuenta las definiciones de giro 6 y esfuerzos (momento flector, M, y esfuerzo cortante, (),
las correspondientes variables adimensionales (giro, momento flector, M, y esfuerzo cortante
Q) pueden definirse a partir de sus correspondientes definiciones dimensionales:
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/ ML " a) QL2

0=V M_EI V7, Q_EI

La solucién puede expresarse convenientemente en la Ec. (5) en términos de magnitudes
adimensionales en el apoyo inferior, ¢ = 0 (desplazamiento transversal V;, giro 6y, momento
flector M, y esfuerzo cortante Q) y de las funciones de Krylov—Duncan, g;(¢) (Karnovsky y

Lebed, 2010):

— V/// + )\2‘// (4)

V(&) =Vo-g1(&) + 00 - g2(&) + My - g3(€) + Qp - 9a(§) (5)
donde se definen las correspondientes funciones y pardmetros:

Afcosh(Ai€)  ATAS cosh(Agf)

_sinh(A4§) (A2 4+ A%) sinh(A1€) (A% 4+ A?) sinh(A5€) 7
P ¥} v E) RV 7

~cosh(A§)  cosh(Ayf)

$O=m-n)  W-8) ®
- sinh(A:€) sinh(Ax€)
94(§) = A (A2 = A2) + Ao(A2 — A2) ®
_\2 :l: /\4 __ 4K
A1,2 = \/ A 2)\ = (10)

Para la resolucion de la Ec. (5), se deben aplicar las correspondientes condiciones de con-
torno en cada extremo (Tabla 1).

’ Apoyo simple \ Empotramiento \ Extremo libre ‘
| V=M=0] V=0=0 | M=Q=0 |

Tabla 1: Condiciones de contorno.

2.2. Planteamiento teorico del problema de columna fisurada

Consideremos una fisura abierta de longitud @ ubicada a una distancia b, desde el soporte
inferior, como se muestra en la Fig. 1 (Izqda). Siguiendo el método propuesto por Freund y
Herrmann (1976) y seguido por muchos otros autores (Adams et al. (1978); Morassi (1993);
Narkis (1994); Fernandez-Séez et al. (1999); Krawczuk et al. (2003); Loya et al. (2006)), la
columna agrietada se considera como dos segmentos conectados por resortes rotacionales elds-
ticos, como se muestra en la Fig. 1(Dcha.), cuya rigidez depende de la profundidad de la grieta
y de la geometria de la seccion fisurada.

La discontinuidad en la pendiente de la deflexién de la columna en la seccion agrietada, A6,
es proporcional al momento flector transmitido por esa seccién, M (b), de la siguiente manera:

A0 = Cp, M ()] = (11)

W
Ch, = Em(& cross-section geometry) (12)
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con = (a/W) siendo la longitud de grieta adimensional y la funcién m evaluada por Tada
et al. (1985) utilizando la teoria de la Mecénica de Fractura, que puede aplicarse al comporta-
miento eldstico lineal del material. Para el caso especifico de una viga con seccidn transversal
rectangular, la funcién m toma la forma expresada en la Ec (13) (Tada et al., 1985):

(67

2
m(e) =2 (1 ) (5,93 — 19,69 + 34,1402 — 35,84a° + 13,20 (13)

A partir de la Ec. (3), la ecuacién de gobierno para cada uno de los dos segmentos puede
expresarse de la siguiente manera:

Vi)™ + V()" + K, i(6) =0; 0<&<p (14)
Va(O)" + XNV5(8)" + K,Va(€) =0; B<é<1 (15)

donde A es un autovalor de la columna agrietada en el medio eldstico, relacionado con la carga
critica de pandeo de la columna con una grieta a través de la Ec. (2). Estas ecuaciones de-
ben resolverse aplicando las correspondientes condiciones de contorno, asi como las siguientes
condiciones de continuidad y salto en la seccién agrietada, £ = f3:

—

s Continuidad en la deflexion:

AV = V5(8) — Vi(8) = 0 (16)
= Continuidad en el momento flector:
Vy'(8) = V'(B) (17)
= Continuidad en el esfuerzo cortante:
Vy"(B) + N*V3(8) = Vi"(B) + NV{(B) (18)
= Discontinuidad en la pendiente de la deflexion:
Af =V5(8) = Vi(B) = nV5'(B) (19)

w

siendo = - m(«) el pardmetro que controla la severidad del a fisura.

3. SOLUCION DIRECTA PARA LA CARGA DE PANDEO

La solucién directa para las fuerzas de pandeo se puede obtener analizando por separado los
segmentos de la columna a cada lado de la fisura. La solucién que satisface las condiciones de
compatibilidad en la fisura para cada segmento, V;(£),7 = 1, 2, se puede expresar en términos
de desplazamientos, rotaciones y fuerzas en el soporte inferior, £ = 0, (V{, 6y, Mo, @0, respec-
tivamente), asi como del salto en la pendiente de la deformada de la columna, A#, en la seccién
agrietada, £ = f3:

Vi(€) = Vo - g1(&) 4 0o - 92(&) + My - g3(€) + Qp - 9a(€) (20)
Va(€) = VA(E) + A0 - go (€ — ) 1)

Aplicando las correspondientes condiciones de contorno en los apoyos, las funciones de
desplazamiento V; 5(€) conducen al correspondiente problema de autovalores. Anulando el de-
terminante de la matriz de coeficientes de dicho sistema algebraico homogéneo, se obtiene la
ecuacion caracteristica del sistema. Las raices de esta ecuacidon, obtenidas mediante métodos
numéricos, proporcionan la carga critica de pandeo de la columna fisurada embebida en un
medio elastico.
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3.1. Influencia de la fisura

En primer lugar, se ha analizado la influencia de la longitud de fisura y de la posicién de
la seccidn fisurada en ausencia de un medio eldstico en columnas con distintas condiciones
de contorno (simplemente apoyadas, empotradas-empotradas, empotradas-libres, empotradas-
apoyadas). Los autovalores obtenidos y las correspondientes cargas criticas de pandeo, P,
muestran una concordancia perfecta con los casos descritos por Loya et al. (2010) para fisuras
con longitud adimensional (a/W) entre 0 y 0,9, en una seccién ubicada a distancia § = 0,25 y
B = 0,5 desde el soporte inferior. Estos resultados se normalizan con el valor correspondiente
al caso sin fisura y se representan en la Fig. 2.

1.0 ) = il
il S DT oS E P S N
0.9+
“.0.8 4
o
-~
2 0.7
L
0.6 t
s 1 0
0.59-{=C= Apoyada - Apoyada == =0~ Apoyada - Apoyada Sm.
O~ Empotrada - Empotrada O~ Empotrada - Empotrada =~ [
0.4+ =0= Empotrada - Libre 049 | —@— Empotrada - Libre = ~~go
—O = Empotrada - Apoyada =0O=- Empotrada - Apoyada i = 2 -
0.3 T T T T T T T T 0.3 T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 )(]Aﬂ 0.1 0:2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
a/W a/W

Figura 2: Variacién de la primera carga critica normalizada con (a/W) para diferentes condiciones de contorno.
(Izqda.): 8 = 0,25. (Dcha.): 5 = 0,50.

Como se esperaba, la carga de pandeo disminuye con la longitud de fisura, mientras que la
posicion de la seccion fisurada, tiene un efecto significativo en el valor de la carga de pandeo.
Como caso representativo, se puede observar el caso empotrado-empotrado: cuando la seccion
de la grieta estd ubicada en § = 0,25 (Fig. 2 Izqda.), la fisura no tiene efecto en la primera carga
critica debido al momento flector nulo en la seccion agrietada, en concordancia con Loya et al.
(2010). En el caso de columna empotrada-apoyada, el momento flector en la seccion fisurada
en S = 0,25 es pequefo aunque no nulo, por lo que el efecto de la fisura en la primera carga
critica es mucho mds limitado. Estos comportamientos difieren considerablemente en el caso de
£ = 0,50 (Fig. 2 Dcha.).

3.2. Influencia de la rigidez del medio elastico

Para analizar la aplicabilidad del modelo cuando la columna estd embebida en un medio
eléstico, se considera el caso de una columna intacta simplemente apoyada analizada por Janco
(2013), de longitud L = 1 m, momento de inercia / = 833,333 mm* y médulo de Young
E = 200 GPa, sobre la que propuso la siguiente solucion tedrica para la carga critica de pandeo
en funcion de la rigidez del medio eléstico tipo Winkler circundante, K ,:

(Ky +mH)EI
w22
En la Tabla 2 se comparan los valores tedricos de P, (via Ec. (22)) en el rango K,,=[0, 5, 10,
50, 100] con los calculados mediante el modelo propuesto. Los resultados muestran una buena
correlacion en el rango de estudio, con una diferencia méaxima inferior al 0,04 %.

P = (22)
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K'w
P, . 0 [ 5 [ 10 | 5 | 100 |
Tedrico (Janco, 2013) | 1644,94 | 1729,36 | 1814,82 | 2489,28 | 3334,65
Propuesto 1644,94 | 1729,44 | 1813,94 | 2489,95 | 3334,97
Diferencia [ %] 0 0 0,01 0,03 0,04

Tabla 2: Comparacidén de resultados para columna simplemente apoyada sin fisura en un medio elastico.

La influencia de las condiciones de contorno en la carga critica de una columna intacta res-
pecto a la rigidez del medio se muestran en la Fig. 3. Para todas las condiciones de contorno, la
carga critica aumenta con f,, siendo mds pronunciada su influencia cuanto menos rigidas son
las condiciones de contorno, como ocurre con las vigas simplemente apoyadas y en voladizo.

=~ Apoyada - Apoyada
4.5 O~ Empotrada - Empotrada
—O— Empotrada - Libre
4.04| =0~ Empotrada - Apoyada

Figura 3: Carga critica respecto a /,, en una columna intacta segtin las condiciones de contorno.

3.3. Influencia combinada de la fisura y de la rigidez del medio elastico

A continuacién se analiza el efecto acoplado de la seccién fisurada en las posiciones 5 =
0,25y 8 = 0,50, y de la rigidez del medio elastico en el caso de columna biapoyada. Para ello,
se presentan en la Fig. 4 la variacion de la carga critica de pandeo con respecto a (a/W) y K.
Dicha carga se presenta normalizada con la correspondiente a una columna intacta en un medio
eléstico circundante con rigidez nula.

2.2

0= K,=0 |[on¥
O K,=5 |°
—0— K,=10
-0- K, =50
—— K, =100

.2 T T T T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

a/W a/W

Figura 4: Variacién de P, con (a/W) y K, en columna viapoyada. (Izqda.): 8 = 0,25. (Dcha.): 5 = 0,50.
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4. VALIDACION DE LA CARGA DE PANDEO MEDIANTE EL METODO DE LOS
ELEMENTOS FINITOS

Para validar el modelo presentado, se ha desarrollado un modelo tridimensional de elementos
finitos en el codigo comercial ABAQUS empleando elementos hexaédricos lineales de ocho
nodos con integracion reducida (tipo C3D8R), sometido a pandeo. Las condiciones de contorno
en los extremos de la columna se aplican restringiendo los correspondientes grados de libertad
segtn el tipo de apoyo considerado. En el caso de empotramiento, €stos se restringen en toda
la seccién, mientras que para modelizar un apoyo, se aplican en la linea central de la seccion
correspondiente. La fisura se modela mediante una reduccidn brusca del espesor de la columna
en la seccion fisurada en funcion de la longitud de la misma. Adicionalmente, se considera el
modelo de fisura abierta que, acorde al modelo analitico simplificado propuesto previamente,
no detecta contacto entre los labios de fisura cuando ésta se cierra (tension de compresion).

A modo demostrativo, la Fig. 5a muestra la deformada de una viga biapoyada intacta en
el primer modo de pandeo, aprecidndose una deformada suave. Al considerar la presencia de
una fisura (Fig. 5b), se aprecia un salto en la pendiente de la deformada en la seccidn fisurada.
El medio elastico circundante se modeliza mediante una serie de muelles lineales que unen la
directriz de la viga a una superficie rigida paralela a dicha directriz. Los casos sin y con fisura
en medio eldstico se esquematizan en las Figs. Sc y 5d.

b) c) d)

Figura 5: Modelizacion MEF de columna biapoyada a pandeo. a): intacta, b): fisurada, ¢): intacta en medio eldstico,
d): fisurada en medio elastico.

En la Tabla 3 se comparan las cargas de pandeo obtenidas mediante el modelo propuesto
y con ABAQUS en una columna simplemente apoyada de longitud L = 0,4 m, momento de
inercia I = 1333,33 mm*, médulo de Young £ = 210 GPa y fisura de longitud a/w = 0,5 en
£ = 0,5 para distintos valores de rigidez del medio circundante, K. Los resultados muestran
una buena correlacion en el rango de estudio, con una diferencia méaxima inferior al 5 %, lo que
se considera muy adecuado teniendo en cuenta que se comparan resultados de un modelo nu-
mérico tridimensional con los de un modelo analitico simplificado de caracter unidimensional.
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Kw
| P/Pe | O | 10 | 50 | 100 |
Propuesto | 0,6856 | 0,7525 | 0,9743 | 1,1924
ABAQUS | 0,7073 | 0,7612 | 0,9767 | 1,2456
Diferencia [ %] | 3,07 1,15 0,24 427

Tabla 3: Comparacion de resultados en columna simplemente apoyada fisurada en un medio elastico.

S. CONCLUSIONES

Es conocido que la presencia de fisuras en una columna sometida a compresion, reduce las
fuerzas de pandeo de la estructura al hacerla més flexible. En este trabajo se propone un mo-
delo tedrico para determinar dichas cargas criticas en columnas de Euler-Bernoulli fisuradas e
inmersas en un medio eléstico tipo Winkler, para distintas condiciones de contorno. El método
descrito divide la columna en dos segmentos conectados mediante un muelle eldstico rotacio-
nal sin masa, cuya rigidez estd relacionada con el momento flector transmitido en la seccion
fisurada, y que satisface las correspondientes condiciones de continuidad y salto en la seccién
fisurada.

El modelo propuesto ha sido validado, de manera independiente, con resultados de la litera-
tura, tanto para el caso de columnas fisuradas en ausencia de medio eldstico como para el de
columnas intactas inmersas en un medio eldstico tipo Winkler.

Posteriormente se ha analizado el efecto acoplado de la existencia de fisura y del medio elds-
tico, observandose que la presencia de cada uno de ellos produce un efecto opuesto en la fuerza
critica de pandeo. Los resultados del modelo teérico han sido validados con los proporcionados
por un modelo tridimensional de elementos finitos.

El presente modelo ha demostrado su capacidad para reproducir el comportamiento ante
pandeo de columnas fisuradas inmersas en un medio elastico.
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