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Resumo. A descri¢do do comportamento nao-linear das estruturas é de extrema importancia na enge-
nharia de estruturas. Neste trabalho, a ndo-linearidade fisica ¢ abordada a partir da mecénica do dano
concentrado, que ja apresentou resultados objetivos e boa acurdcia em aplicagdes anteriores. O método
numérico utilizado € o método dos elementos finitos baseado em posicdes, cuja formulagcdo é geometri-
camente exata e apresenta facil implementagdo computacional, por considerar como variavel cinematica
a posi¢do do corpo na configuragdo atual. Desta forma, o presente trabalho d4 continuidade aos avancos
anteriormente obtidos com a utilizacdo da mecanica do dano concentrado em meios bidimensionais, ex-
pandindo agora a formulag¢do para um método numérico geometricamente exato, em que os resultados
mesmo em regime de pequenos deslocamentos podem ter sua acurdcia aumentada.

Keywords: Lumped damage mechanics, finite element method, geometrically exact approach.

Abstract. The nonlinear behaviour description of structures has huge importance in structural engi-
neering. In this work, the concentrated damage mechanics describes the material nonlinearity. This
approach has already demonstrated objective results and good accuracy in previous applications. The
numerical method utilised herein is the finite element method based on positions. This approach is ge-
ometrically exact and presents easy computational implementation once it considers the body positions
at the current configuration as kinematic variable. Therefore, the present work continues the advances
previously observed within the use of concentrated damage mechanics in two-dimensional domains. The
present study extends the formulation to a geometrically exact framework, in which the results even in
small displacements regime can have their accuracy improved.
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1 INTRODUCAO

O comportamento mecanico de solidos e estruturas € descrito por meio de formula¢des com-
plexas, as quais demandam a aplicacdo de métodos numéricos para a obtencdo de respostas.
Essa necessidade surge devido a limitacdo das solugdes analiticas a um conjunto problemas,
caracterizados por restritas condi¢cdes de contorno e descricdes do comportamento material.

Dentre os métodos numéricos, o método dos elementos finitos (MEF) esta entre os mais
utilizados. O MEF requer a subdivisdo do dominio em partes menores denominadas elementos
finitos. Nestes elementos, sdo empregadas funcdes de aproximacgao para a obtengdo de respostas
nodais, enquanto que respostas ao longo do elemento sdo obtidas de acordo com o grau das
funcdes adotadas.

Recentemente, uma nova abordagem para o MEF foi proposta, baseando-se em posi¢des
e realizando o equilibrio da estrutura em fun¢do das posicdes atuais dos elementos (Coda e
Greco, 2004), dando inicio ao chamado Método dos Elementos Finitos Posicional (MEFP). E
importante ressaltar que abordagens similares ja haviam sido propostas anteriormente, como as
apresentadas em Shabana (1997) e Bonet et al. (2000). Posteriormente, o método foi desenvol-
vido para andlise de trelicas espaciais (Greco et al., 2006), elementos de casca (Coda e Paccola,
2007, 2008), interacao fluido-estrutura (Sanches e Coda, 2014), entre outros problemas.

A representacdo de fenOmenos fisicamente ndo lineares se da a partir dos conceitos de 3
grandes teorias: teoria da plasticidade, mecanica da fratura e mecanica do dano. A primeira
¢ largamente utilizada para representar o comportamento de materiais ducteis, tendo surgido a
partir da observagdo de fendmenos nao lineares em metais, sendo as deformagdes permanentes
e encruamento os principais. A mecanica da fratura caracteriza a deterioracao material a par-
tir da consideracdo de descontinuidades discretas, sendo entdo muito utilizada para representar
o surgimento e a propagacdo de fissuras (Broek, 1974). A mecanica do dano, por sua vez, é
uma teoria que se encontra entre as duas anteriores, sendo capaz de representar tanto o com-
portamento ductil quanto o fragil, com a deterioracdo material sendo caracterizada a partir da
consideracdo de uma varidvel interna escalar denominada dano (Lemaitre e Chaboche, 1985).

Outra abordagem utilizada para representar fendmenos fisicamente ndo lineares, desenvol-
vida inicialmente como uma alternativa simplificada para avaliar dano em pdrticos (Florez-
Loépez, 1993), € a mecanica do dano concentrado (MDC). Esta utiliza conceitos da mecanica
da fratura e da mecanica do dano cléssica em rétulas pldsticas provenientes da teoria da plas-
ticidade. Posteriormente, a teoria foi desenvolvida para analisar diversos outros problemas de
engenharia, como vigas e tineis de concreto simples (Amorim et al., 2014), arcos de concreto
armado (Amorim et al., 2013; Brito et al., 2020), pdrticos metélicos (Bai et al., 2016, 2017),
vigas de concreto armado sujeitas a cargas de impacto (Oliveira et al., 2020; Teles et al., 2020),
andlises sismicas de porticos (Cipollina et al., 1995; Perdomo et al., 1999; Teles et al., 2021),
segmentos de tineis de concreto com fibras (Oliveira et al., 2023) e corrosao (Coelho et al.,
2019). Ainda, a teoria teve seus conceitos expandidos para meios bidimensionais dando inicio
a chamada Mecanica do Dano Concentrado Expandida (MDCX), sendo aplicada em problemas
de chapas e placas (Amorim et al., 2018; Pic6n et al., 2021).

Diante do exposto, a MDCX e o MEFP se apresentam como poderosas ferramentas para
andlise nao linear de estruturas. Neste sentido, o presente trabalho objetiva adaptar o elemento
finito da MDCX para aplicacdo em um método numérico que apresenta formulacdo geome-
tricamente exata (MEFP), permitindo assim a andlise de problemas levando em consideracdo
ndo-linearidades de diferentes natureza.
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2 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS BASEADO EM POSICOES

O MEFP €é um método numérico em que utiliza-se como varidvel cinematica a posi¢cao do
corpo na configuracio atual, sendo a formulacdo apresentada inicialmente em Coda e Greco
(2004). Utiliza-se o modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff (SVK), cuja energia espe-
cifica de deformacao € dada por:

u.(E) = %E :C:E (1)

Sendo C o tensor constitutivo eldstico de quarta ordem, que neste modelo constitutivo, € o

7z

mesmo utilizado na Lei de Hooke, e £ o tensor de deformacdes de Green-Lagrange, que é
conjugado energético do tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de 2* espécie S. Assim, tem-se:

ou,
OE
A energia mecanica total, em uma formulagdo estética, ¢ composta por duas parcelas:

S:

=C:E (2)

N=U+P 3)

Sendo U a energia de deformacao e [P a energia potencial das forcas externas.
Neste sentido, o equilibrio realizado na configuracao atual da estrutura, dado pelo principio
da estacionariedade, é:

o _OU OB [ QOB oy pest _ pint _ pest _ 0; 4
oY, Y, Y, Jo oV T he Tl
Em que foram consideradas forcas externas conservativas no termo referente ao potencial das
forcas externas.
E possivel notar que o equilibrio dado na equagio (4) é ndo-linear, e uma vez que as po-
sicdes nodais atuais sdo desconhecidas, resolve-se o sistema a partir de um processo iterativo
utilizando o método de Newton-Raphson. Neste sentido, a cada iteracdo tem-se o chamado

vetor de desbalanceamento mecanico ou vetor residuo, dado por:

r; = Eint . Fieact (5)

Arbitrando uma posi¢do tentativa Y, retorna-se um valor ndo nulo para o vetor residuo.
Expandido-se este vetor em série de Taylor e desprezando termos de ordem superior, tem-se:

87"2- 8'13-

Sendo Y a posig¢ao atual (solu¢do procurada do problema) e AY} a correcio a ser aplicada na
posicdo tentativa Y.

Como foram consideradas forcas externas conservativas, o termo referente a derivada do
residuo, que € a matriz de rigidez tangente do problema, ou matriz hessiana, € dado por:

ri(Y) = r;(YO) + ) ri(Y?) (6)

Yo YO

U
o 0Yi0Y,

87”1'

oY, (7)

YO
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3 MECANICA DO DANO CONCENTRADO

Presume-se na MDC que os efeitos ineldsticos decorrecontes de fendmenos fisicamente nao
lineares estdao concentrados em regides com espessura muito estreita (bandas de localizacdo),
enquanto que o restante do corpo se comporta de forma eldstica. Além disso, a cinematica do
problema é modificada, de modo que a deformacgdo passa a ser calculada a partir do alonga-
mento do elemento. Neste sentido, tem-se uma hipétese de equivaléncia em alongamentos em
substituicdo a hipdtese cldssica de hipdtese de equivaléncia em deformacdes (Lemaitre e Cha-
boche, 1985). Estas hipdteses contornam o problema de dependéncia de malha decorrente da
localizac@o de deformacdes, conforme apresentado em Picon et al. (2021).

3.1 MDC em meios uniaxiais

A supracitada hipétese de equivaléncia em alongamentos pode ser facilmente entendida a
partir da andlise de um elemento uniaxial (Fig. 1.a), sendo definida como:

§ =6+ & 8)

Em que 6° e §¢ sdo o alongamento eldstico e devido a danificagiio, respectivamente, € & o
alongamento total, que pode ser calculado por:

o= y{i =) ®

J

Sendo u; € u; os deslocamentos dos nés 7 e j, respectivamente, e [bo} a matriz de de transfor-
magcdo cinemdtica do elemento.
Para o0 mesmo problema, o vetor de for¢as internas é:

{Q} = ADp""0 (10)

Sendo A a drea da se¢do transversal e ¢ a tensdo normal no elemento.

O alongamento devido a danificagdo d¢ é nulo inicialmente e atualizado no decorrer da ana-
lise de acordo com o critério adotado, sendo neste trabalho adotada a lei de dano apresentada
na equacao (11), com comportamento apresentado na Figura (1.b) e (1.c) (Teles, 2022).

d
g =0 — o exp(qd?) (11)
u
As A Forca
Ocr Ocr
Comportamento
__» elastico Qualquer que seja
E,A L a discretizagdo
Banda de d
7 localizagao 6; Uy
(a) Elemento finito (b) comportamento (c) comportamento
da lei de dano for¢a-deslocamento

Figura 1: Elemento finito de barra da mecanica do dano concentrado.

As equagdes anteriormente apresentadas sdo utilizadas para resolver o problema a partir
do MEF convencional, que utiliza deslocamentos como varidvel cinematica. Para resolver o
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problema utilizando MEFP, torna-se necessario reescrever os alongamentos em funcao das co-
ordenadas final e inicial do elemento. Assim, a equagdo (9) € reescrita como:

o= (= u s h) - (b a{)) = - — e L a2)

Sendo y;, y;, x; € x; as coordenadas finais e iniciais dos nds i e j, respectivamente, [bY] e
[bX] as matrizes de transformagdo cinemética do elemento para as coordenadas finais e iniciais,
respectivamente, e Lx e Ly o comprimento do elemento na configuracao inicial e ao final da
andlise.

3.2 MDC em meios bidimensionais

A expansdo dos conceitos da MDC para meios bidimensionais foi realizada inicialmente por
Amorim et al. (2018), dando inicio a chamada MCDX. Utilizou-se como base o elemento finito
quadrilateral com 4 nés e a medida de deformacdo linear. No presente trabalho, para utilizar o
MEFP, a medida de deformacao utilizada € a de Green-Lagrange, calculada em qualquer ponto
interno do sélido em func¢do das coordenadas absolutas como:

{E} = BJ{Y} - {X}) (13)

Sendo {Y'} e { X'} os vetores que contém as coordenadas finais e iniciais do elemento, respecti-
vamente, ¢ [B| a matriz de transformagéo do elemento, que contém relagdes entre as derivadas
das funcdes de forma. Mais detalhes a respeito desta podem ser vistos em Vaz (2011).

Ao utilizar como base este elemento finito, Amorim et al. (2018) propds que o campo de
deformacdes pudesse ser calculado em fungdo dos alongamentos de uma trelica equivalente
composta por 5 barras denominadas numexes (Fig. 2.a).

O vetor que armazena os alongamentos dos numexes é definido como:

{5}t = [03j, Oik» Oits O, O] (4

Similar ao apresentado na equacio (12), os alongamentos dos 5 numexes podem ser calcula-
dos como:

{0} = I{Y} - Y {X} = {\"} - {\¥} (15)
As matrizes de transformacao cinematica da MDCX sdo definidas, de forma genérica, como:
_Cij —Si]’ cij Sij O O 0 O
—Cikk  —Sik 0 0 Cik. Cik 0 0
[b] = | —Cii —SjI 0 0 0 0 Cil Sil (16)
0 0 —Cjk —Sjk Cjk  Sjk 0 0
0 0 0 0  ar S —Car —Si

Sendo ¢;; € s;; 0s valores do cosseno e seno do dngulo formado pelo segmento 7j com o €ixo
horizontal, e assim sucessivamente para os demais numexes. Para calcular a matriz de trans-
formagdo cinematica [b*] utiliza-se os Angulos calculados na configuragdo inicial, € para [bY]
utiliza-se os valores na configuragado atual.

Assim, as grandezas utilizadas para calcular os numexes, sdo também utilizadas para calcular
o campo de deformagdes:
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{E} = [TY]{\"} = [T¥]{\*} (17)

Em que [TY] e [T*] sdo as matrizes de transformagdo dos numexes, calculadas a partir da
relacdo entre as equacoes (13) e (17), que resultam:

[B] = [T"][b"]

[B] = [T¥][b]

Para computar os efeitos da danificagdo do material, sdo inseridas quatro bandas de localiza-
cdo, nas arestas do elemento quadrilateral (Fig. 2.b e 2.c), conforme proposto por Amorim et al.

(2018), sendo eﬁj a espessura da banda 75 no né ¢. Estas espessuras de banda sao utilizadas para
calcular o alongamento devido a danificagdo:

(18)

ij il
8ij€; — Sil€;

i ,
_C’L]el] + Cile.ll

i

ot L

5ij€; +s]kej
d Y —C; -eij — C-kejk

{67} =Y T T TR (19)

sipel” — sppetk

Jk k'k lkC
J Ik

—Cjkey, + ¢y,

s,le}l — slkeﬁk

czlefl + clkeﬁk

(a) Numexes (b) Posigdo das bandas (c) Evolugdo das bandas

Figura 2: Elemento finito da MDCX (a), representacdo das bandas de localizacao (b) e (c) (adaptado de Amorim
et al. (2018)).

Assim, a lei constitutiva apresentada na equacao (2), considerando a deformagdo de Green
calculada a partir da equag@o (17) e o alongamento devido a danificagdo (19), pode ser reescrita
como:

S=C: ([TV]{\"} = [T {\*} = [T"]{s"}) (20)
Para controlar o crescimento de cada banda de localizagcdo em cada nd, € utilizada a mesma
lei de dano apresentada na equacdo (11):

b — ol exp(ge) < 0; g;j = a;.j — afg;j exp(qeéj) <0 (21)

ij o i
9 = 0;

Sendo 0}’ e o as tensdes de Cauchy na dire¢io perpendicular a banda 7j nos nés i e j, res-
pectivamente, o, e 0. as tensdes criticas nos nds 7 ¢ j da banda ¢j, respectivamente, e ¢ um
pardmetro do material. A mesma equacao € utilizada para as demais bandas de localizacao.
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4 RESULTADOS
4.1 Pilar com carga excéntrica

Avalia-se um cldssico problema da andlise ndo-linear geométrica de estruturas, conhecido
como linha eléstica de Euler, em que um pilar esbelto ¢ submetido a uma carga excéntrica. O
problema ¢€ originalmente apresentado em Fujii (1983) e posteriormente em Simo et al. (1984).

A geometria e as condicdes de contorno do problema sao apresentadas na Figura 3.a. O
modulo de elasticidade adotado foi de 210 GPa, enquanto que o coeficiente de Poisson foi
adotado como nulo. O pilar esta submetido a um carregamento de 37100 kN, aplicado em 300
passos de carga em uma malha que contém 300 elementos. Além disso, é considerado estado
plano de tensdes com espessura unitdria (1 m).

Ressalta-se que este € um exemplo eldstico, utilizado para validar a mudanca na cinemética
da formulagd@o, na qual as deformacdes passam a ser calculadas a partir do alongamento dos
numexes. Para realizar tal validacdo, o mesmo exemplo foi analisado no software Ansys (2022),
utilizando-se o elemento finito PLANE182, que corresponde ao elemento quadrilateral com 4
nés, uma malha com 291 elementos e 0 mesmo nimero de passos de carga.

A comparagdo entre a resposta numérica e a configuragdo deformada do pilar obtidas pelo
presente trabalho e pelo software Ansys (2022) sao observadas nas figuras 3.b-d. Estes resulta-
dos validam a mudanga na cinematica da formulacao e a implementagdo realizada, de modo a
representar com boa acuricia a ndo linearidade geométrica de s6lidos homegéneos.

P 40

¢ Ansys (2022)

N

1
(%)
[

——Presente trabalho

[} v
W o

Forga aplicada (.10° kN)
[~}
(=}

200 cm

15 1

10

5 4

N 0 T T T
AN 0 40 80 120 160
6,63 cm Deslocamento horizontal (cm)
(a) Geometria do problema (b) Resposta numérica
q B
Deslocamento Deslgcamento
horizontal (cm vertical (cm)
Deslocamento Deslocamento 8.302E401 9.725€-01
horizonta] (Cm) Vertical (Cm) \ 7.460E+01 -3.556E+01
\ 6.527E+01 -7.209E+401
L1 ‘ 5.595E+01 -1.086E+02
- ‘ 4.662E+01 -1.451E+02
=] 3.730E+01 -1.817E+02
- 2.797E+01 -2.182E+02
] ~71.3819 1.865E+01 -2.547E+02
l:] —35 07 9-5 9.324E+00 l -2.913E+02
1.223 0.000E+00 s -3.278E+02
(c) Deformada Ansys (2022) (d) Deformada presente trabalho

Figura 3: Problema linha eldstica de Euler.
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4.2 Chapaem L

Neste exemplo € avaliada uma chapa em L submetida a um deslocamento imposto aplicado
a 30 mm da extremidade (Fig. 4). Este problema foi avaliado experimentalmente em Win-
kler et al. (2001), em que o material utilizado era concreto com resisténcia a compressao de

31 N/mm?, resisténcia a tracao de 2,7 N/mm?2, médulo de elasticidade de 25850 N/mm? e coefi-
ciente de Poisson de 0,18.

250 250

250

deslocamento f
imposto

30

250

Dimensdes em mm

Figura 4: Chapa em L (adaptado de Winkler et al. (2001)).

Para realizar as simulacdes, adotou-se modulo de elasticidade de 20000 N/mm?, tensdo cri-
tica igual a resisténcia a tragdo experimental, coeficiente de Poisson também igual ao experi-
mental, e parAmetro ¢ de -25 mm™'. Foi aplicado deslocamento de 1 mm em 500 passos, em
duas malhas com 568 e 732 elementos.

A comparacdo entre a resposta experimental e numérica € apresentada na Figura 5.a. Nota-
se que o modelo numérico apresenta boa acuricia na predi¢do do comportamento do material,
inclusive na fase de amolecimento. Na Figura 5.b sdo apresentadas as bandas de localizac¢do
com valores ndo-nulos ao final da andlise com a malha de 768 elementos, explicitando uma
regido de falha do problema em concordancia com a apresentada em Winkler et al. (2001).

8.00
7.00
------ Intervalo experimental
6.00 —— 588 elementos
g 5.00 —— 768 elementos
= 4.00
o
;0: 3.00
‘ Bandas (mm)
2.00 o 0.00----0.00
Lo ST —— 0.00----0.13
0.13-----0.25
0.00 e
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 fes=h.ah
—— 0:38-0.51
Deslocamento (mm)
(a) Resposta experimental e numérica (b) Valores das bandas ao final da analise

Figura 5: Resultados chapa em L.
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho foram apresentadas as adaptacOes necessdrias para utilizar a MDCX em um
método numérico que apresenta formulacdo geometricamente exata, o MEFP. A formulacdo foi
aplicada, sem dano, inicialmente em um problema eldstico com forte ndo linearidade geomé-
trica, validando as adaptagdes na cinemética da formulagao.

Além disso, foi analisado um problema que apresenta ndo-linearidade fisica com resultados
experimentais. Neste, foi possivel avaliar o comportamento do modelo na fase de amoleci-
mento, em que os resultados mostram a boa acuricia na predi¢do do comportamento do material
utilizando uma lei de dano exponencial.
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