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Resumo. O embutimento de fibras em meios sélidos permite a representacéo e modelagem de diversos
materiais compositos utilizados na engenharia. Neste trabalho, estas fibras sdo descritas como elementos
unidimensionais e utiliza-se uma técnica que nao acrescenta graus de liberdade ao problema, permitindo
a simulacdo de materiais compdsitos sem grande aumento no custo computacional. A consideracdo de
ndo-linearidade fisica no sélido é abordada neste trabalho a partir dos conceitos da Mecénica do Dano
Concentrado aplicados em meios bidimensionais, que ja apresentou resultados objetivos em trabalhos
anteriores. Além disso, utiliza-se o método dos elementos finitos baseado em posi¢des como método
numérico para solugcdo do problema, cuja formulagdo € geometricamente exata e apresenta facil imple-
mentacdo computacional.

Keywords: Lumped damage mechanics, finite element method, fibbers embedding, geometrically exact
approach.

Abstract. The fibbers embedding in solids enables the representation and modelling of several com-
posite materials utilised in engineering field. In this work, the fibbers are described as one-dimensional
elements. This approach does not increase the number of degrees of freedom and allows the modelling
of composite materials without a large computational effort. The lumped damage mechanics concepts
describe the material nonlinearity herein, which have already demonstrated objective results and accu-
racy in previous works. In addition, it is used the finite element method based on position as numerical
method. Its formulation is geometrically exact and solves the problem within an easy computational
implementation.
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1 INTRODUCAO

A formulacdo de modelos matematicos que descrevem o comportamento mecanico de so-
lidos e estruturas apresenta solucdes analiticas limitadas a um pequeno conjunto de exemplos
com restritas condi¢des de contorno e consideragdes de comportamento material. Estas retri-
coes, por vezes, ndo sdo suficientes para representar adequadamente o comportamento mecanico
de materiais e estruturas reais, sendo necessario o desenvolvimento de métodos numéricos para
solucdo destas formulacdes. Neste sentido, 0 Método dos Elementos Finitos (MEF) € uma das
técnicas mais utilizadas para anélise de problemas de engenharia, em que a partir da discretiza-
¢do do dominio do problema em elementos finitos, conectados entre si através de nds, e a partir
da aplicagdo de condi¢des de contorno e equilibrio, € possivel obter a solucdo do problema.

Uma abordagem do MEF que apresenta formulacdo geometricamente exata é o Método dos
Elementos Finitos Posicional (MEFP), que foi proposto por Coda e Greco (2004). Nesta for-
mulacdo, o equilibrio € realizado na configuragdo atual e calculado em fun¢do da posi¢cdo dos
nés. Shabana (1997) e Bonet et al. (2000) propuseram abordagens similares. Ainda, a aborda-
gem foi desenvolvida para andlise de trelicas espaciais (Greco et al., 2006), elementos de casca
(Coda e Paccola, 2007, 2008), interacdo fluido-estrutura (Sanches e Coda, 2014), dentre outros
problemas. A fim de representar materiais compdsitos, Vanalli et al. (2007) apresentaram uma
técnica que permite representar fibras eldsticas com aderéncia perfeita sem acrescentar graus
de liberdade ao problema utilizando MEF convencional. Posteriormente, Sampaio et al. (2013)
estenderam o trabalho para o MEFP.

A teoria da plasticidade, a mecanica da fratura e a mecanica do dano formam a base das
abordagens utilizadas para anélise de fendmenos fisicamente nao-lineares. A plasticidade é
uma teoria que descreve o comportamento de materiais que apresentam deformagdes perma-
nentes, tendo surgido justamente a partir da observacdo deste fendmeno e do encruamento em
materiais ddcteis. A mecanica da fratura, por sua vez, descreve a deterioracdo material a par-
tir da propagacao de discontinuidades discretas, tendo surgido a partir da observacao de falhas
catastréficas em materiais frageis (Broek, 1974). A mecanica do dano, por fim, descreve a de-
gradacdo material a partir da introducio de uma varidvel interna de dano (Lemaitre e Chaboche,
1985), sendo utilizada para representar materiais que apresentam comportamento ductil e fragil.

Outra abordagem para a considera¢do da ndo-linearidade material € a Mecanica do Dano
Concentrado (MDC), que foi proposta por Florez-Lépez (1993) para andlise de porticos, apli-
cando conceitos da mecanica da fratura e do dano classica em rétulas plasticas. A teoria foi
desenvolvida posteriormente de modo a permitir a anélise de outros problemas de engenharia,
como a andlise sismicas de porticos (Cipollina et al., 1995; Perdomo et al., 1999; Teles et al.,
2021), vigas e tineis de concreto simples (Amorim et al., 2014), arcos de concreto armado
(Amorim et al., 2013; Brito et al., 2020), pdrticos metélicos (Bai et al., 2016, 2017), vigas de
concreto armado sujeitas a cargas de impacto (Oliveira et al., 2020; Teles et al., 2020), corrosao
(Coelho et al., 2019), segmentos de tineis de concreto com fibras (Oliveira et al., 2023), entre
outros. Mais recentemente, a MDC foi expandida com resultados satisfatérios para meios bidi-
mensionais em Amorim et al. (2018) e Picon et al. (2021), dando inicio a Mecanica do Dano
Concentrado Expandida (MDCX).

Neste sentido, o objetivo deste trabalho € implementar a técnica de embutimento de fibras
no elemento finito da MDCX adaptado para utilizacio do MEFP, permitindo a representacdo
de fendmenos geometricamente e fisicamente nio lineares em materiais compositos, que sao
amplamente utilizados na engenharia, sem grande aumento no custo computacional.
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2 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS BASEADO EM POSICOES

A formulagdo do método é apresentado incialmente em Coda e Greco (2004), na qual o
equilibrio € realizado na configuracio atual e calculado em fun¢do da posi¢ao dos nos:

ol ou  oP SaE
aY; Y,

= dQ — Ff™ = F/™ — F&t =, 1
aY; Q 8YZ (2 1 (2 r ( )
Sendo II a energia potencial total, U a energia de deformacdo, P a energia potencial das forgas
externas, S o tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de 27 espécie, IE o tensor de deformacdes de
Green, F£** as forgas externas (conservativas) e F;™ as forcas internas. Ainda, utilizou-se na
parcela de energia de deformagao o modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff (SVK):

uJ]E)z%E:C:EiSz?E

Sendo C o tensor constitutivo eldstico de quarta ordem.

Uma vez que o equilibrio dado pela equag@o (1) € ndo-linear e as posi¢cOes nodais atuais
sdo desconhecidas, o sistema € resolvido iterativamente pelo método de Newton-Raphson, e em
cada iterac@o tem-se o vetor residuo, que expandido em série de Taylor e desprezando os termos
de ordem superior, resulta:

~C:E 2)
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Sendo Y a posic¢io atual (solucdo do sistema), Y a posi¢io tentativa e AY}, a corre¢do aplicada
a posicao tentativa.

A matriz de rigidez tangente, dada pela derivada do residuo e considerando forgas externas
conservativas, €:

(V) = r;(Y?) + )_ r:(Y?) (3)
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2.1 Embutimento de fibras

A técnica utilizada neste trabalho para representar as fibras foi apresentada em Vanalli et al.
(2007) utilizando o MEF e estendida para o MEFP por Sampaio et al. (2013). A técnica nao
acrescenta graus de liberdade ao problema e ndo necessita que os nds das fibras coincidam com
os nods dos sélidos. A ideia € escrever as posi¢oes nodais das fibras em funcao das posicdes no-
dais do sélido, e assim computar as contribui¢cdes de forca interna e matriz de rigidez tangente.
Neste sentido, as posicdes nodais das fibras s@o escritas como:

X7 = (&7, 65) X (5)

Sendo &7 e &8 as coordenadas adimensionais do né da fibra definidas no dominio do sélido
(incégnitas da equacdo), ¢; as func¢des de forma do sélido, X;; as coordenadas dos nés do
s6lido no qual o né p da fibra de coordenadas X! estd inserida e i e [ os indices que denotam
a direcdo e ndmero do né do sélido. A mesma equagdo € valida para determinar as posi¢oes
atuais dos nés das fibras Y.

Reescrevendo a equacdo 5 em forma de série de Taylor e desprezando os termos de ordem
superior, tem-se:
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Oi(&1,62)

5 A& = XP — XP' = H;AE (6)
G et et
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Em que o sobrescrito pt denota a posi¢do tentativa para solu¢do do sistema, A; € a corre¢do
aplicada a posicao tentativa.
Para calcular as contribui¢des de forca interna e matriz de rigidez tangente do MEFP, é
necessdrio realizar a diferenciacdo da energia de deformacgdo em relagdo ao vetor de posi¢des
atuais, que resulta:

Yp

Y34 Yga
Sendo a equacdo ndo-nula apenas quando a dire¢do « do sélido € igual a direcao ¢ da fibra.

Neste trabalho, utilizou-se para representar as fibras o elemento finito de barra simples, que é

o elemento de trelica. Assim, calcula-se o vetor de for¢as internas e a matriz de rigidez tangente
do elemento exatamente conforme apresentado em Greco et al. (2006), e com a técnica de
embutimento (Sampaio et al., 2013) distribui as contribui¢des para o vetor de forcas internas e
matriz de rigidez tangente do s6lido ao qual a fibra esta inserida.

(67,85) = 00ibpd(&1,£5) = aitop (&7, E5) (7

3 MECANICA DO DANO CONCENTRADO

Uma vasta revisao a respeito dos trabalhos da MDC pode ser encontrada em Florez-Lopez
et al. (2015). De maneira sucinta, presume-se que os efeitos ineldsticos estdo concentrados
em regides muito estreitas, chamadas bandas de localizacdo, e o restante do corpo permanece
elastico. Além disso, é adotada a chamada hipétese de equivaléncia em alongamentos, que
substitui a hipétese de equivaléncia em deformagdes (Lemaitre e Chaboche, 1985), uma vez
que as deformacdes passam a ser calculadas a partir do alongamento do elemento. Estas consi-
deragdes permitem superar o problema de dependéncia de malha decorrente da localizagao de
deformacgdes (Picon et al., 2021).

Os conceitos da MDC foram expandidos para meios bidimensionais em Amorim et al.
(2018), dando inicio a MDCX, utilizando o elemento finito quadrilateral com 4 nés como base.
A fim de expandir os conceitos para o MEFP, utiliza-se neste trabalho a medida de deformacgado
de Green-Lagrange, que é dada por:

{E} = [BJ{Y} - {X}) (8)
Sendo { X } e {Y'} os vetores que contém as coordenadas dos nds do elemento na configuragdo
inicial e atual, respectivamente, e [B] a matriz de transformagao do elemento.
Em seu trabalho, Amorim et al. (2018) propds que o campo de deformagdes pudesse ser
calculado em fungdo dos alongamentos de cada um das 5 barras (denominadas numexes) de
uma trelicdo equivalente (Fig. 1.a). O vetor que armazena estes numexes é:

{5}t = (045, Oik» it Ok, Oue] 9)

Em Amorim et al. (2018) o vetor de numexes € calculado a partir dos deslocamentos, en-
quanto que neste trabalho para tornar possivel a utilizacdo do MEFP, calcula-se de forma exata
em func¢do das coordenadas inicial e final do elemento:

{0} =" [{V} = b ]{x} = {\} - {»"} (10)
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Sendo [bY] e [b*] as matrizes de transformacéo cinematica do elemento na configurago atual
e inicial, respectivamente.

Assim, o campo de deformagdes pode ser calculado a partir das mesmas grandezas utilizadas
no cdlculo dos numexes como:

{B} = [T ]{\"} = [T {\"} (11)

Em que [TY] e [T*¥] sdo as matrizes de transformagdo dos numexes, calculadas relacionando as
equacoes (8) e (11), resultando:

[B] = [T"][b"]

[B] = [T¥][b]

Conforme proposto em Amorim et al. (2018), a fim de quantificar os efeitos da danificacao,

insere-se nas arestas do elemento 4 bandas de localizacdo (Fig. 1.b). A espessura em cada

um dos dois nds destas bandas € utilizada para calcular o alongamento dos numexes devido a
danificacao:

(12)

ij il )
Sij€; — Sil€;
—cz-je? + Cile;l
Y] L
5ij€; +3Jkej
ORI a3
sl — spelk
Jk k.k IkCE
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\ V

Em que ¢ é a espessura da banda ij no né i, s;; e ¢;; sio os valores do cosseno e seno do
angulo formado pelo segmento ij com o eixo horizontal, e assim sucessivamente para as demais
bandas.

Adota-se para controlar o crescimento das bandas de localizacdo a lei de dano apresentada
na equacao (14), com comportamento conforme a Figura 1.c (Teles, 2022).

ij

g =0 —od exp(qe)) <0; g7 =] — o exp(ge) <0 (14)

Sendo afj e a;-j as tensdes de Cauchy na dire¢do perpendicular a banda 7j nos nés ¢ e j, res-
pectivamente, oy, e o as tensdes criticas nos n6s ¢ e j da banda ij, respectivamente, e ¢
um parametro do material analisado. O mesmo critério é adotado para as demais bandas de
localizacao.

Por fim, a lei constitutiva (Eq. 2) considerando a deformac¢do de Green (Eq. 11) e a danifi-
cacdo (Eq. 13) é dada por:

S=C: ([TV]{\} - [T¥]{N} - [T"] {6}) (15)
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(a) Numexes (b) Posi¢ao das bandas (c) Comportamento lei de dano

Figura 1: Elemento finito da MDCX.

4 RESULTADOS
4.1 Exemplo 1: validacao fibras

Este exemplo trata de uma chapa quadrada com apoios deslizantes em duas das faces e
submetida a deslocamento imposto uniformemente em 10 passos nas outras duas (Fig 2). Para
o solido, foi adotado um material com mddulo de elasticidade de 2500 kN/cm? e coeficiente de
Poisson nulo em regime eldstico. Neste trabalho utilizou-se para o sélido uma malha com 400
elementos quadrados com aproximacao linear e 441 nés, enquanto que Ramos (2020) utilizou
uma malha com 200 elementos triangulares com aproximagao cubica e 961 nos.

Com relagdo as fibras embutidas, foram testadas trés configuracdes: apenas fibras horizon-
tais, fibras ortogonais e fibras aleatdrias. Em todos os testes, foi mantida a mesma propor¢ao vo-
lumétrica de 25,905 %. Neste sentido, em ambos os trabalhos, a primeira configuragdo contém
33 fibras longas discretizadas em 1320 elementos com drea de se¢do transversal de 0,785 cm?
e a segunda contém 66 fibras longas discretizadas em 2640 elementos com area de 0,3925 cm?.
A tltima contém 1320 fibras com comprimento de 5 cm e drea de se¢do transversal 0,3925
cm? em Ramos (2020), e 660 fibras com comprimento de 5 cm e area de secdo transversal
0,785 cm? neste trabalho. O material adotado para as fibras possui médulo de elasticidade de
21000 kN/cm?2.

__— Leitura da for¢a
de superficie

100 cm u=0,10cm

100 cm
(a) geometria e condigdes de contorno (b) malha e leitura da forga de superficie

Figura 2: Exemplo quadrado com fibras (adaptado de Ramos (2020)).

Na figura 3.a € apresentada a situa¢do deformada (com escala de 100x) da chapa sem fibras
ao final da analise. Os deslocamentos horizontais do sélido sem fibras, das fibras horizontais,
ortogonais € aleatdrias podem ser vistos nas figuras 3.a-d. Os deslocamentos verticais apresen-
tam a mesma distribuicdo e valores, mas evidentemente, na outra direcao.
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Figura 3: Deslocamento horizontal.

A tabela 1 apresenta a comparagdo entre os valores de forca de superficie nas faces superior
(vertical) e direita (horizontal). Observa-se que os resultados obtidos neste trabalho sdo muito
préoximos aos resultados obtidos por Ramos (2020), validando a implementacdo das fibras.

Disposicdo das fibras Ramos (2020) Este trabalho Diferenca %
Horizontal | Vertical | Horizontal | Vertical | Horizontal | Vertical
Sem fibras 2,52 2,52 2,50 2,50 -0.48% -0.48%
Fibras horizontais 7,96 2,52 7,95 2,50 -0.15% -0.49%
Fibras 2 direcdes 5,24 5,24 5,23 5,23 -0.21% -0.21%
Fibras aleatdrias 4,64 4,58 4,55 4,55 -1.96% -0.61%

Tabela 1: Comparac¢do com o trabalho de Ramos (2020) da forca de superficie obtida.

4.2 Exemplo 2: viga sob flexao de 4 pontos

Neste exemplo € avaliada a falha de uma viga de concreto armado biapoiada submetida a
flexdo de 4 pontos (Fig. 4.a), experimentalmente testada em Alvares (1993), com trés configu-
racOes de armacao longitudinal (Fig. 4.b-d). O moédulo de elasticidade do concreto € 29,20 GPa,
a resisténcia a tragdo € 2,04 MPa, o coeficiente de Poisson € 0,2, e 0 mddulo de elasticidade do
aco é 196 GPa. Para realizar as simulagdes, adotou-se o pardmetro ¢ com valor de -35,0 mm'!.

Para o s6lido bidimensional utilizou-se uma malha com 1248 elementos e a andlise foi re-
alizada em 500 passos. Para representar os estribos foram utilizados 256 elementos de fibra,
enquanto que para as armaduras longitudinais foram utilizados 802, 1058 e 1314 elementos,
respectivamente, para as vigas subarmada (Fig. 4.b), normalmente armada (Fig. 4.c) e superar-
mada (Fig. 4.d).

A figura 5a-c apresenta os resultados obtidos. E possivel notar que a resposta numérica
para as trés configuracdes de armacgdo estdo contidas nos intervalos experimentais dados na
referéncia. Além disso, € possivel notar que as bandas estdo localizadas em regides esperadas
para um problema desta natureza, validando assim a implementa¢do da MDCX no MEFP com
fibras embutidas.
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Dimensdes em mm F F

] 800 800 100
(a) geometria e condigdes de contorno

120 20

205 2¢5

245
$5¢/120 260 $5¢/120 230

$5¢/120
3410 3910 7610 30
130 130
120 120 120
120 120 120
(b) subarmada (¢) normalmente armada (d) superarmada

Figura 4: Esquema experimental (adaptado de Alvares (1993)).

32.00 32.00 '/, - 32.00 /" ,»"'
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8.00 | 2 ) 8.00 A4 = = = Intervalo experimental 8.00 ol = = = Intervalo experimental
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e e 1 I A e e T T R
(a) viga subarmada

(b) viga normalmente armada (¢) viga superarmada

Figura 5: Valores de banda de localizag@o e resposta numérica.

5 CONCLUSOES

Neste trabalho foi implementada a técnica de embutimento de fibras no elemento finito da
MDCX adaptado para utilizagdo do MEFP, permitindo a representacdo de fendmenos geome-
tricamente e fisicamente nao lineares em materiais compdsitos, que sdo amplamente utilizados
na engenharia. A técnica utilizada permite representar fibras eldsticas com aderéncia perfeita e
ndo apresenta acréscimo relevante no custo computacional, uma vez que nao acrescenta graus
de liberdade ao problema.

A implementacdo da técnica de embutimento foi validada a partir da comparacdo com um
exemplo da literatura técnica, em que tanto o s6lido quanto as fibras apresentam comporta-
mento eldstico. Além disso, para validar a implementacio da MDCX no MEFP com fibras
embutidas, foi simulada uma viga de concreto armado biapoiada submetida a flexdo de 4 pon-
tos, cujos resultados numéricos obtidos estdo contidos nos intervalos experimentais e a regiao
mais danificada também reflete 0 comportamento experimental.
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