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Resumen. En el presente trabajo se recorre en apretada sintesis un grupo de modelos de conduccién
del calor, y de difusion, en solidos con micro-estructuras (S. Forest y E.C. Aifantis, Int J Solids Struct,
47(25):3367-3376 (2010)), y en Metamateriales, clasificados genéricamente como Sistemas de Onsager
(G. Nika, Mod Phys Lett B, 37(11):2350011 (2023)), poniendo especial énfasis en la construccién de sus
ecuaciones constitutivas, y en la definiciéon de sus ecuaciones de conservaciéon balance en cada caso. Las
microestructuras consideradas son: inclusiones y defectos, en medios cristalinos. Los Metamateriales
considerados son de tipo micromoérficos (P. Neff et al., Contin Mech Thermodyn (2013)).

Keywords: Non-Fourier heat conduction, microtemperatures, second gradient elasticity theory.

Abstract. In the present work, a group of models of heat conduction and diffusion in solids with micros-
tructures (S. Forest and E.C. Aifantis, Int J Solids Struct, 47(25):3367-3376 (2010)), and in Metamate-
rials, generically classified as Onsager Systems (G. Nika, Mod Phys Lett B, 37(11):2350011 (2023)), is
reviewed in a tight synthesis, placing special emphasis on the construction of their constitutive equations,
and on the definition of their balance conservation equations in each case. The microstructures conside-
red are: inclusions and defects, in crystalline media. The metamaterials considered are micromorphic (P.
Neff et al., Contin Mech Thermodyn (2013)).
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1. INTRODUCCION

En este trabajo se analizan las principales lineas tedricas en relacién con fendmenos y proce-
sos de conduccion del calor y difusion de especies quimicas en materiales Microestructurados y
en Metamateriales de tipo micromorficos, desde la perspectiva de Onsager y Mielke—Roubicek,
es decir introduciendo una categoria relativamente nueva de operadores como lo son los de ti-
po disipativos, los cuales, en general satisfacen alguna condicién entrépica. Desde un punto de
vista geométrico, los operadores de Onsager son estructuras que pueden definirse en la forma
siguiente, se trata de una tripleta de objetos

(X, ¢, K); ue X,9: X - RU{o0}; K(u): X*—> X

donde X es el Espacio de estados, contiene a u, K (u) es un operador lineal simétrico y definido
positivo se conoce como operador de Onsager. El espacio de estados X, se asume definido sobre
un Espacio de Banach reflexivo con dual X*.

Los sistemas de Onsager describen sistemas débilmente alejados del equilibrio termodindmi-
co, de modo que naturalmente se expresan con objetos formales cuasi-lineales, o no lineales, en
general. Contienen, ademas, términos disipativos, lo cual define un modo de evolucion acoplado
a una estructura adicional llamada inclusién diferencial, u operador sub-diferencial.

2. SISTEMAS DE ONSAGER

Se expresa formalmente un sistema de Onsager, en la forma siguiente:
= Definicion de conservacién del flujo de entropia
s =s(u,q;); Os(u,qj) + DyJ; =0 >0
Dy, — Operador diferencial generalizado

= Estructura del sistema de Onsager con un término de disipacion

q;(7, 1) = — K (u) Di{ @(u(T, 1))} — Djip(u) (1)
0 (u(z,t)) = —D;q;(Z,t) ; Op(u) 2 || Dyjll ; ¢ — sub-diferencial (2)
Kji(u) € (V(Rp))™? s Kji(u) = Kj(u) 5 q; € (L*(Ry))’ 3)

j — flujo disipativo
Una generalizacion inmediata podria escribirse en la forma siguiente
= Definicién de conservacién del flujo de entropia

s =s(u,q;); Os(u,q;) + DypJ; =0>0

» Estructura del sistema de Onsager con memoria

q;(7,t) = —Kj(u) Dp(P(u(7,1))) — (g(t — 7) o (Kjx(u) Dp¥ (u(Z,7))))—
—Djpp(u) 4
O (u(Z, 1)) = —D;q;(Z,t) 5 Op(u) 3 || Dijll 5 g € LA(R)) 5)
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3. SISTEMAS DE GRADIENTES

Los sistemas gradientales, o simplemente de gradientes son equivalentes a los sistemas de
Onsager, en estos se define explicitamente la forma del operador derivacién

= Definicion de conservacién del flujo de entropia
s =s(u,q;); Os(u,q;) + I, =0>0

» Estructura de Gradientes sin disipacion

QJ'(:E; t) = - ]k(u)(q)(u(f7 t))),k ; atu<f> t) = _qjvj(f’ t)

A continuacion, se escribe el sistema de gradientes que acopla un campo visco-elastodindmico

micro-estructurado conteniendo inclusiones en el sentido de Eshelby-Mura, y s-campos
escalares utilizando la técnica de gradientes

5 = s(us, qj, uj, ;) ; Ops(u, qj, uz, ;) + Ji, =0 >0 (6)

Ous(Z,) + Y a M iy 1 (T, 1) = —q} (T, 1) (7)
s=1

q; (T, 1) = — K3 (us) (P(us(7,1))) 1 @)

Ecuaciones constitutivas y de conservacion balance

oi1(Z,1) = Ciramtism(T,t) + Clymium (T, 1) Z s { M5, @ (u (7, 1))} 9)
&guj(f,t) +0'jk,k<fa t) =0 (10)
010k (T, 1) + Clipimtim (T, 1) + Clpypy i (7T, 1) Z s Mjjus(T,t) =

Syklm( )E:lm( t) (11)

Las matrices asociadas a los tensores de cuarto y de segundo orden verifican las siguientes
propiedades y son todas definidas positivas

e v 3X3x3x3 . e,v e,v e,v e,v
Cjklrm jklm> S klm eV Cjklm ijlm Cjkml Clmjk

S 3x3 . S s . +

S]klm Sk:]lm Sjk’ml ; M, e VOr s M = My, o € Ry

E. Aifantis propone una quimio-elasticidad, asociada a un sistema bifésico ion-litio, la cual
también puede escribirse en términos de un sistema de gradientes en la forma siguiente:

J;(Z,t) = —Djgcp(Z,t) — (Nioi xc(Z,1)) ;1 Oe(Z,t) + I, ;(2,t) =0 (12)

V(e Ve, g treg) = f(e) + (1/2)e K e+ (1/2)e3Coumeint
(1/2)8516,71 jeklmglmn ) Ejk: = &jk — CMjk c= C/Cmax / 0 S c S 1 (13)

M ;. Tensor de acoplamiento de fases; M., K. € V3*3 simétricos.
7k k> 7k

f(C> = ILLOC + Recmaz{élné =+ (]. — E) 11’1(1 — 6)} —+ Recmaxaé(l _ Cmaw)

Copyright © 2023 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



838 J.C. BARRETO, J.L. MROGINKI, H.A. DI RADO

R: Constante de los gases; 6: Temperatura; 1°: Potencial de referencia de p
Ojk = 2G€jk + )\tT&Tjj - l%((QG + 3)\)/3)@2757"83']‘].]']C - (2G + 3/\)M0(C - l%@QC)ljk (14)

Neff et al. (2013); Khurana et al. (2018) introducen un meta-material de tipo micromérfico, que
difiere del propuesto por Eringen (1968), en el sentido de que este dltimo propone la existencia
de un campo escalar de strecht, que, junto con el campo vectorial de micro-rotaciones (micro-
polaridad en el sentido de Cosserat) define la cualidad de micromérfico al material, cuyas pro-
piedades fueran compatibles con esta formulacion, en cambio, los primeros autores menciona-
dos, introducen un campo tensorial de segundo orden llamado campo de micro-distorsiones y
cuatro tensores de cuarto orden los cuales son:

1. El tensor eldstico de cuarto orden cldsico {C¥,,,, ; sim(e)}

2. El tensor de micro-polaridad {C¥%;,,, ; ans(e;x)} acoplado a la componente antisimétrica
del tensor de deformaciones

3. Un tensor de cuarto orden micro-eldstico {C7 ; sim(Pjy)}

: o .
4. Un tensor de cuarto orden de micro-distorsiones {L§,,;,,, ; cjx}

Se definen sus variables descriptoras en la forma:

Ejk = Ujk — ij ; ng = ij ; O = _€jlmPkm,l

e c micro c 3IX3x3x3 . e _ e _ e
Cjklm? Cjklm? Cjklm 7ijlm eV ) Cjklm - ijlm - Clmkj

micro __ micro __ micro c _ c . c _ c _ c
Cjklm - Ck:jlm - Clmjk ’ ijlm - lejk ’ Cklmn - Cmnk:l - _Clkmn

La funcion de energia micromorfica, asociada a un campo de temperaturas serd: (Khurana et al.,
2018)

Y(gjk, P, aji, T) = (1/2)sim(ejn) Clpyp 8im(€rm )+

+ (1/2)ans(ejx) Csymans(em) + (1/2)(sim Py, ) Cliion® (sim Py, ) — A Tsim(eji)—

Jkim
— G Tans(gj) — B Tsim(Py,) — Dy Tagy + (1/2) gk Ly um + Ve(t, T) (15)
V =30+ nopoT — (poCo/2T0)T? (16)
U= (1/2)T; KT, Kj, € V¥ Ky = Ky, (17)

Las relaciones constitutivas seran:
82(€jk, ij, Oéjk, T)

ant(oji) = Dant (1)) = =G T + C5,,ant(Eim) (18)
82(€‘k,P'k,Oé'k,T) micro .,
op = D) < b CianiB
Yi(ei, P; T
my = 0 (5jk7 Gk Ok, ) — _D]k:T + Le‘klmalm (20)
80éjk J
X 82(5-k,P-k,a»k,T) e i
sim(ojx) = 8J(simj(€jk;) = —AuT + C5, sim(enm) (21)
UK., T
= M — (1)Ty) K, T, (22)
804jk '
0¥ ek, Pig, cip, T
n=—(1/po) (€t B, 0, T) = 1o + (Co/Ty)T+

oT
+ (1/p0){Aijim(6jk> + ijant(ajk) + BijiW’L(ij) + DjkOéjk} (23)
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4. FLUJO DE DIFUSION MOLECULAR

Utilizando la ley de Fick podemos escribir el sistema de gradientes la difusion molecular;
Dj;,: Tensor de difusion anisétropo, c: campo de concentraciones; ¢ - potencial quimico

J;i(Z,t) = —Djrer(T,t) 5 Op(c(T,t)) + J;;(Z,t) =0
En la formulacién de segundo gradiente (Aifantis, 1979, 1999)
I1,(Z,t) = (1 — 2V?)J,(Z,1)
Hk(f7 ) i jk<1 - l%@Q)Qk(fv t) ; at90<c<f’ t)) + ijyj(fv t) =0

4.1. Flujo advectivo-difusivo de especies quimicas en el seno de un fluido

Ji(Z,t) = —Djrci(Z,t) +vic(Z,t) 5 Opp(e(Z,t)) + J;;(2,t) =0

5. FLUJO DE CALOR

Las teorias de conduccion del calor pueden clasificarse genéricamente en modelos parabdli-
cos, e hiperbdlicos o no Fourier, realizamos una breve sintesis de los modelos difusivos de tipo
Fourier

s=s(T,q;); 0s(T,q;, Z,t)+ I, =0 >0

q;(Z,t) = =K (T)(u(T',1)) 3 Ou(T,t) = —q;;(Z,1)
K j;;: tensor de conductividad térmica anisétropa, 7": campo de temperaturas, u (7, t): funcién
densidad de energia interna, s: funcién densidad de entropia.

K. Showalter y colaboradores desde 2003 analizan ciertas ecuaciones de conduccién del
calor o mds generalmente ciertos operadores parabodlicos llamados histereticos o con histéresis

q;(Z,t) = =K. T(7,t) ; Ou(T(7,t)) + q;,;(Z,t) = OH(Z,t)

K, tensor de conductividad térmica anisétropa, 7": campo de temperaturas, w: funcién de ener-
gia interna, H: funcidn de histéresis.

La generalizacion Fourier de la teoria de segundo gradiente, ahora aplicada a un operador
parabdlico puede escribirse en la forma (Aifantis, 2016)

q;(Z,t) = =K (1 — BV)TR(E, 1) 5 0T, t) + q,,(Z,t) = 8,D(T, 1)

K ;, tensor de conductividad térmica anisétropa, 7': campo de temperaturas, u: funcién de ener-
gia interna, D: funcidén de disipacion.

6. MODELO DE GUYER KRUMHANSL

El modelo G-K, es una primera generalizacion de una serie de modelos hiperbdlicos, basa-
dos en la estructura de Cattaneo-Vernotte, en este caso cuando se supone una distribucion de
temperaturas en el seno de un superfluido o en medios moleculares diluidos (sin disipacion)

70,q;(%,t) + q;(,1) = —KpT(Z,1) + F(V2q;(Z,1) + 2V (Vay(Z, 1))
owu(T(Z,t)) + q;;(Z,t) =0
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6.1. Modelo de Guyer Krumhansl, en un medio micro-estructurado

El sistema G-K a dos escalas

T0q;(, 1) + q;(7,t) = —KpTx(@,) + 11 = BVAV2g;(Z, 1) + 2V ((1 = EV?) Vi (7, 1))
Opu(T(7,1)) + q;;(7,t) = 0
6.2. Flujo de calor balistico-difusivo

También llamado modelo de Anisimov. Propagacién en el orden de micro y nano-escalas
(Sellitto et al., 2016). Dos flujos de fonones g; y q;

Tog)(Z,1) + @)(#,t) = —K}Th(Z, 1) + [ (V@) (7, 1) + 2V(Va; (7, 1))
TbGtQk('T t) + q”(f ) ]de (7,1)
Oyup(Z,t) + qjj( t) =rp(Z,t) ; Opua(Z,t) + q;‘zj(f, t) =rq(Z,t)

Eliminando los flujos obtenemos el Sistema hiperbdlico acoplado de dos temperaturas

TaPT(T,t) — afV°Ty(T,t) — &, Tu(,t) + O, Tu(Z,1) — &40, Tu(E,1) = 0 (24)
a;=Nafca; Ea=1/T; &= Td/Tb
2 Ty(Z, 1) — alV2Ty(Z,t) — 312V (V(O,Ty(Z,t) + nVTy(Z, 1)) + 20,T3(F, t)+

+ (1/m)Ty(Z,t) =0 (25)

ay = N/er; S =1/m; n=1/7

7. JERARQUIA DE TEMPERATURAS EN NANO-SISTEMAS TEORIA DE MULTI-
PLES TEMPERATURAS EN MULTIPLES ESCALAS

Sellitto et al. (2016) proponen un modelo jerarquico de miultiples escalas, en la forma de un
proceso tipo Birth-death vectorial, en la forma siguiente:

s=s(u,Ji, Iz, ..., Jpn) = s(u) + (a1 /2)(J1: J2) + -+ + (@ /2) (T Jn)
J =0T+ i(Jo-Ji) + -+ Buoa(Jn - Jn1)
atS + J]S;] =0 > 0

— — — T —
0 J1; (T, 1) + Ty (7, 1) = =M\ Tw(Z,t) — %Jgj(x,t)
1
(1) Doy, 1) = D7) = P )

Ordp(Z,t) + Jpy1(051) = P s B =~ ; k=1,2,...,n
Br—1

1 —_
P, = ——Ji(Z,t) + VJk 1(Z,1)
Tk

Jie(Z,t) - Jp—1(Z, t) es una notacion de indica la contraccion sobre los k — 1 indices de Jy (%, t),
dando un vector como resultado
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8. MODELOS DE TIPO GREEN NAGHDI

Son modelos que utilizan una definicion diferente respecto del gradiente de temperaturas
que ahora se define como desplazamiento térmico, por ejemplo, el modelo tipo II (existen tres
modelos termo-eldsticos) tiene la siguiente estructura

Jj(Z,t) = —Kjpvi(Z,t) ; v =0T (Z,1)
peuOT(Z,t) + J;5(Z, 1) + ToBjtijn = pQ(x, 1)
La distribucion de temperaturas sera
pe, O T(Z, 1) — (K Tx(Z, 1)) 5 + ToBywiiyn = pQ(a, 1)
En el modelo tipo 11
J;(#,t) = —Kj Ty — Kjpv(7,t) 5 v = 0,T(Z,t)
pe, 0T (%, 1) + J; (T, 1) + ToBjiyx = pQ(z, )
pe, 0} T(Z,t) — (K Tk(Z 1)) 5 — (KupTw(T,1)) ; + ToByiiss = pQ(x,t)
9. FLUJO DE PRESIONES EN UN MEDIO POROSO
El modelo de Darcy satisface también un sistema de Onsager en la forma siguiente
Ji(Z,t) = —Kpx(Z,t) 5 0(p(Z,t)) + J;(Z,t) =0
K? ;i tensor de permeabilidad, p: distribucion de presiones de poro o simplemente porosidad,
Y: func10n de porosidad.
9.1. Flujo de presiones en un medio poroso en la formulacion de segundo gradiente, con
un término de viscosidad
El modelo generalizado de Darcy satisface nuevamente el siguiente sistema de Onsager
Jj(@,t) = — K5 (1+ BV?)p (1) — K5 (1+ EV?)p (&, 1)
O (p(, 1)) + J35(7,1) = 0
9.2. Flujo molecular en un medio poroso conteniendo inclusiones en el sentido de Eshelby

Dormieux et al. (2006) proponen un modelo que considera el proceso difusivo acoplado a un
campo de defectos en la forma siguiente

J;(Z,t) = —Djrer(Z,t) + 31 (Z,)x1(Z) ; dp(c(Z, 1)) + J;5(Z, 1) =0
3;(Z,t) = —(6Dx[(Z))juc k(1) ; o(Z,t) = Hjzj ;5 |z;] = oo

H;: Gradiente de concentraciones prescripto en la frontera del RVE. x;: funcion caracteristica
en el dominio de la inclusion.

10. TERMO-DIFUSION A FLUJOS CRUZADOS

Xk tensor de sensibilidad Concentraci(’)n—temperatura

J;(Z,t) = —Djk c1 (7, t) — ]k 02 k(T 1) — xjr(cr, o, T)T(2, 1)

q]'($, t) ka( ) Xjk(cla C2, ){Cl,k<f7 t) + cZ,k(f? t)}
Opr(ca(d1)) + J5(Z,1) = 05 Oppa(ca(,t)) + Jj,;(Z,8) = 0
du(T(z, ))—i—q”(f t):O
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10.1. Modelos de Cahn-Hilliard y Allen-Cahn respectivamente

Para el andlisis de procesos difusivos con cambio de fase, Cahn-Hilliard proponen el siguien-
te sistema de gradientes:

Ji(,t) = =D\ (c)ui(c, Ve) [ = —aV2ie(Z,t) + f(u)
@c(f, t) + de'(f, t) = 0

La ecuacion de Allen Cahn describe la separacion de fases en aleaciones binarias, pueden ser
generalizada, esta ecuacion a sistemas de ecuaciones de reaccion difusion para mezclas multi
componente:

(T, 1) :—%E(u,Q)  B(w,Q) ///dﬂ{ =/2) Sl + W (u)/2}

Deu(T,t) — eV2u(Z, 1) + (1)), W (t,u) = 0
11. CONCLUSIONES

En este trabajo se muestran algunas lineas de investigacion analiticas, vinculadas con diver-
sas teorias de conduccién del calor y de difusién de materia (especies quimicas) en la formula-
cion de gradientes, es decir, cuando en el material existen microestructuras micro o nano.

Se muestran también, diversos acoplamientos a campos elasticos cldsicos, y micromorficos
en la formulacién de A. Madeo-P. Neff.

La idea de la redaccion de este trabajo es revisar estas formulaciones a la luz de concepciones
fuertemente termodindmicas y su relacion con los procesos disipativos (termodindmica lejos del
equilibrio) que tiene lugar en cada una de las argumentaciones tedricas exploradas.
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