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Resumen. En el presente trabajo se recorre en apretada síntesis un grupo de modelos de conducción

del calor, y de difusión, en solidos con micro-estructuras (S. Forest y E.C. Aifantis, Int J Solids Struct,

47(25):3367–3376 (2010)), y en Metamateriales, clasificados genéricamente como Sistemas de Onsager

(G. Nika, Mod Phys Lett B, 37(11):2350011 (2023)), poniendo especial énfasis en la construcción de sus

ecuaciones constitutivas, y en la definición de sus ecuaciones de conservación balance en cada caso. Las

microestructuras consideradas son: inclusiones y defectos, en medios cristalinos. Los Metamateriales

considerados son de tipo micromórficos (P. Neff et al., Contin Mech Thermodyn (2013)).

Keywords: Non-Fourier heat conduction, microtemperatures, second gradient elasticity theory.

Abstract. In the present work, a group of models of heat conduction and diffusion in solids with micros-

tructures (S. Forest and E.C. Aifantis, Int J Solids Struct, 47(25):3367–3376 (2010)), and in Metamate-

rials, generically classified as Onsager Systems (G. Nika, Mod Phys Lett B, 37(11):2350011 (2023)), is

reviewed in a tight synthesis, placing special emphasis on the construction of their constitutive equations,

and on the definition of their balance conservation equations in each case. The microstructures conside-

red are: inclusions and defects, in crystalline media. The metamaterials considered are micromorphic (P.

Neff et al., Contin Mech Thermodyn (2013)).
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1. INTRODUCCIÓN

En este trabajo se analizan las principales líneas teóricas en relación con fenómenos y proce-

sos de conducción del calor y difusión de especies químicas en materiales Microestructurados y

en Metamateriales de tipo micromórficos, desde la perspectiva de Onsager y Mielke–Roubicek,

es decir introduciendo una categoría relativamente nueva de operadores como lo son los de ti-

po disipativos, los cuales, en general satisfacen alguna condición entrópica. Desde un punto de

vista geométrico, los operadores de Onsager son estructuras que pueden definirse en la forma

siguiente, se trata de una tripleta de objetos

(X,Φ,K) ; u ∈ X,Φ: X → R ∪ {∞} ; K(u) : X∗ → X

donde X es el Espacio de estados, contiene a u, K(u) es un operador lineal simétrico y definido

positivo se conoce como operador de Onsager. El espacio de estados X , se asume definido sobre

un Espacio de Banach reflexivo con dual X∗.

Los sistemas de Onsager describen sistemas débilmente alejados del equilibrio termodinámi-

co, de modo que naturalmente se expresan con objetos formales cuasi-lineales, o no lineales, en

general. Contienen, además, términos disipativos, lo cual define un modo de evolución acoplado

a una estructura adicional llamada inclusión diferencial, u operador sub-diferencial.

2. SISTEMAS DE ONSAGER

Se expresa formalmente un sistema de Onsager, en la forma siguiente:

Definición de conservación del flujo de entropía

s = s(u, qj) ; ∂ts(u, qj) +DkJ
s
k = σ > 0

Dk – Operador diferencial generalizado

Estructura del sistema de Onsager con un término de disipación

qj(x⃗, t) = −Kjk(u)Dk{Φ(u(x⃗, t))} −Djψ(u) (1)

∂tξ(u(x⃗, t)) = −Djqj(x⃗, t) ; ∂tψ(u) ∋ ∥Dkj∥ ; ψ – sub-diferencial (2)

Kjk(u) ∈ (V (Rk))
3×3 ; Kjk(u) = Kjk(u) ; qj ∈ (L2(Rk))

3 (3)

j – flujo disipativo

Una generalización inmediata podría escribirse en la forma siguiente

Definición de conservación del flujo de entropía

s = s(u, qj) ; ∂ts(u, qj) +DkJ
s
k = σ > 0

Estructura del sistema de Onsager con memoria

qj(x⃗, t) = −Kjk(u)Dk(Φ(u(x⃗, t)))− (g(t− τ) ◦ (Kjk(u)DkΨ(u(x⃗, τ))))−

−Djψ(u) (4)

∂tξ(u(x⃗, t)) = −Djqj(x⃗, t) ; ∂tψ(u) ∋ ∥Dkj∥ ; g ∈ L2(R+
k ) (5)
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3. SISTEMAS DE GRADIENTES

Los sistemas gradientales, o simplemente de gradientes son equivalentes a los sistemas de

Onsager, en estos se define explícitamente la forma del operador derivación

Definición de conservación del flujo de entropía

s = s(u, qj) ; ∂ts(u, qj) + J s
k,k = σ > 0

Estructura de Gradientes sin disipación

qj(x⃗, t) = −Kjk(u)(Φ(u(x⃗, t))),k ; ∂tu(x⃗, t) = −qj,j(x⃗, t)

A continuación, se escribe el sistema de gradientes que acopla un campo visco-elastodinámico

micro-estructurado conteniendo inclusiones en el sentido de Eshelby-Mura, y s-campos

escalares utilizando la técnica de gradientes

s = s(us, qj, uj, u̇j) ; ∂ts(u, qj, uj, u̇j) + J s
k,k = σ > 0 (6)

∂tus(x⃗, t) +
m∑
s=1

αsM
s
j,ku̇j,k(x⃗, t) = −qs

j,j(x⃗, t) (7)

qs
j (x⃗, t) = −Ks

jk(us)(Φ(us(x⃗, t))),k (8)

Ecuaciones constitutivas y de conservación balance

σjk(x⃗, t) = Cjklmul,m(x⃗, t) +Cv
jklmu̇l,m(x⃗, t)−

p∑
s=1

αs{M
s
jkΦ(us(x⃗, t))} (9)

∂tuj(x⃗, t) + σjk,k(x⃗, t) = 0 (10)

∂tσjk(x⃗, t) +Cjklmul,m(x⃗, t) +Cv
jklmu̇l,m(x⃗, t)−

p∑
s=1

αsM
s
jkus(x⃗, t) =

= −SEs
jklm(x⃗, t)ε

∗

lm(x⃗, t) (11)

Las matrices asociadas a los tensores de cuarto y de segundo orden verifican las siguientes

propiedades y son todas definidas positivas

Ce
jklm,C

v
jklm,S

Es
jklm ∈ V 3×3×3×3 ; Ce,v

jklm = C
e,v
kjlm = C

e,v
jkml = C

e,v
lmjk

SEs
jklm = SEs

kjlm = SEs
jkml ; M

s
jk ∈ V 3×3 ; M s

jk = M s
kj ; αs ∈ R+

0

E. Aifantis propone una quimio-elasticidad, asociada a un sistema bifásico ion-litio, la cual

también puede escribirse en términos de un sistema de gradientes en la forma siguiente:

Jj(x⃗, t) = −Djkc,k(x⃗, t)− (Nikσi,kc(x⃗, t)),j ; ∂tc(x⃗, t) + Jj,j(x⃗, t) = 0 (12)

ψ(c, ∇̂c, εjk, trεjk) = f(c) + (1/2)c,jKjkc,k + (1/2)εsjkC
e
jklmε

s
lm+

+ (1/2)εsjk,nC
e
jklmε

s
lm,n ; εsjk = εjk − c̄Mjk c̄ = c/cmax / 0 ≤ c̄ ≤ 1 (13)

Mjk Tensor de acoplamiento de fases; Mjk,Kjk ∈ V 3×3 simétricos.

f(c) = µ0c+Rθcmax{c̄ ln c̄+ (1− c̄) ln(1− c̄)}+Rθcmaxαc̄(1− cmax)
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R: Constante de los gases; θ: Temperatura; µ0: Potencial de referencia de µ

σjk = 2Gεjk + λtrεjj − l21((2G + 3λ)/3)∇̂2trεjj1jk − (2G + 3λ)M̄0(c − l21∇̂
2c)1jk (14)

Neff et al. (2013); Khurana et al. (2018) introducen un meta-material de tipo micromórfico, que

difiere del propuesto por Eringen (1968), en el sentido de que este último propone la existencia

de un campo escalar de strecht, que, junto con el campo vectorial de micro-rotaciones (micro-

polaridad en el sentido de Cosserat) define la cualidad de micromórfico al material, cuyas pro-

piedades fueran compatibles con esta formulación, en cambio, los primeros autores menciona-

dos, introducen un campo tensorial de segundo orden llamado campo de micro-distorsiones y

cuatro tensores de cuarto orden los cuales son:

1. El tensor elástico de cuarto orden clásico {Ce
jklm ; sim(εjk)}

2. El tensor de micro-polaridad {Cc
jklm ; ans(εjk)} acoplado a la componente antisimétrica

del tensor de deformaciones

3. Un tensor de cuarto orden micro-elástico {Cmicro
jklm ; sim(Pjk)}

4. Un tensor de cuarto orden de micro-distorsiones {Lc
jklm ; αjk}

Se definen sus variables descriptoras en la forma:

εjk = uj,k − Pjk ; Pjk = Pkj ; αjk = −εjlmPkm,l

Ce
jklm,C

c
jklm,C

micro
jklm ,Lc

jklm ∈ V 3×3×3×3 ; Ce
jklm = Ce

kjlm = Ce
lmkj

Cmicro
jklm = Cmicro

kjlm = Cmicro
lmjk ; Lc

jklm = Lc
lmjk ; C

c
klmn = Cc

mnkl = −Cc
lkmn

La función de energia micromórfica, asociada a un campo de temperaturas será: (Khurana et al.,

2018)

Σ(εjk,Pjk, αjk, T ) = (1/2)sim(εjk)C
e
jklmsim(εlm)+

+ (1/2)ans(εjk)C
c
jklmans(εml) + (1/2)(simPjk)C

micro
jklm (simPlm)−AjkTsim(εjk)−

−GjkTans(εjk)−BjkTsim(Pjk)−DjkTαjk + (1/2)αjkL
e
jklmαlm + Ve(t, T ) (15)

V = Σ0 + η0ρ0T − (ρ0C0/2T0)T
2 (16)

Ψ = (1/2)T,jKjkT,k Kjk ∈ V 3×3 ; Kjk = Kkj (17)

Las relaciones constitutivas serán:

ant(σjk) =
∂Σ(εjk,Pjk, αjk, T )

∂(ant(εjk))
= −GjkT +Cc

jklmant(εlm) (18)

sjk =
∂Σ(εjk,Pjk, αjk, T )

∂(sim(Pjk))
= −BjkT +Cmicro

jklm sim(Plm) (19)

mjk =
∂Σ(εjk,Pjk, αjk, T )

∂αjk

= −DjkT +Le
jklmαlm (20)

sim(σjk) =
∂Σ(εjk,Pjk, αjk, T )

∂(sim(εjk))
= −AjkT +Ce

jklmsim(εlm) (21)

qj =
∂Ψ(Kjk, T )

∂αjk

= (1/T0)KjkT,k (22)

η = −(1/ρ0)
∂Σ(εjk,Pjk, αjk, T )

∂T
= η0 + (C0/T0)T+

+ (1/ρ0){Ajksim(εjk) +Gjkant(εjk) +Bjksim(Pjk) +Djkαjk} (23)
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4. FLUJO DE DIFUSIÓN MOLECULAR

Utilizando la ley de Fick podemos escribir el sistema de gradientes la difusión molecular;

Djk: Tensor de difusión anisótropo, c: campo de concentraciones; φ - potencial químico

Jj(x⃗, t) = −Djkc,k(x⃗, t) ; ∂tφ(c(x⃗, t)) + Jj,j(x⃗, t) = 0

En la formulación de segundo gradiente (Aifantis, 1979, 1999)

Πk(x⃗, t) = (1− l21∇̂
2)Jj(x⃗, t)

Πk(x⃗, t) = −Djk(1− l21∇̂
2)c,k(x⃗, t) ; ∂tφ(c(x⃗, t)) +Πkj,j(x⃗, t) = 0

4.1. Flujo advectivo-difusivo de especies químicas en el seno de un fluido

Jj(x⃗, t) = −Djkc,k(x⃗, t) + vjc(x⃗, t) ; ∂tφ(c(x⃗, t)) + Jj,j(x⃗, t) = 0

5. FLUJO DE CALOR

Las teorías de conducción del calor pueden clasificarse genéricamente en modelos parabóli-

cos, e hiperbólicos o no Fourier, realizamos una breve síntesis de los modelos difusivos de tipo

Fourier

s = s(T, qj) ; ∂ts(T, qj, x⃗, t) + J s
k,k = σ > 0

qj(x⃗, t) = −Kjk(T )(u(T, t)),k ; ∂tu(T, t) = −qj,j(x⃗, t)

Kjk: tensor de conductividad térmica anisótropa, T : campo de temperaturas, u(T, t): función

densidad de energía interna, s: función densidad de entropía.

K. Showalter y colaboradores desde 2003 analizan ciertas ecuaciones de conducción del

calor o más generalmente ciertos operadores parabólicos llamados histereticos o con histéresis

qj(x⃗, t) = −KjkT,k(x⃗, t) ; ∂tu(T (x⃗, t)) + qj,j(x⃗, t) = ∂tH(x⃗, t)

Kjk tensor de conductividad térmica anisótropa, T : campo de temperaturas, u: función de ener-

gía interna, H: función de histéresis.

La generalización Fourier de la teoría de segundo gradiente, ahora aplicada a un operador

parabólico puede escribirse en la forma (Aifantis, 2016)

qj(x⃗, t) = −Kjk(1− l21∇̂
2)T,k(x⃗, t) ; ∂tu(T, t) + qj,j(x⃗, t) = ∂tD(x⃗, t)

Kjk tensor de conductividad térmica anisótropa, T : campo de temperaturas, u: función de ener-

gía interna, D: función de disipación.

6. MODELO DE GUYER KRUMHANSL

El modelo G-K, es una primera generalización de una serie de modelos hiperbólicos, basa-

dos en la estructura de Cattaneo-Vernotte, en este caso cuando se supone una distribución de

temperaturas en el seno de un superfluido o en medios moleculares diluidos (sin disipación)

τ∂tqj(x⃗, t) + qj(x⃗, t) = −KjkT,k(x⃗, t) + l21(∇̂
2qj(x⃗, t) + 2∇̂(∇̂qk(x⃗, t)))

∂tu(T (x⃗, t)) + qj,j(x⃗, t) = 0
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6.1. Modelo de Guyer Krumhansl, en un medio micro-estructurado

El sistema G-K a dos escalas

τ∂tqj(x⃗, t) + qj(x⃗, t) = −KjkT,k(x⃗, t) + l21(1− l22∇̂
2)∇̂2qj(x⃗, t) + 2∇̂((1− l22∇̂

2)∇̂qk(x⃗, t))

∂tu(T (x⃗, t)) + qj,j(x⃗, t) = 0

6.2. Flujo de calor balístico-difusivo

También llamado modelo de Anisimov. Propagación en el orden de micro y nano-escalas

(Sellitto et al., 2016). Dos flujos de fonones qs
j y q

f
j

τb∂tq
b
j(x⃗, t) + qb

j(x⃗, t) = −Kb
jkT

b
,k(x⃗, t) + l2b (∇̂

2qb
j(x⃗, t) + 2∇̂(∇̂qb

k(x⃗, t)))

τb∂tq
d
k(x⃗, t) + qd

j,j(x⃗, t) = −Kd
jkT

d
,k(x⃗, t)

∂tub(x⃗, t) + qb
j,j(x⃗, t) = rb(x⃗, t) ; ∂tud(x⃗, t) + qd

j,j(x⃗, t) = rd(x⃗, t)

Eliminando los flujos obtenemos el Sistema hiperbólico acoplado de dos temperaturas

τd∂
2
t Td(x⃗, t)− a2d∇̂

2Td(x⃗, t)− ξ21dTd(x⃗, t) + ∂tTd(x⃗, t)− ξ22d∂tTd(x⃗, t) = 0 (24)

a2d = λd/cd ; ξ
2
1d = 1/τb ; ξ

2
2d = τd/τb

τb∂
2
t Tb(x⃗, t)− a2b∇̂

2Td(x⃗, t)− 3l2b∇̂(∇̂(∂tTd(x⃗, t) + η∇̂Td(x⃗, t))) + 2∂tTb(x⃗, t)+

+ (1/τb)Tb(x⃗, t) = 0 (25)

a2b = λb/cb ; ξ
2
1b = 1/τb ; η = 1/τb

7. JERARQUÍA DE TEMPERATURAS EN NANO-SISTEMAS TEORÍA DE MÚLTI-
PLES TEMPERATURAS EN MÚLTIPLES ESCALAS

Sellitto et al. (2016) proponen un modelo jerárquico de múltiples escalas, en la forma de un

proceso tipo Birth-death vectorial, en la forma siguiente:

s = s(u,J1,J2, . . . ,Jn) = s(u) + (α1/2)(J1 : J2) + · · ·+ (αn/2)(Jn : Jn)

J s = J1/T + β1(J2 · J1) + · · ·+ βn−1(Jn · Jn−1)

∂ts+ J s
j,j = σ > 0

τ1∂tJ1j(x⃗, t) + J1j(x⃗, t) = −λ1T,k(x⃗, t)−
β1τ1
α1

J2j(x⃗, t)

...

τn∂tJnj(x⃗, t) + Jnj(x⃗, t) =
βnτn
αn

Jn+1j(x⃗, t)−
βn−1τn
αn

Jn−1j(x⃗, t)

∂tJk(x⃗, t) + Jk+1(x⃗, t) = Pk ; βk = −αk ; k = 1, 2, . . . , n

Pk = −
1

τk
Jk(x⃗, t) +

βk−1

βk
∇̂Jk−1(x⃗, t)

Jk(x⃗, t) ·Jk−1(x⃗, t) es una notación de indica la contracción sobre los k− 1 índices de Jk(x⃗, t),
dando un vector como resultado
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8. MODELOS DE TIPO GREEN NAGHDI

Son modelos que utilizan una definición diferente respecto del gradiente de temperaturas

que ahora se define como desplazamiento térmico, por ejemplo, el modelo tipo II (existen tres

modelos termo-elásticos) tiene la siguiente estructura

Jj(x⃗, t) = −Kjkv,k(x⃗, t) ; v = ∂tT (x⃗, t)

ρcv∂tT (x⃗, t) + Jj,j(x⃗, t) + T0βjku̇j,k = ρQ(x, t)

La distribución de temperaturas será

ρcv∂
2
t T (x⃗, t)− (K̃jkT,k(x⃗, t)),j + T0βjküj,k = ρQ̇(x, t)

En el modelo tipo III

Jj(x⃗, t) = −KjkT,k − K̃jkv,k(x⃗, t) ; v = ∂tT (x⃗, t)

ρcv∂tT (x⃗, t) + Jj,j(x⃗, t) + T0βjku̇j,k = ρQ(x, t)

ρcv∂
2
t T (x⃗, t)− (K̃jkT,k(x⃗, t)),j − (KjkṪ,k(x⃗, t)),j + T0βjküj,k = ρQ̇(x, t)

9. FLUJO DE PRESIONES EN UN MEDIO POROSO

El modelo de Darcy satisface también un sistema de Onsager en la forma siguiente

Jj(x⃗, t) = −K
p
jkp,k(x⃗, t) ; ∂tψ(p(x⃗, t)) + Jj,j(x⃗, t) = 0

K
p
jk: tensor de permeabilidad, p: distribución de presiones de poro o simplemente porosidad,

ψ: función de porosidad.

9.1. Flujo de presiones en un medio poroso en la formulación de segundo gradiente, con
un término de viscosidad

El modelo generalizado de Darcy satisface nuevamente el siguiente sistema de Onsager

Jj(x⃗, t) = −K
p
jk(1 + l21∇̂

2)p,k(x⃗, t)− K̃
p
jk(1 + l21∇̂

2)ṗ,k(x⃗, t)

∂tψ(p(x⃗, t)) + Jj,j(x⃗, t) = 0

9.2. Flujo molecular en un medio poroso conteniendo inclusiones en el sentido de Eshelby

Dormieux et al. (2006) proponen un modelo que considera el proceso difusivo acoplado a un

campo de defectos en la forma siguiente

Jj(x⃗, t) = −Djkc,k(x⃗, t) + jIj (x⃗, t)χI(x⃗) ; ∂tφ(c(x⃗, t)) + Jj,j(x⃗, t) = 0

jIj (x⃗, t) = −(δDχI(x⃗))jkc,k(x⃗, t) ; c(x⃗, t) → Hjxj ; |xj| → ∞

Hj: Gradiente de concentraciones prescripto en la frontera del RVE. χI : función característica

en el dominio de la inclusión.

10. TERMO-DIFUSIÓN A FLUJOS CRUZADOS

χjk: tensor de sensibilidad concentración-temperatura

Jj(x⃗, t) = −D
(1)
jk c1,k(x⃗, t)−D

(2)
jk c2,k(x⃗, t)− χjk(c1, c2, T )Tk(x⃗, t)

qj(x⃗, t) = −KjkT,k(x⃗, t)− χjk(c1, c2, T ){c1,k(x⃗, t) + c2,k(x⃗, t)}

∂tφ1(c1(x⃗, t)) + Jj,j(x⃗, t) = 0 ; ∂tφ2(c2(x⃗, t)) + Jj,j(x⃗, t) = 0

∂tu(T (x⃗, t)) + qj,j(x⃗, t) = 0
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10.1. Modelos de Cahn-Hilliard y Allen-Cahn respectivamente

Para el análisis de procesos difusivos con cambio de fase, Cahn-Hilliard proponen el siguien-

te sistema de gradientes:

Jj(x⃗, t) = −D
(d)
jk (c)µ,k(c, ∇̂c) / µ = −α∇̂2c(x⃗, t) + f(u)

∂tc(x⃗, t) + Jj,j(x⃗, t) = 0

La ecuación de Allen Cahn describe la separación de fases en aleaciones binarias, pueden ser

generalizada, esta ecuación a sistemas de ecuaciones de reacción difusión para mezclas multi

componente:

∂tu(x⃗, t) = −
δ

δu
E(u,Ω) ; E(u,Ω) =

∫∫∫
Ω

dµ{(ε/2)∥∇̂u∥2 +W (u)/ε}

∂tu(x⃗, t)− ε∇̂2u(x⃗, t) + (1/ε)∂uW (t, u) = 0

11. CONCLUSIONES

En este trabajo se muestran algunas líneas de investigación analíticas, vinculadas con diver-

sas teorías de conducción del calor y de difusión de materia (especies químicas) en la formula-

ción de gradientes, es decir, cuando en el material existen microestructuras micro o nano.

Se muestran también, diversos acoplamientos a campos elásticos clásicos, y micromórficos

en la formulación de A. Madeo-P. Neff.

La idea de la redacción de este trabajo es revisar estas formulaciones a la luz de concepciones

fuertemente termodinámicas y su relación con los procesos disipativos (termodinámica lejos del

equilibrio) que tiene lugar en cada una de las argumentaciones teóricas exploradas.
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