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Resumen. En el presente trabajo se escriben detalladamente los sistemas de ecuaciones de reaccion di-
fusién de tipo Onsager, involucrados en los procesos de transferencia de calor y masa en medios micro-
estructurados (S. Forest y E.C. Aifantis, Int J Solids Struct, 47(25):3367-3376 (2010)), descriptos en la
sintesis anterior, ademds de sus condiciones iniciales y de borde respectivas. Luego se definen las funcio-
nes de Green, posteriormente, utilizando los conocidos teoremas de representacion de Green Lagrange,
se construyen sistemas de soluciones representadas por ecuaciones integrales acopladas genéricas, las
cuales se resuelven, utilizando la técnica de aproximantes de Picard, formuldndose, un método sistema-
tico para el célculo perturbativo de las soluciones (D. Jou y V. Cimmelli, Commun Appl Ind Math, 7
(2016)).

Keywords: Thermoelasticity, poro-thermo-elasticity, micro-temperatures, second gradient theory.

Abstract. In the present work, the systems of Onsager-type fusion reaction equations, involved in the
processes of heat and mass transfer in microstructured media (S. Forest and E.C. Aifantis, Int J So-
lids Struct, 47(25):3367-3376 (2010)), described in the previous synthesis, as well as their respective
initial and edge conditions, are written in detail. Then, Green’s functions are defined, then, using the
well-known Green Lagrange representation theorems, solution systems represented by generic coupled
integral equations are constructed, which are solved, using Picard’s approximant technique, formulating
a systematic method for the perturbative calculation of solutions (D. Jou and V. Cimmelli, Commun Appl
Ind Math, 7 (2016)).
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1. INTRODUCCION

A partir de algunas de las estructuras tedricas desarrolladas en el trabajo anterior, se propone
en este, la formulacion del problema de condiciones iniciales y de borde de dos modelos:

a) Modelo quimio-poroelastico cuasi-lineal de Aifantis (2016), en la formulacion de se-
gundo gradiente referido a un medio poroso, con dos porosidades y temperaturas, las
variables descriptoras son:

R = {u;, lf@zuj, ¢, lf@QC,pa,pb,T} ; OM = 0I'y U ol

b) Modelo termo-elastodinamico con micro-temperaturas en la concepcion de Iesan y
Scalia (2014), acoplado a un campo de temperaturas en la formulacién de Green Naghdi
tipo 11, las variables descriptoras son:

R= {Uj, lf@2uj,wj,T} 3 oM = 8F1 U 8F2

2. FORMULACION DEL PROBLEMA DE CONDICIONES INICIALES Y DE BOR-
DE PARA LA QUIMIO-PORO-ELASTODINAMICA ACOPLADA A UN CAMPO
DE TEMPERATURAS DE TIPO GREEN-NAGHDI TIPO II

Distribucion de campos de desplazamiento en la formulacién de segundo gradiente
patQuJ('fa t) - pl%<6152uj<f7 t)),kk - :u(l o l%@Z)@ZUj (fa t)_
— (n+ A)V((1 = BV (Vur(Z,1))) + EMg (e, £) — EVe(E,1)) o+
+ alequl - l%©2)pa,k(fa t) + aQMfk(l - l%@Q)pb,k(J_’i t)+
+ BME(L = BV (1 + 0)Th (&, t) = — S5 e n(@.1) en Ry

Jkim

ui(7,0) = uj [ uj € (Hg(Dy))® ; 0iu;(7,0) = w} / wj € (L*(Dy))’
Distribucion de concentraciones en la formulacién de segundo gradiente

Ay t) — gaV2e(Z, 1) + g3V (T, 1) 4 g6(V2(Vug (i, 1)) — BV (Vg (Z, 1)+
+ ElatH{T7 paapb} =0 cn Rk
C(f, O) = Cp / Co € H&(Dk)

Distribuciones de presiones de poro
Oipa(@,t) — DEV?po(@,t) + ar MG(1 — BV (7,1) + EOH{T. py} =0 en Ry
Oupy(,t) — DEV2py(Z,t) + QoMb (1 — V21 (Z,1) + &OH{T . pa} =0 en Ry,
Pa(,0) = py / Py € Hy(Dy) ; po(7,0) = py / py € Hy(Dy)
Distribuciones de temperaturas en la formulacion de Lord-Shulman
pc,TOPT (T, 1) — (KﬁTj(f, )k + pc,TOT (X, )+

+ ToBME(L — BV?) (i (2, t) + Tilj (7, 1) + &OH{Pas b} =0 en Ry
T(%,0) =Ty /Ty € Hy(Dy) ; 0;T(£,0) = qo / qo € L*(Dy)
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Condiciones de borde mixtas

or'y

(—/Lflku]"k(f7 t) + l%flk@QUj,k (Zf, t))

— (e Wiy ((1 = BV?) (@ 8)) |+ EMule(,8) = Vel )|

ory
+ (e MG (1 — BV )po (&) + ao My (1 — BV)py(Z, t)) i, ’arj
+BME(1 = BVA)(1 + 0)T(7, )i (m =qf|,,./ 4 € (L*Er)
(~g20(@. 1)+ V7@, 0 )in |+ g6((Vun(.0)) = BV (Ver(Z 1)) e || =0
(= D4pai(E,1) + Ay M, (1 — V)i (1)), ‘arl =0
(= Dpoi(Z,t) + G MY (1 — V)i (T, )iy, \apl =0
(KT 0) + TM(L = V) ity () + 7it (. 8) ) || =0
(T, 1) _ ui(Z,t) _ 0; pa(Z,t) amzpb(f, t) ‘am: 0; T(,t) ’m: 0

Las constantes que intervienen en el modelo son todas reales positivas, las matrices asociadas
a los tensores de segundo orden son simétricas y sus formas cuadraticas propias son definidas
positivas. Las funciones H se definen como funciones de tipo histeretico esencialmente de tipo
Preisach. (Cacciola et al., 2009) (Morée y Leijon, 2023)

S JEkSlm es el tensor de Eshelby-Mura, que satisface

SES *SES *SES

Jklm kjlm Jkml

Emi € (L*(Ry,))%*3: Deformaciones residuales.

2.1. Definicion de las funciones de Green

t) — g2 V20, (AT, At) + g3V, (AT, At) = §(AZ, At)
t) — DAV2.(AZ, At) = (AT, At)
t) — DEV2g,(AZ, At) = 6(AZ, At)
pchang(A:E,A ) — (Klgr(AZ, At) j) i + pe,TOgr (AT, At) = 6(AT, At)
) — (1 — BV AT, At)—
= (ot A (1 = BY) (g3 n (AT, AD)) & = 648(AT, At)
9e(AZ, —t5) = go (AT, —t5) = go(AZ, —t;) =0
gr(AZ,0) = 0igr (AT, 0) = g1 (AZ,0) = Orgi(AZ,0) =0
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Condiciones de borde

<—/L7Allgjk7l(Af, At) + l%ﬁl@ngkJ(Af, At)) ‘81‘ —

— (4 Mg (1= BV (g AT, A1) | =0

or'y
(—g2g.(AZ, At) ) + 93@29c(Af, Al) g )T ‘BF =0 gr(AZ, Al) L)F =0

= —Dhp( | = —Kgr (AT A | =0

6F1 BFI
= gin(AZ, A) ) — go(AT, Al) ‘BF —0

- Diga,k(Afa At)ﬁk ’

gc(Afa At) ’ =0 ) ga(Afa At) ‘
8F2 BFQ 8F2

2.2. Construccion de las soluciones semianaliticas

Utilizando el segundo y el tercer teorema de representacion de Green-Lagrange podemos
construir las representaciones integrales de las soluciones en la forma siguiente:

(1) = ///V B {g(F — 7 DOun &, 0) — u(F, 0)0ug50(F — 7, £) 1+

t
+/ dt/{/// dgx/gjk(f—f/,t—t/)5k<f/,t/,@(Ujapaapb;Q T))}+
0 Vi
t
/dt’{ﬁgrflS{g]k(f—f’ t—t’){qg(f’,t’) o T 5 (uj, pa, 2y, T, €) ‘an}}}
(#.t) = /// 00/ {go(T — 7, el 0)}+
Vi

/dt {///de%'gc (Z— @ t—t)E, (f’,t’,p(uj,c))}+

o(Z,1) /// P2 {go(T — T, t)pa (T, 0)}+
Vi
+/ dt/{/// d?’:}:'ga(f— f’yt - t/)Ea(iﬂa t/, p(ujvpaapln C, T))}+
0 Vi

t
/dtl{# dS{ga(f_f/7t_t/)p2(u]7paapva)’ }}
ory o
b (T, 1) ///d%'{g (@ — 2, t)py(T,
Vi

/ t {/// ’ /gb I’ ) b(l'/,t/, p(u], Pas Pb, C, T))}
Vi +
/

Copyright © 2023 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XL, pags. 845-853 (2023) 849

///Vk &2 {gr (7 — &, )T (T, 0) — T(Z,0)dgr(Z — T, ) }+

+ / dt/{/// dgx/gjk(f - f/,t - t,)ET<f/7 t/a pT(uﬁpaapba C, T))}+
0 Vi
t
+/dt’{# dS{gT(f—f”7t—t’)@?r(uj,pa,pb,T)’ }}
0 or, ory

2.3. Construccion de los aproximantes de Picard

Los aproximantes de Picard serdn:

/ {/// d%/gj’“ (=&t =)@ A, o, py ol ("),T}”)))}+
Vi
+/d {# ds{gjk( m’t_t){qj(f/at/) +@§(uj7pa>Pb,T,c)’ }}}
0 or'y or, o

CD(F ) 2 KOt ¢o)+

/ dt’ {/// &2 g (T — 7t —t)Z (f’,t’,p(uﬁn),c(”)))}Jr
Vi
+ / dt'{# dS{gc(f—f’,t—t’)pi(U§”)>T(”))‘ }}

t) = Ky (t, po)+

(2t
/ {/// dgx/ga(f - f/>t - t/)Ea(f/a tlv p(”gn)7ptgn)7pl()n)’ C(n)’ T(n)))}+
Vi
t
+/dt’{# dS{ga(f—f’,t—t’)pi( ) pl, g, T ))’ }}
0 or, ary

K} (t,py)+

)
d {/// P2 gy (7 — 7t — )y (2, 1 p( (n ,pé),pb), ()aT(n)))}+
Vi
*/ dt'{# ds{gb@—f',t—t'>@z<u§”%pé%pé”)aT("”’ }}
0 oy o

TUI(E,1) 2 K7 (To, qo)+

/ {/// de’gT - t—t)E(T)(f’,t’,p(u§”),p§”),p§"),T(")))}+
Vi
+/dt’{# dS{gT(f—f’,t—t’)@ (u ("),pfl"),pé”),T(”))‘ }}
0 or, o,

3. FORMULACION DEL PROBLEMA DE CONDICIONES INICIALES Y DE BOR-
DE PARA LA TERMO-ELASTODINAMICA CON MICRO-TEMPERATURAS EN
LA FORMULACION DE SEGUNDO GRADIENTE

Siguiendo a Iesan (2007) se tienen las siguientes ecuaciones de movimiento

(n+1)
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Distribucion de campos de desplazamiento en la formulacion e segundo gradiente

pO2u;(7,1) — pI3(02u5 (7, 6)) e — (1 — BV V20,7, 1)~
— (0 AV = BV (Vur(2,1))) + BME(1 —12@2)(1+3t) R(T,1) =
— S ik (Tt) en Ry,

Jkim

ui(Z,0) = uj / uj € (Hy(Dy))” 5 Oiuy(%,0) = hi / hj € (L*(Dy))’

Distribuciones de temperaturas segiin Green-Naghdi tipo II, de micro-temperaturas

respectivamente
pOyw; (T, t) — kyV2w;(Z,1) + kow;(Z,1) + BLML (1 + )Ty (3,t) =0 en Ry,
w;(#,0) = w) /w) € (Hy(Dy))?
t) — (K W1 i(Z,1)) ) + pe,TOT (2, 1)+
+ ToBM (1 — V2 (i p (2, t) + Tilju (2, 1))
T(£,0) =Ty / Ty € HY(Dy) ; 0,T(,0) = qo / qo € L*(Dy)

pc,TOT(Z,
— éle7j<f, t) =0 en Rk

Condiciones de borde mixtas

(=i (1) + BV (#,0) |
— (4 (1= BV (@ 0) |+ BME(L = BVA(1+ )T )i |
/ ¢; € (L*(0T1))

(—kiw;p(Z,t) + BlMﬁcu +0)T(T,))iu ‘ar =0

(—KLT;(%,t) + ToBMAE (1 — BV?) (2, t) + Tit;(Z, 1)) ) ‘arl — Guw;n; o 0

Procediendo como en el modelo anterior, es decir determinadas las funciones de Green, utili-
zando convenientemente el segundo y tercer teorema de representacion de Green-Lagrange, se

obtendrdn las expresiones integrales de las soluciones en la forma siguiente

_ /// B {gin(@ — &, 0)0un(F,0) — up(&, 0)Bugn (¥ — &, 1)} +
Vi

/dt{///‘/kd% gin(T — 7't — )=, (wl,t/,p(uj,T))}-i-
v [l asloniz-z.o-ofpwo), +ow], ]

/// P2 {giw (T — &, )wi (2, 0) }+
Vi
+/dt’{/// d3:c'gjk(f—f',t—t’)ék(f’,t',pw(wj,T))}+
0 Vi
¢
+/dt'{# A5G (F — 7.t — )0}, T) | }
0 ar, or,
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T(# 1) = /// B2 {gr(F — &, )0 T(F,0) — T(F,0)dgr(F — 7))+
Vi

t
—i—/dt’{/// d%’gﬂf—f,t—t')ET(f',t’,pT(wj,T))}—i—
0 Vi
t
+/dt/{# dS{gT(f—f',t—t’)psT(uj,wj,T)
0 ar,

Los aproximantes de Picard son:

)

u{" (@ 1) = KO(ud, h)+

J 77770

t
+/lw{ﬂ7J%@uf—ﬂx—fEAfwﬁmﬁﬁTW»}+
0 Vi
t
0 oy 1 1

w" (@, 1) = K2 (u2, h9)+
t
+/Odt’{///v d?’:v’gjk(f—a?’,t—t’)ék(F,tC@w(wﬁ-n),T(")))}Jr
k

J 777
t (n) ()
+ dt/{# dS_ f_f/7t_t, Swn’Tn ‘ }
A ar, g]k( )p]( i ) oy

T (&) = K3 (To, qo)+

t
'ﬁ/“{ﬂyffw@—fi—ﬂﬁﬂﬂfmﬂ@“Tm”}%
0 Vi
t
i / ar # 453 gr(7 — 7't = ) (" ), T) |
0 ory o

Los operadores definidos genéricamente como p(uﬁ-n), M), pj(ug.n), T™) ... etc. deben inter-
pretarse en el sentido que son los términos acoplados que han sido trasladados al miembro de
la derecha de cada ecuacién y que actian como forzados externos, todos ellos son acotados,
compactos y estdn definidos en la clausura de los espacios utilizados habitualmente.

En general puede probarse que, para todas las variables descriptoras utilizadas en ambos

modelos, dado que {u,}7°, es de Cauchy, entonces

o0
> aifuk, — v

n

J

lim {sup } = 0 = u'™ — u uniformemente . q; € Ry
n—oo uERk

4. CONCLUSIONES

En el presente trabajo se analizaron y resolvieron semi-analiticamente, desde la perspectiva
de los sistemas de Onsager, un modelo quimi-poroelastico desde la perspectiva de E. Aifantis,
y otro de tipo termo-elastodindmico con micro-temperaturas desde la perspectiva de D. Iesan, y
R. Quintanilla, en ambos casos se construyen las soluciones semi-analiticas y los aproximantes
de Picard, previamente en el primer caso, se definen las funciones de Green asociadas a cada
operador, y luego utilizando los teoremas de Green Lagrange, se construyen las ya mencio-
nadas representaciones integrales de las soluciones, el sistema de ecuaciones integrales puede
resolverse por multiples, vias siendo una de las exploradas por este grupo la de los wavelets.
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Base de Haar y formula de cuadratura asociada

{t = Vus(t) =¥(2"t—k); neN,0< k< 2"}
/ 4t 2™ (27 — )2 — 1y) = Gy G

s = LM Zzzfm (5./2)(2i — 1), + (5,/2)(2) + 1),

e+ (0./2)(2k + 1)}

Finalmente puede probarse que el error cometido tiene la estructura siguiente

dfllu; —uf™ |} <

m—+1

My 5 My= sup {|F(@ )]}

TtERy

Las representaciones integrales se expresarian en la forma siguiente

a\"™ (@, t) = a7, t)+

+ 0,6,0. ZZZ{/ dt' Hy{x,y, 2t — ' a+ (6,/2)(2i — 1), ¢ + (6,/2)(2) + 1),
e+ (0./2)(2k + 1)} oy {ul™ M a + (8,/2)(2i — 1), ¢ + (8,/2)(2 + 1),
e+ (5./2)(2k + 1)}}}+
+ 02040 ZZZ{/ dt' Hy{,y,0,t = t',a + (6,/2)(2 — 1), ¢ + (6,/2) (25 + 1),

e+ (8./2)(2k + 1)} i {ul™ M {a + (8,/2)(2i — 1), ¢ + (8,/2)(2 + 1),
e+ (9./2)(2k + 1)}}}
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