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Resumen. En el presente trabajo se presenta un modelo analitico unidimensional (1D) de recolector de
energia de geometria circular, que utiliza un piezoeléctrico tipo buzzer empotrado a lo largo de toda su
circunferencia. El prototipo consta de un disco de latén sobre el cual se monta un piezoeléctrico también
con forma de disco, y sobre el cual se le adosa una masa cilindrica de acero para aumentar la deformacién
y mejorar la generacion. El modelo analitico responde matematicamente a la teoria de placas circulares,
estableciendo todas sus definiciones en coordenadas cilindricas, no obstante, debido a la axisimetria del
problema la deflexién solo depende de las coordenadas r y z.

El modelo es simulado mediante el método de elementos finitos con un modelo 3D, construido en
COMSOL Multiphysics®. Los resultados obtenidos indican que este modelo 1D es efectivo en la
recoleccién de energia eléctrica y simula muy adecuadamente la deformacion del prototipo. Esta
situacion es importante para futuras investigaciones en la optimizacién y disefio de recolectores con
geometria circular.

Keywords: Energy harvesting, piezoelectricity, vibration.

Abstract. One-dimensional (1D) analytical model of an piezoelectric energy harvester with circular
geometry is presented, that uses a piezoelectric buzzer type clamped along its circumference.

The prototype consists of a brass disc on which a piezoelectric bonded with a proof mass to introduce a
pre-stress and to increase deformation. The analytical model responds mathematically to the theory of
circular plates, establishing all its definitions in cylindrical coordinates, however due to the
axisymmetric bending, the deflection only depend to r and z coordinates.

The model is verified by finite element simulations with a 3D model, implemented by COMSOL
Multiphysics®. The results obtained indicate that 1D model is effective in harvesting electrical energy
and adequately simulates the prototype deformation. This situation is important for future research in
the optimization and design of collectors with circular geometry.
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1 INTRODUCCION

En las dltimas décadas, los recolectores de energia piezoeléctrica que utilizan a las
vibraciones mecdnicas como fuente de energia se muestran como una alternativa fiable para la
alimentaciéon de dispositivos sensores de baja potencia (Li et. al 2014; Yu et. al 2014).
Particularmente, es una tecnologia en auge ya que permite la construccién de estaciones de
alimentacion de energia auténomas reduciendo asi costos sus de manutencién (Kim et. al. 2014;
Erturk et. al 2009). Los dispositivos de baja potencia por lo general son dispositivos electrénicos
de bajo consumo (Cetin et. al. 2015), pero que por lo general dependen de baterias para su
funcionamiento. Sabido es que la vida ttil de cualquier bateria siempre es mucho mds corta que
la vida util del propio dispositivo. Por otro lado, el recambio de baterias no solo en muchas
ocasiones es de alto costo, sino que también pueden tenerse dificultades para el acceso al
recambio en las estructuras que ser quieren sensar.

Una de las configuraciones geométricas para este tipo de dispositivos de recolecciéon de
energia es la que utilizan piezoeléctricos de geometria circular conocidos como buzzer. Son
construidos con un PZT sobre un sustrato de laton, teniendo ambas estructuras la forma de
discos (Kim et. al 2005; Palosaari et. al 2014; Yangyiwei Yang et. al 2017; Yangyiwei Yang
et. al 2018; Bakhtiari — Shahri et. al. 2019). La principal motivacién de seguir estudiando
recolectores de esta geometria radica en el bajo costo de mercado que presentan los buzzer en
comparacion con dispositivos tipo viga, asi como también juega un rol importante el tamaio
del dispositivo para similares rangos de generacion.

Los autores del presente trabajo (Vera et. al 2022) vienen realizando estudios experimentales
y computacionales con este tipo de dispositivos, comparando las diferentes respuestas que se
obtienen modificando las condiciones de vinculacién para el buzzer.

En continuidad con la investigacion previamente mencionada, el presente estudio tiene como
objetivo proponer un modelo analitico unidimensional destinado a evaluar recolectores de
energia de geometria circular, basado en la teoria cldsica de placas circulares (Timoshenko et.
al 1959; Reddy et. al. 2006) que permita la prediccion de las relaciones entre los pardmetros
principales de los dispositivos (didmetros, espesores, autovalores, masa de oscilacion) y su
relaciéon con la eficiencia y rendimiento de este, especificamente en lo que concierne a la
generacion eléctrica. Este modelo se muestra como apropiado para el estudio, entendiendo que
es un modelo lineal y unidimensional. En cuanto a su comportamiento mecénico, el modelo
incorpora el efecto de amortiguamiento del tipo Rayleigh. Por otro lado, la parte piezoeléctrica
del modelo se caracteriza mediante la inclusion de un coeficiente de acoplamiento
piezoeléctrico, capacidad interna y la impedancia correspondiente. (Dutoit et. al 2005).Este
modelo unidimensional se somete a una comparacion con resultados numéricos obtenidos a
través un modelo de elementos finitos utilizando con el software comercial COMSOL. A partir
del mismo es posible predecir valores de generaciéon de energia, formas modales y
deformaciones asociadas a un modelo tridimensional. Se realizan diferentes pruebas bajo una
misma condicién de vinculacién, destacandose que el estudio permite intuir que la modificacion
del area de contacto de la masa de oscilacién sobre el piezoeléctrico tiene un impacto
significativo en la generacion de energia.

La motivacion para la propuesta de un modelo analitico de recolector de geometria circular
sigue siendo el disefio de un recolector de pequefio tamafo para alimentar una estaciéon de
sensado autdbnomo en maquinarias agricolas (Febbo et. al. 2022).
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2 MODELO ANALITICO 1D DEL RECOLECTOR

2.1 Geometria

La Figura. 1 a) y b) muestra el esquema del prototipo que consta de un disco circular de latén
y un disco PZT — 5H. El latén estd empotrado a lo largo de toda su circunferencia.

dﬁ?

PZT'SH (P) M
hp

- ha
= Sustrato (B) ], (1) (2) - (2) () ’I—L

(3)

a)
b)

Figura 1a) y b): Esquema del recolector y estructura.

Sobre el PZT - 5H se coloca una masa cilindrica de acero (Chen, et. al.) con la intencién de
aumentar la generacion por incremento de la deformacion del piezoeléctrico.

Las dimensiones geométricas en corte transversal del dispositivo, Figura 1 b) son el didmetro
y el espesor del sustrato (dg, hg), didmetro y espesor del PZT (dp, hp), didmetro (d,,) y altura
(h,,) de la masa de oscilacién. La disminucién de drea de contacto entre masa y PZT se
materializa montando M sobre cilindros de menor didmetro (d,,.) y de altura constante (h,),
siendo d,,. quien define esta drea.

2.2 Modelo Matematico

La generacion de energia a través de piezoelectricidad se resuelve desde las ecuaciones
diferenciales ordinarias de movimiento (Erktur et. al. 2009)

Gj + 28045 + wjq — O;v = ;g

1 - (D

en las que g; representa los desplazamientos temporales generalizados; v el voltaje a través del
elemento piezoeléctrico; R es la resistencia de la carga, C la capacidad del piezoeléctrico, &; el
amortiguamiento modal asociado; @; frecuencia natural del sistema; ©; el acoplamiento
electromecanico y I'; el acoplamiento modal. El dispositivo se discretiza en tres secciones, para
considerar el cambio seccional introducido por el material piezoeléctrico.

Resolviendo mediante balance armoénico la Ec. (1) se obtiene la expresion para el voltaje
(Febbo et al. 2022)

I'eNR

V(t) =
\/ 2 2)
(w? — 02 — 2CREwN?)? + (208w + RN(O2% + Cw? — CN?))
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con (), frecuencia forzada.

El buzzer se modela utilizando la ecuaciéon diferencial fundamental de vibracion
amortiguada donde se propone una expansién del desplazamiento de la u(x,t) de la placa
circular discretizando espacialmente de la forma

u(r,t) = ) Upa(a(® G)
k=1

en la que U(;),, () son los n modos normales de vibracién de cada seccion (i) en tanto que g()
es el desplazamiento temporal. Los modos se determinan a través de la teoria de vibraciones
flexionales de placas circulares, la que deriva la ecuacién gobernante del problema con u como
el desplazamiento flexional

0%u

DV*u+m—— =0 4)

Jt
aqui, D es larigidez a la flexién y m la masa por unidad de 4rea de la seccion transversal de la
placa. La definicién de D para un material is6tropo viene dada por

R
T 12(1 —v?)

en las que, Y es el médulo de Young de la placa, v es la relaciéon de Poisson y & su espesor.

La discretizacién del modo de vibracion se divide en tres secciones que consideran para cada
caso su propio comportamiento mecdnico y condiciones de borde (CB). La continuidad
mecdnica en cada seccion deber considerar la compatibilidad de desplazamientos, giros,
momentos flectores y esfuerzos de corte (Yang et. al 2018).

Segtn la Figura 1a), las secciones quedan definidas por: seccion simple (/) para el sustrato;
seccion doble (2) para el sustrato y el PZT y la seccion circular completa (3) para el sustrato,
PZT y la masa M. Reemplazando la Ec. (3) en la Ec. (4) se obtiene la ecuacion para los modos
normales

D &)

0%ug;
at—z(” =0;i=1,23 ©)

en la que el subindice (i) representa la rigidez, la deflexion y la masa m(;) de cada una de las
secciones. Asi considerado cada tramo, quedan entonces determinadas para el tramo (/)

Y3hi
12(1 —vd)’
en el que Yy es el modulo de Young, vy el médulo de Poisson y hy el espesor del sustrato.

En el tramo (2) se redefinen de acuerdo a la literatura (Li et. al. 2003) Y. y v;, como

Ychi
Dy = —————<;
@ 71201 -vd)

DVt +mg

Dy = mey = pghg (7,8)

mz) = pghp + pphp (9,10)

HpYpHpYg(p — vp)?

Yo = HpYp + HpYp +
¢ PR TR T HYe(1 — v2) + HpYp(1 — v2) (11)

o = HpYpvp(1 —vp?) + HgYpup(1 — vp?)
¢ HpYp(1 —vg) + HpYp(1 — vp)

(12)
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hp he

He = h B8 = vy

(13,14)

con h. espesor de sustrato mas el del PZT, Y, m6dulo de Young, vp mddulo de Poisson y hp
espesor del PZT.
En tanto para el tramo (3) se definen

Dy = Yehe . _ Mr (15,16)
® = 1201 - v2)’ e = nrf ’

en las que Yr, up y hg son el médulo de Young, el médulo de Poisson la altura de My , masa de
oscilacion.
Realizando la sustitucion de la Ec. (3) en la Ec. (6) se obtiene la ecuacién de autovalores f3;

V4U 4 — 7= . 2 _ m(l)_
®~Fplo=0;i=123 fy=w|;~i=123 (17,18)

@

La solucion general de la Ec. (17) para el 1° modo normal es
Uy = Awlo(Bwyr) + BoYo(Bwr) + Colo(Bwr) + DKo(Bwyr); i=1,23  (19)

donde ]O(ﬁ(i)r) y Yo(ﬁ(i)r) son las funciones de Bessel de 1° y 2° especie de orden cero,
mientras [, (,B(i)r) y Ko(ﬁ(i)r) son sus versiones modificadas. Para la seccion (3),
B(3) ¥ D3y = 0, por indeterminacion de las funciones de Bessel para r — 0.

Aplicando las condicione de borde y de compatibilidad mecédnica se determinan las 10
constantes A(i), B(i): C(i) y D(i)-

2.3 Autovalores y frecuencias

Las condicione de borde y de compatibilidad en 1y, r, y 13 determinan el sistema lineal
homogéneo de 10 ecuaciones con 10 incégnitas Ax=0 que resuelve el problema de autovalores.

AUy (1) _o

— 0 2021
Uy(ry) = 0; I ( )
AU (1)  dUy (1)
Ugy (1) = Ugay (1); (;)r 2 = (;r 2 (22.23)
dU(3)(7”3) dU(z)(T3)
= ; = 24,25
U(3)(7"3) U(z)(rg), dr dr ( )
My (r) = —D(i)< 2t >:Nr<i)(r) = —D(i)§< 2t a,f) (26, 27)

2.4 Generacion de energia

Para determinar la generacion de energia en funcién de la frecuencia de excitaciéon (Eq. 2),
es necesario normalizar el modo calculado y calcular el valor del ©; y T’
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La normalizacién de los modos i, (7) respecto de la masa para cada seccion del recolector
se calcula a través de la integral

rl r3 r3
1= 271[ mUE(r)rdr + 271.[ my Uz (r)rdr + Zﬂj msy U3 (r)rdr. (28)
2 ly) 0
En tanto la carga modal y el acoplamiento se calculan (Bakhtiari — Shahri et. al. 2019) con
rl r3 r3
['=2m <f iy rdr +f t,rdr + j ﬁgrdr> (29)
r2 r2 0
__ 2mYcd3 (1+vp) (2ahp+h3) [ (12 %0, | 100, 3 (9% | 1043

0= (1+v3) 2hp [frs ( or? + r or )rdr + fO ( or? + r or ) rdr] (30)

en la que la distancia a = hg — hy;

Yphi Yp[(hg + hp)?* + h}]
LA a-wp
o~ 2 Yghg n Yphp €2y
(1-vf) (1-vp)

3 MODELO DEL RECOLETOR 3D

El modelo 3D es similar al recolector del trabajo (Vera et. al 2022). Para el software
COMSOL Multiphysics® (versiéon 5.5, COMSOL, Burlington, MA, USA) se requieren el
célculo de matrices ¢ tensor eldstico y e tensor de acoplamiento electromecdnico segtn las

siguientes definicionesc =s™1 ye =d.s™ L.
1680 0 0 0 0 0 0 308 0
e=| 0 1680 0 F} d=l 0 0 0 308 0 0 [%} (32,33)
0 o 1402 |- 185 -185 7855 0 0 of"
[8.2310°  3.6010° 3.29 10" 0 0 0 |
3.6010"° 82310 3.2910" 0 0 0
32910° 3.2910° 7.1010"° 0 0 0 (34)
c= 10 [Pa]
0 0 0 2.48 10 0 0
0 0 0 0 2.48 10" 0
0 0 0 0 0 23210
Las dimensiones del recolector se indican en la Tabla 1
Sustrato (Brass) PZT 5H
Ys 97 GPa Yp 8.23 GPa
Pg 7850 kg/m? Pp 7500 kg/m?
Ug 0.31 Up 0.31
dp 41 mm dp 22 mm
hg 0.1 mm hp 0.1 mm
-——- - dsy 125 x107'? C/m?

Tabla 1: Valores mecanicos y estructurales del recolector
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4 RESULTADOS

El recolector consiste en un buzzer empotrado en toda su circunferencia, al que se le
incorpora una masa M para aumentar la deformacion en resonancia. En la Tabla 2 a) y b) se
indican las dimensiones geométricas de la masa para valores de M = 9.25 gr. y de M = 8 gr.
respectivamente, mientras que en las Figuras 2 a) y b) y 3 a) y b) se muestra el 1° modo flexional
y el mallado del modelo 3D. La resistencia de carga R = 10 k€ en todos los casos, mientras que
la aceleracion es de 1 G.

Caso 1 (a) Masa Caso 2 (b) Masa
dn 10 mm dn, 10 mm
hn 15 mm h 9.6 mm
9.25 n
.. 0 & d.. 6 mm 8 gr
R 0 hoe 5 mm

Tabla 2 a) y b): Dimensiones de M para cada caso de estudio

Frecuencia 132.3 Hz

a) b)
Figura 2 a) y b): 1° modo y malla para el caso de M = 9.25 gr.

Frecuencia 132.69 Hz

z
b ox

a) b)
Figura 3 a) y b): 1° modo y malla para el caso de M = 8 gr.

Los valores obtenidos con el modelo 3D para el primer modo flexional son comparados con
los resultados analiticos. En este primer cdlculo no intervien la parte electrica y solo se
considera la relacion constitutiva del piezoeléctrico. La Tabla 3) muestra la comparacion entre
ambos modelos, observando una muy buena concordancia para los valores de frecuencia.

Caso a) M = 9,25 gr. Caso b) M =8 gr.
Analitico 1D COMSOL 3D Analitico 1D COMSOL 3D
132.11 Hz 132.3 Hz 132.24 Hz 132.69 Hz
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Tabla 3): Valores de frecuencia para el 1° modo flexional modelo analitico 1D y COMSOL 3D

A los efectos de validar el modelo analitico 1D, se compara la respuesta dindmica del
recolector de energia con los resultados del modelo 3D COMSOL. Estas comparaciones
consisten en la obtencion de la respuesta en frecuencia para la generacion de voltaje, respuesta
en frecuencia del desplazamiento y la configuracién deformada del recolector en resonancia.

La respuesta en frecuencia de generacion de voltaje se muestra en las Figuras 4 a) y b). Para
el Caso 1, la generacién del modelo 1D (curva azul) llega a un maximo de 18,36 V, con una
muy buena aproximacion con el modelo 3D, tanto en resonancia como fuera de ella. En tanto
para el Caso 2, la generaciéon del modelo analitico es un ligeramente mayor. En este caso, la
generacion llega a un valor pico de 16,1 V, la cual es menor al valor maximo del Caso 1. Sin
embargo, se puede observar un mayor ancho de banda. Este comportamiento se debe a que el
Caso 2 posee una masa inferior al caso 1 para una misma frecuencia resonante.

Generacidén. Masa 9.25 gr. Generacién. Masa 8 gr.
20 : . . . . T : .

« COMSOL 3D 132.3 Hz 157 ¢ COMSOL 3D. 132.69 Hz

—ondien R b | — Analitico 1D.132.24 Hz

]

¥
g

Voltaje [

° . . ol— L L L A
120 125 130 135 140 120 125 13e 135 140

Frecuencia[Hz] Frecuencia[Hz]

Figura 4 a) y b): Respuesta en frecuencia de voltaje. Casos 1 y 2. Analitico 1D y COMSOL 3D. R =10 kQ2

LaFigura 5 a) y b) muestra la comparacion del desplazamiento maximo, ubicado en el centro
del recolector. De igual forma que en analisis anterior, se observa una muy buena convergencia
entre el modelo 1D y 3D para el caso 1 (M = 9.25gr.). Para el caso 2 (M = 8gr.), el
desplazamiento 1D ajusta correctamente con el modelo 3D fuera de resonancia, mientras que
en condicion resonante arroja valores inferiores al modelo 3D. Para el Caso 2 se observa una
disminucién del desplazamiento maximo en comparacion con el Caso 1, debido a la
disminucién de la masa.

Amplitud modal. Masa 9.25 gr. ‘Amp_litud ﬂnodal- Masz‘sl 8g

1)

r 0.0006 -
0.0008- —— Analitico 1D. 132.1 Hz 1 b &

e COMSOL 3D. 132.3 Hz @.0005 — Analitico 1D. 132.24 Hz

©.0006 « COMSOL 3D. 132.69 Hz

0.0004 -

0.0004

Amplitud[m]
Amplitud[m]

©.0003 -

0.0002 -
0.0002 [

. 0.0001 -

120 125 130 135 140 120 125 130 135 140
Frecuencia[Hz] Frecuencia[Hz]

Figura 5 a) y b): Amplitud modal. Casos 1 y 2. Analitico 1D y COMSOL 3D. R =10 kQ

Por tltimo, la configuracién deformada del buzzer es comparada entre ambos modelos con
la idea de observar la gidizacion producida por la masa. Las Figura 6 a) y b) muestra el
desplazamiento en la mitad del buzzer obtenida para cada modelo 1D y 3D. Como puede
apreciarse, el modelo 1D analitico captura de buena manera cambio de rigidez provocado por

Copyright © 2023 Asociacion Argentina de Mecanica Computacional http://www.amcaonline.org.ar



Mecanica Computacional Vol XL, pags. 1053-1062 (2023) 1061

la masa y por el piezoeléctrico. Se pone especial énfasis, en que la forma deformada y
directamente proporcional al modo de vibracién propuesto en el modelo 1D, el cual influye
directamente sobre el valor del acoplamiento piezoeléctrico que se calcula con la ecuacién Ec.
(30).

Amplitud en resonancia. Masa 9.25 gr.

Amplitud[m]

0.0008

0.0006 -
0.0004

0.0002 -

—— Analitico 1D. 132.1 Hz

¢ COMSOL 3D. 132.3 Hz

Amplitud[m]

©.0006 T
©.0005 -
e.aeeai
0.0003 -

0.0002 -

Amplitud en resonancia. Masa 8 gr.

—— Analitico 1D. 132.24 Hz

e COMSOL 3D. 132.69 Hz

0.0001

0.0000 - 0.0000

0.010 0.e15 ©.020

Radio[m]

0.015 0.005

0.010
Radio[m]

0.000 0.005 0.020

©.000

Figura 6 a) y b): Desplazamiento en resonancia. Casos 1 y 2. Analitico 1D y COMSOL 3D. R =10 kQ

S CONCLUSIONES

Se presentaron estudios numéricos de un modelo analitico unidimensional (1D) de un
dispositivo recolector de energia de geometria circular (buzzer) con una masa de oscilacién
agregada en su centro geométrico para mejorar la generacion de voltaje. El modelo 1D es
comparado y validado con simulaciones numéricas por el método de elementos finitos a través
de un modelo construido bajo la plataforma COMSOL Multiphysics. La condicién de borde
considerada fue de empotramiento a lo largo de toda la circunferencia.

La solucidn analitica para las formas modales responde a las clésicas funciones de Bessel,
con la particularidad de que el modelo se considera constituido por tres secciones que tienen en
cuenta al sustrato, al PZT 5 H y a la masa de oscilacion. Condiciones de compatibilidad
mecdnica entre las tres secciones permiten dar solucion al problema de autovalores de manera
muy sencilla y adecuada.

Los estudios se centraron en la obtencién de la respuesta en frecuencia para la generacion de
voltaje, en el cdlculo de la amplitud de desplazameinto modal y en el grafico de la curva de
amplitud del desplazamiento en resonancia. Se realizaron estudios para dos geometrias
diferentes de la masa de oscilacion, con la consiguiente variacion de la masa de estas. En ambos
casos de estudio la excitacion armoénica fue de 1 G, con una resistencia de carga de 10 kQ. A
partir de la comparacion entre los dos casos propuestos, se concluye que es posible sintonizar
el dispositivo modificando el area de contacto de la masa con el buzzer. A parir de la reduccién
del area, disminuye la masa y la generacion obtenida en resonancia también disminuye. Sin
embargo, se observa un aumento del ancho de banda lo que mejora la condicion resonante ante
una variacion de la frecuencia de excitacion.

Los valores de frecuencias de resonancia, generacion y desplazamientos modales que se
obtuvieron con el modelo analitico 1D tienen una muy buena concordancia con los que se
obtuvieron desde el modelo 3D de COMSOL. Esto supone a priori, que el modelo analitico
propuesto es apropiado para avanzar en modelos que consideren condiciones de borde
diferentes y que tengan en cuenta problemas que no solo dependan del radio del dispositivo,
sino también de la coordenada angular.

A futuro, se pretende avanzar con el modelo analitico 1D para dispositivos de geometria
circular que consideren condiciones particulares para su vinculacién, diferentes a la del
empotramiento a lo largo de toda su circunferencia.
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