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Resumen. En el presente trabajo se estudia la respuesta elastica de post-pandeo lateral de
vigas de pared delgada construidas con materiales compuestos. Dicho estudio se realiza a
partir de una teoria geométricamente no-lineal desarrollada para vigas compuestas de pared
delgada con seccion transversal arbitraria (abierta o cerrada) y teniendo en cuenta la
incorporacion de varios aspectos no convencionales tal como la flexibilidad de corte
asociada a los movimientos flexionales y torsionales. Mediante la presente formulacion se
analiza la influencia de las deformaciones de pre-pandeo de la viga sobre las cargas criticas
y el comportamiento de post-pandeo de una viga bisimétrica, simplemente apoyada, y
sometida a una carga distribuida. Se obtienen curvas de equilibrio de pos-pandeo para
diferentes estados de carga.

523


http://www.frbb.utn.edu.ar/
marce
523


ENIEF 2003 - XIIl Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

1 INTRODUCCION

En el disefio estructural moderno, la utilizacion de estructuras livianas y rigidas crece dia a
dia. Consecuentemente las vigas de pared delgada se emplean muy frecuentemente. La
introduccion de materiales compuestos en la tecnologia de construccion ha mostrado grandes
ventajas desde el punto de vista de la relacion entre la rigidez y el peso como también debido
a otras propiedades mejoradas, por ejemplo la alta resistencia a la corrosion. Muy
frecuentemente las estructuras de material compuesto adquieren la forma de vigas de pared
delgada. Por otra parte, este tipo de estructuras presenta problemas particulares en su analisis
que estan siendo investigadas intensamente. En particular, el problema de inestabilidad es de
interés corriente (Vlassov') y existen varios estudios concentrados en la determinacién de
cargas criticas de pandeo para diferentes configuraciones de uso habitual. Es de practica
corriente calcular dichas cargas criticas a partir del analisis de estabilidad lineal.
Actualmente, dichas estructuras trabajan en el rango no lineal. De esta manera, un analisis no-
lineal es necesario para tener en cuenta los grandes desplazamientos y el acoplamiento de las
ecuaciones diferenciales. Ademas, el comportamiento de estructuras de pared delgada en el
rango de pos-pandeo es importante por varias razones. Este permite tener en cuenta el cambio
en la geometria inducida por la deformacion de pre-pandeo. Este efecto es ignorado por el
analisis de estabilidad lineal, y para algunas estructuras la influencia de este Gltimo sobre el
calculo de las cargas criticas puede ser importante. Por otro lado, si bien estas magnitudes son
de necesidad fundamental desde el punto de vista del disefio, no brindan informacién sobre la
capacidad de carga adicional en el régimen de pos-pandeo. Por tales motivos, esta
informacion debe obtenerse a partir de un andlisis geométrico no lineal que ha sido el objeto
de numerosos articulos en el caso de vigas construidas con materiales isotropos®*°. Por otra
parte, estudios similares para el caso de vigas de paredes delgadas de materiales compuestos
son relativamente escasos’.

En el presente trabajo se orienta al desarrollo de una teoria geométricamente no lineal para
vigas compuestas de pared delgada con secciones abiertas o cerradas considerando efectos de
flexibilidad por corte. Como ejemplo particular se estudia la influencia de las deflexiones de
pre-pandeo sobre la resistencia al pandeo lateral de una viga I simplemente apoyada para
diferentes estados de carga distribuida. Las ecuaciones de equilibrio gobernantes se
transforman en un sistema algebraico fuertemente no-lineal utilizando el método de Galerkin.
Se aplica un método basado en el algoritmo de Newton-Raphson para obtener resultados
numéricos. En la respuesta de pos-pandeo y carga critica de pandeo se sefala el efecto de los
diferentes estados de carga para dos tipos de secuencia de laminacion simétrica balanceada y
tres longitudes de la viga.

2 TEORIA
2.1 Definiciones e hipdtesis

Se considera una viga compuesta con seccion transversal arbitraria (ver Figura 1). Los
puntos del elemento estructural son referidos a un sistema de coordenadas cartesianas
(x,7,Z), donde el eje x es paralelo al eje longitudinal de la viga, mientras que ¥ y z son los
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ejes principales de la seccion transversal. Los ejes y, z son paralelos a los principales pero
tienen su origen en el centro de corte (definido de acuerdo a la teoria de Vlasov' de vigas
isotropas). Las coordenadas correspondientes a los puntos que se encuentran sobre la linea
media son denotados como Yy Z (0 Y y Z). Ademas, una coordenada circunferencial s y
una normal n son introducidas sobre la linea media de la seccion transversal. Por otro lado yy

y zpson las coordenadas del centroide medidas desde el centro de corte.

El presente modelo se basa en las siguientes hipotesis:
1) La seccion es indeformable en su plano.

2) La distribucion de alabeo esta dada por la funcidon de Saint-Venant para vigas isétropas.

3) Se desprecia las resultantes de tension correspondientes a la tension circunferencial oy

el esfuerzo resultante correspondiente a yys.

4) Los radios de curvatura de cualquier punto de la membrana son despreciados.

5) La curvatura torsional lineal se expresa de acuerdo a la teoria clasica de placas.

6) Se supone una secuencia de laminacién simétrica y balanceada, o especialmente
ortotropa’ (las ecuaciones constitutivas correspondientes a las resultantes de tensiones

laminares se indican en el Apéndice I).

P

— "

-

T detalle de la pared

!

Figura 1: Sistema de coordenadas de la seccion transversal

3 FORMULACION VARIACIONAL

Teniendo en cuenta las hipotesis adoptadas, el principio de Trabajos Virtuales para una

lamina compuesta puede ser expresada en la forma®:

[[(V 86 + M 550 4 N 670+ M 55D + N6y

~[[ @0, +q,0m, +q.00.)ds dx~ [[(p,ou, + p,ou, +p.ou.)

_.”.[(]x&”x + f,0u, + f.0u.)ds dn dx
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donde N,., Ny, M., M; y Ny, son las resultantes de tension laminares, y se definen como
sigue:

e/2 e/2 e/2
N, =I o,dn , M, = (O'xx}’l) dn , M =I (stn) dn
—e/2 —e/2 —e/2 (2)
e/2 e/2
Xxs :I O ys dn s an :I O dn
—e/2 —e/2

ademds, se considera que la viga estd sujeta a las fuerzas superficiales q,, g, y q.

especificadas por unidad de area de la superficie media indeformada y actuando a lo largo de
las direcciones x, y y z respectivamente. De la misma manera, p., p, y p. son las fuerzas

aplicadas en los extremos en x =0y x = L , donde L es la longitud de la viga. Asimismo f,,

f VY f. son las fuerzas por unidad de volumen. Cabe aclarar que u

X

u,y u, corresponden
a los desplazamientos de la linea media.

4 EXPRESIONES CINEMATICAS

El campo de desplazamientos’ (compatible con las hipotesis 1 y 2) se adopta de la
siguiente manera:

u, =ul +ul*
u, :uﬁ +u;\l 3)
u, =ul +ul*
(uf =u,(x)=0.(x) y(s,n)—0,(x) Z(s,n) + 0 (x) &(s,n)
< uyL =v(x)—¢(x) z(s, n) (4.2)
L

\uz = w(x)+¢(x) y(s,n)
( NL 1
W = g0, 26, - 9090, 9 v(5.)

ul = %(— ()2 y(s.m) =0, (x)% F(s.m) 0, (x) 0, (x)Z(s.1) ) (4.b)

A

uM = %(— B0 2(5,m)— 0, (x)* Z(s.1) — 0, (x) 0, (0)7(5.7) )
N

donde, las componentes €., 6, y ¢ pueden interpretarse como rotaciones semitangenciales.
En las expresiones anteriores se han utilizado las siguientes definiciones:

}(s,n):y(s,n)—yo
z(s,n)=z(s,n) -z,

)

Fem=T(5)-nZ,  Hsm=Z(s) 4 (6)
ds ds
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W) =Y(6)=nL. asmy=2() + 0l 7)
ds ds

La funcion de alabeo de una seccidn transversal de pared delgada se define como:
o(s,n)=w,(s)+ao/s,n) (8)

donde, ®, y o son la funcion de alabeo del contorno y la funcion de alabeo del espesor,

- - 10,11
respectivamente. Ellas son definidas en la forma ™ " :

©,(s)= é[ [ (j [r(s) - w(s)]ds)ds} [ I - w(s)ks ©)
o, (s,n)=—-nl(s)
donde
dy dz
r(s)=—2Z(s)—+Y(s)—
dS dS (10)

l(s):Y(s)%+Z(s)6;—f

La funcion ¥ es la deformacion de corte en la linea media, obtenida a partir de la teoria de
Saint-Venant de torsion pura para vigas isétropas'’, y normalizadas con respecto a dé/dx .

Siendo #= 0 para el caso de secciones abiertas.

5 DEFORMACIONES

Los desplazamientos con respecto al sistema curvilineo (x, s, ) se expresan de la siguiente
manera:

Uzux(x,s,n) (11)
Vzuv(x,s,n)d—y—i-uz(x,s,n)d—z (12)
7 ds ds
— dz dYy
W——uy(x,s,n)g+uz(x,s,n)g (13)

El tensor de deformaciones de Green-Lagrange se define como sigue:

:@a_%é[(@@l} *[%—WJ ] (14)

1\oUu ov ovov ow ow
b= S+ S (15)
S 2| 0s Ox Ox Os Ox Os
1{oU ow ovaov ow ow
g, =o| L LT OOV (16)
2| on Ox Ox On Ox On
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En el mismo se desprecian las deformaciones correspondientes al término de segundo orden®
que involucran al movimiento axial. Sustituyendo las expresiones (3) en (11-13) y luego en
(14-16), se obtiene

e, =W +nxc)

7o =26, =r9 +nxl (17)
Ven =260, =75
donde
P +§[(v'2 ww?)rgr(r? +ZZ)]—éy0 6, ¢'+9;¢—2w’¢')+ézo(92 §+0.9-2v'¢)
v 18)
_ 0, 0. — (
+Y[—6’;+¢'w'—¢2y —¥J+Z( v'g' +9 i 92¢j ‘o,
’9 9’ ’ ’
O —9;+¢'w’—¢—y— ), 4y -0, —v g G0 gy, (19)
: ds 2 2 ds 2 2

dY 1 dz 1
O =2y -0 +wp-—0, +—( —0,—V'g+—0 j+ "—O)r—w)+ye'
g ds(v WP ﬂﬁj | WO, bS04 |+ (0= 0Nr—y)+yy

dy az dZ — dy 20)
Y00 -7%00 - Y+ 760 +0.0
ds °°° ds 77 Z(ds ds j( =y Y Z)
az dy dy dZ
0 =_) 0.0, +0,0. 0.0, -6.0 21
Koxs '+ [(ds] (ds] }( ) ds ds( yy) ( )
yO 9V o _ygs —9 b= e, +w¢——9 b1+ -0
ds Y ds (22)
a7 —dy - =
7y 0.0 +0.0)-72%0 0 7% 9.0
2( ds ds]( = Z) ds 77 ds =~

6 ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Las ecuaciones constitutivas de un laminado simétrico balanceado pueden ser expresadas
en términos de resultantes de tension laminares, de la siguiente forma’:

Nol (4, 0 0 0 0 [[&9
N, 0 A, O 0 0 ||y¥
N,t={ 0 0o 4% 0o 0 Ry© (23)
Myl |0 0 0 D, 0 [«
M, |0 0 0 0 Dg|[xY
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con
2 2 ) ¥
A A _An A A _ A AU _ ) (A45 )
=4 ) 66 =466 ~ > 55 = Ass (H)
22 22 Ay (24)
D7 D;
DJJ—DU_D_]2 ) D66_D66_D6
22 22

donde 4,, D; vy Ai(].H) son coeficientes de rigidez definidos de acuerdo a la teoria de
laminacién presentada en’ . El coeficiente D,, ha sido despreciado, debido a su bajo valor por

la secuencia de laminacion considerada.

6 ESFUERZOS TIPO VIGA

Se define los esfuerzos tipo viga de la siguiente manera:

_ Y = 7z
N=[N,ds , Myzj[zvxme ‘;jds , Mzzj(NxxY—Mxxz—des

dz day dYy az
QZ:J. (NXSEJ’_N ds jdsa QY:J. (Nxsz_anszs (25)

:J. (Nxxwp _Mxxl)dsﬂ TW :I[NXS(F_W)+Nx11Z]dS s TSV :j(Nxsl//_2st)dS
Los parametros que se encuentran en las ecuaciones (25) tienen el siguiente significado: el
esfuerzo normal (N), los esfuerzos de corte (O, y Q-), los momentos flectores (M, y M.), el
bimomento (B), el momento torsor de Saint-Venant (7,), el momento flexotorsor (7).

También han surgido otras resultantes generalizadas de alto orden: B, T}, T, T; carentes de
significado fisico simple. Estas son las siguientes:

B, = .[NXX(YZ +Zz)—2Mxxr]ds

N, Z——N Z -M,  —
ds S ds ds

I
[N (79179, (722 fd_Y}Mx{d_Zz ar j]d
-

—dY dy dzZ. } s
(26)

ds ds ds ds ds ds

N, Y—+N Y— + M, —
ds ds ds

dz dy dZ} s

donde la integracion se realiza sobre el total de la longitud de la linea media del contorno.
Las deformaciones generalizadas correspondientes a los esfuerzos definidos anteriormente,
pueden identificarse de la siguiente manera:
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Correspondientea N:  u/ +%(v'2 +w'2)—%y0 (Hy ¢’+9;;¢—2W’¢,)+%ZO (0. ¢'+0.p—-2v'¢")
! ror 9 ¢’ €'¢

-0 - 4= 4z
VY 2 2

90, 99
2 2

Correspondientea M ,, :

CorrespondienteaM ,: -0, +¢'w' -
Correspondiente a B : o'

Correspondientea O, : vi—0, +w'¢ _%9y¢

Correspondientea Q, : w'— 0, - V' +%02¢

’

Correspondiente a T, :
12

CorrespondienteaT,,: ¢'—0
) 9@
Correspondientea B; : —

CorrespondienteaT;: 6,0,
. L(y o :
Correspondientea T, : 3 (Hzé’y +6,0, )
CorrespondienteaT; :  6.0. (27)

Las relaciones entre los esfuerzos tipo viga y las deformaciones generalizadas determinan el
comportamiento de la viga. Reemplazando las expresiones (18-22) en las ecuaciones
constitutivas para las resultantes de tension laminares (23) y reemplazando en (25) y (26), se
obtienen las relaciones constitutivas entre los esfuerzos de la viga y las deformaciones
generalizadas. En el apéndice I se define la ley constitutiva en términos de la matriz de
rigidez de la viga.

7 ECUACIONES DE MOVIMIENTO Y CONDICIONES DE BORDE

Sustituyendo las expresiones (3) y (18-22) en (1) e integrando con respecto a s, se obtiene
la siguiente expresion unidimensional para el trabajo virtual:

Ly +Lp=0 (28)

donde
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L
’ ¢ ¢, ’ T ’
Ly =j{5MoN+5ﬁz[—Qy +0. 3+(My +Nz,))7+6y72+92T3
0
r T r ’ r
+§HZ(—MZ+(My+Nz(,)§+:9y72+62T3J+5V(Qy—QZ¢+vN—(My+Nz(,)¢)

4 ¢ T
+56’y(—QZ —QyE—(MZ +Ny0)7+¢9yT] +az72

(29)
’ T ! ’ ’
+§0y(—My—(MZ+Ny0)§+:9yT]+HZ72j+§w(Qz+Qy¢+wN+(MZ+Ny,,)¢)
i 0}’ 02 ’ ' ’
g TW+TW—(MZ+Ny0)7+(My+Nzo)7—(My+Nz(,)v (M. +Ny,)w' +¢'B,
0)’ 2 92 ' )" 9; '
04 =0, W [+0.| F v —(MZ+Ny0)7+(My+N20)7 +50' B-80T, tdx
- 0
Lp =J. {—qxﬁuo —qyav—qzéw—baewa{mz —m,, gmyaz + A 7y] (30)
0
¢ 92 92 9}’
+§0y[my+m213+/129},+/1mx 5 + ¢ —mx—my17+m217+/1yz¢ dx
Ny 0,000, 00- 500100, ¥ 47, + W2+ 0. + 7,5
+|=Nouy, —0,6v—0.6w—B50+66.| M. 5 M,+Nz))+4,0. + oy
0 0 0 o
+5¢9y[]\7y TN 3)2 70, ;j+5¢{_m_ = (W, N 20 )+ 2207, +ﬁy0)+§,¢ﬂ
x=0

Tomando variaciones con respecto a los desplazamientos generalizados uy, 6., v, 6, w, 6, ¢
como se indica en las ecuaciones (29) y (30), se obtienen las siguientes ecuaciones de
equilibrio:

-N'=gq, (31)

, ¢ ' , 7, 0, ¢ 0
M. -0, —E(My +Nz) -0.T -0, 72+¢ F=memy $A,0, A, Ty (32)
o, ~¢(ar, +Nz))-0. g+ NV] =4, (33)

’ ¢ ! ’ 62 ’ ¢ ¢ 92
My_Qz +E(M2+Ny0) _HyTl_ ) T2 _?Qy:_my_mzla_lzey_lmx 2 (34)
o +g01. e Ny )0, g N W] =4, (35)
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-B' T, =b

’

] 2 0n v ) -0, ], v 2 0. ]rwo, —vo.

’ 0
—[¢’Bl —v’(My +NZO)+W’(MZ +Ny0)] =m, +my, %—mzl Ty—ﬂyz¢

con las siguientes condiciones de contorno (en x =0, L)

N-N=0 6 Sitg =0
_ .- _ @
_M}+§Lwy+NZJ+@TyH%%%+M;—%@%y+NzJ+%ﬁz+Lm7?:0 6 80.=0
Qy_¢,(My+NZO)_¢Qz+V(N_§y=0 0 ov=0
—My—%(MZ+Ny0)+92%+9},Tl+A7y+§(]\72+]vyo)+zzt9y+me922:0 6 66,=0
0. +4'(M.+Ny,)+¢Q, +w N-0. =0 6 Sw=0
B-B=0 6 50 =0
6}’ 02 ’ ' ’
TM+Tsv—T(MZ+Ny0)+7(My+Nz0)+¢Bl—v(My+Nzo)+w(MZ+Ny0)
— 0, (— = 0, — — _ )
_Mx_T( y+NZO)+7( z+Ny0)+Bl¢:0 0 0p=0

(36)

(37)

(38)
(39)
(40)
(41)

(42)

(43)

(44)

donde (qx, 9y, q- My, my, mz, myp, M2y, Ay, Az, Ame Ayz) TEpresentan las resultantes de las fuerzas
aplicadas en la viga, y se encuentran definidas en el Apéndice II. De igual forma

(N:stQzaMz:MyaB,M

representan las resultantes de las fuerzas aplicadas en los extremos de la viga

x>y vz Tmx 0

8 ANALISIS DE POS-PANDEO DE UNA VIGA I SIMPLEMENTE APOYADA

A,,2.,2, ,B,) se encuentran definidos en el Apéndice II y

Con el proposito de analizar el problema de post-pandeo de una viga I (abierta) de pared
delgada, se considera que la misma se encuentra simplemente apoyada y con una carga
distribuida aplicada en tres diferentes posiciones: a.- en la parte superior del ala, b.- en el

centro de corte y c.- en la parte inferior del ala de la viga (figura 2).
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Figura 2: Diferentes estados de carga

A continuacion se describe el procedimiento adoptado en el calculo tanto de las cargas
criticas de pandeo como en el andlisis de camino de equilibrio de pos-pandeo.

En primer lugar se reemplaza los esfuerzos tipo viga en las ecuaciones de equilibrio (32-37).
De la ecuacién (31) se obtiene que el esfuerzo normal es igual a cero. Luego para resolver
este sistema diferencial no-lineal, se aplica el método aproximado de Galerkin donde se
reemplaza a los desplazamientos por funciones aproximados (45) que cumplen con las

condiciones de borde.
V=Y, sen Ty , 0,=0,cos Z
L L

r n
w=w, sen(z x) . 0,=0, cos(z x) (45)

=4 Se”[% xj , 0=06, cos[% xj

donde vy, @9, wy, 6,0, ¢y, 6 representan las amplitudes asociadas a los desplazamientos.

De esta manera, realizando algunos célculos de integracion se obtienen las seis ecuaciones de
equilibrio algebraicas fuertemente no-lineales y totalmente acopladas. Para el estudio del
comportamiento no-lineal se calcula la matriz tangente para ser utilizada con un
procedimiento basado en el algoritmo de Newton-Raphson.

8.1 Calculo de cargas criticas de pandeo

En el estudio de las cargas criticas de pandeo, el momento flector méximo generado por la
carga distribuida ¢, viene dado por M) (46). Cuando se aplica la carga ¢. o el momento flector
equivalente My, la viga se mueve verticalmente (direccion z), lo cual corresponde al estado de
pre-pandeo, también llamado estado fundamental.

LZ
My =T (46)

Cuando la carga de pandeo es alcanzada, el comportamiento de la viga es flexional-torsional.
Las componentes del desplazamiento en el estado fundamental son de la siguiente forma:

05 0.0, Wy 0,0, 6, 6 = 10,0, ,6,,0,0} (47)
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Para el calculo del momento critico de pandeo se obtiene en primer lugar wy, y 6,, a partir de
las ecuaciones de equilibrio linealizadas (y discretizadas) correspondientes a la direccion de
carga (z). Los valores hallados son posteriormente introducidos en la ecuacion determinante
que surge de eliminar de la matriz tangente, evaluada en el estado fundamental, las filas
correspondientes a la direccion de carga previamente analizada. Resolviendo dicha ecuacion
se obtiene el momento critico. De esta manera, se han considerado implicitamente los
desplazamientos de pre-pandeo para la obtencion de dicho wvalor critico M. Este
procedimiento difiere del célculo linealizado del momento critico de pandeo lateral.

9 APLICACIONES Y RESULTADOS NUMERICOS

La aplicacion esta orientada a determinar la importancia de los diferentes estados de carga,

las diferentes secuencias de laminacion, la influencia del pre-pandeo sobre la carga critica y
los estados de equilibrio en el pos-pandeo.
Con el fin de evaluar el comportamiento no-lineal del miembro estructural analizado, se
considera una viga I de pared delgada con las siguientes caracteristicas: h=0.6 m, b= 0.6 m,
e = 0.03m y L = 6 m (ver figura 3). El material es grafito-epoxy (AS4/3501) cuyas
propiedades son: E; = 144 GPa, E,; = 9.65 GPa, G|, = 4.14 GPa, G3=4.14 GPa, Gy; = 3.45
GPa, vi2=0.3, viz = 0.3, v3=0.5, p= 1389 kg/m3. La secuencia de laminacidon considerada
son {0/0/0/0} y {0/90/90/0}.

Figura 3. Seccion transversal analizada

9.1 Influencia del pre-pandeo sobre el calculo de cargas criticas de pandeo

En el estudio de las cargas criticas de pandeo se realizaron computos para los tres estados
de carga variando el tipo de laminacién y la longitud de la viga. En la tabla 1 se observan los
valores de carga critica de pandeo para una longitud de viga de 12 metros, considerando dos
casos de analisis. Caso I corresponde a los valores de carga critica M, teniendo en cuenta la
deformacion de pre-pandeo (procedimiento explicado en la seccion 8.1). Caso II corresponde
a los valores de M, hallados a partir de la teoria de estabilidad lineal"? ’14, sin considerar la
deflexion de pre-pandeo.
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Tabla 1: Cargas criticas de pandeo M, x 10° (en Nm), para una longitud de 12m.

Secuencia de laminacién 2> {0/0/0/0} {0/90/90/0}
Estado de carga Caso | Caso 11 Caso | Caso 11
a (parte superior) 2.84 2.49 1.63 1.37
b (centro de corte) 5.21 4.02 2.98 2.14
¢ (parte inferior) 9.55 6.49 5.45 3.33

De la tabla 1 se observa que las cargas criticas de pandeo calculados de la teoria lineal (Caso
IT) son conservativas comparadas con aquellas provenientes del calculo no-lineal (Caso I).

Tabla 2: Cargas criticas de pandeo M, x 10° (en Nm), para una longitud de 6m.

Secuencia de laminacién 2> {0/0/0/0} {0/90/90/0}
Estado de carga Caso | Caso 11 Caso | Caso 11
a (parte superior) 10,10 8.80 5.70 5.05
b (centro de corte) 20.06 14.87 10.75 8.38
¢ (parte inferior) 39.90 25.13 20.32 13.92

En la tabla 2 y 3 se encuentran los valores de carga critica de pandeo para una longitud de
viga de 6 y 4 metros, respectivamente. La importancia del efecto de pre-pandeo es superior a
medida que disminuye la longitud de la viga. También notamos que la secuencia de

laminacion {0/0/0/0} presenta mayor resistencia al pandeo que la secuencia de laminacién
{0/90/90/0}.

Tabla 3: Cargas criticas de pandeo M, x 10° (en Nm), para una longitud de 4m.

Secuencia de laminacién =2 {0/0/0/0} {0/90/90/0}
Estado de carga Caso | Caso 11 Caso | Caso I
a  (parte superior) 22.12 16.93 12.06 10.25
b (centro de corte) 64.08 29.62 25.11 17.43
¢ (parte inferior) 196.17 51.84 52.76 29.64

Finalmente, el punto de bifurcacion depende sobre la altura donde el pardmetro de carga es
aplicado. El ejemplo considerado muestra que la resistencia al pandeo lateral es mayor
cuando la carga es aplicada en el ala inferior (c) de la viga I. Se puede observar que por esta
razon los momentos de pandeo de la viga son mas importantes cuando la carga se encuentra
sobre la parte inferior del ala que cuando la misma se halla sobre la parte superior de la
misma.

9.2 Comportamiento de pos-pandeo

Se grafica el camino de equilibrio de pos-pandeo en la figuras 4, 5, 6 y 7 para los
desplazamientos vy, €, ¢y 6 respectivamente, en funcion del momento critico M, para una
longitud de viga de 6 metros y una secuencia de laminacion {0/0/0/0}. Del mismo se observa
que las bifurcaciones coinciden con aquellos valores criticos hallados en el caso I (tabla 2).

535


xyz
S. P. Machado, V. H. Cortínez

xyz


marce
535


ENIEF 2003 - XIIl Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

M, x 10° My x 10°

50 4—///¥ 50 /¥
40 £ 40

30 ¢ 30

20 /I 20 /I

wop— i 0 i
Vo : ! : : : (SE
0.05 0.1 0.15 0.2 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Figura 4: Camino de equilibrio de pos-pandeo de v,.  Figura 5: Camino de equilibrio de pos-pandeo de 8
Zy

Los caminos de equilibrio de pos-pandeo calculados son estables y son similares para las
distintas longitudes como asi también para las distintas secuencias de laminacion. Por tal
motivo no son presentados todos los graficos en el presente trabajo.

M, x 10° M, x 10°

T i w0 i

8o
o1 0.2 0.3 WL 0.025 0.05 0.075 0.1 0.125 0.15 0.175

Figura 6: Camino de equilibrio de pos-pandeo deg. Figura 7: Camino de equilibrio de pos-pandeo
de 00 .

En general puede notarse que la estructura presenta una capacidad de carga remanente de pos-
pandeo mayor cuando la carga se encuentra ubicada en la parte inferior de la viga (c). Cuando
la carga distribuida se halla en la parte superior de la viga (a), la capacidad de carga luego del
pandeo es de escasa aplicabilidad debido a la rapidez de crecimiento de los desplazamientos.

9 CONCLUSIONES

En este articulo se desarroll6 una teoria no lineal para vigas de pared delgada construidas
con materiales compuestos. Las ecuaciones de equilibrio se dedujeron en el contexto de
grandes desplazamientos y teniendo en cuenta flexibilidad por corte tanto en la flexion como
en el alabeo torsional. La misma puede ser utilizada para vigas de seccidon transversal
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arbitraria y diferentes secuencias de laminacion simétrica balanceada. Este modelo permitio el
estudio de cargas criticas de pandeo y pos-pandeo lateral de vigas. Se determino la gran
influencia de la deflexion de pre-pandeo sobre las cargas de pandeo para una viga I
simplemente apoyada. También se estableci6 la alta dependencia de las cargas de pandeo
sobre la ubicacién de la carga distribuida. Por ultimo, se utilizd un método basado en el
algoritmo de Newton-Raphson en la determinacion de los caminos de equilibrio de pos-
pandeo. Verificando la coincidencia con los puntos de bifurcacion hallados en el andlisis no
lineal de pre-pandeo.
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APENDICE I

La relacion constitutiva entre los esfuerzos viga generalizados y las deformaciones
generalizadas puede expresarse:

ARSI

)=y M, M, B o, 0. 1, 1, B, , T, 1]

(AL1)
(A.12)

donde {f,}es el vector de esfuerzos viga generalizados, {A} el vector de deformaciones
generalizadas definido en la seccion 6 y arreglado en el correspondiente orden de acuerdo a
los elementos de {f,}, /K] es una matriz simétrica de 12 x 12 cuyo elementos estdn
representados por las siguientes integrales curvilineas (los elementos no presentados a
continuacion son nulos):

Ky =4y | ds,

Ky, =4y j22 ds+D,, IW ds,

K;s =4, jY2 ds+D,, jz'z ds,

Ky, =4, ja;f, ds+D,, j12 ds,

K5 =As; jz’2 ds + Ay jY’Z ds,
Ky =Ag [Y'(r-y)ds—As5 [ 2" lds,
Ky =(dss g5 ) [V 270,

Ks 5 =—Agg jY’zfds—Zﬁ IZ'zfds,
K, =Ag [ 2" (c-y)ds+ A5 [ Y'lds,
K10 =—Ags jZZ'2ds—A755 jY'Zst,
Ky = (Ass Ay ) [ 2y Vil

K75 =g IW(F—W)dS,

K19 =—Ags [(r—y)Z2'ds — 455 [1Z Y'ds,
Kyy=Ag [wds+4Dys [ ds,

K0 =—Ag j wZZ'ds +2Dyg j Y'Z'ds,

K,o=4y I(Y2 +22)ds

Ky =4y jZ(W +Zz)ds—25”jr Y'ds

Ko =4y j?(YZ +22)ds+251,jr Z'ds

Kyo=4; ja)p(ﬁ +Z2)ds+2511jr 1ds

Ky =(dg 455 )[ 27" ds

Ky =4 [wY'ds

Ksyy=—dg [Y(ZV'+Y 2')ds 455 [2/(Z 2/~ Y v")ds
Ky =Ass [Y'7 ds+Ag [27 ds

Kgg =g jy/Z'ds

Ky =—Ags jZ’(Z Y'+Y Z')ds + Ass jY'(ZZ’—?Y')ds
Ky ;= Ag [(r=y)* ds+ 455 [17 ds

Ko py=~Ags [(r=y)ZY'+Y 2')ds+ 4s; [I(Z 2/~ Y v")ds
Ky 1y ==Ags [(r=y)Y Vds + 455 [1¥ Z'ds

Ky =g [WZY'+Y 2')ds - 2Dy, [ (2 -7 )ds
Ky =—Ag jy/Y’fds—2566 jY’z'ds
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Koy =4, [(r?+22) ds+4D,, | r*as

K 1910 = Ags J.ZZZ’2 ds + Ass IZZY'Z ds + Dy J.Z’zy’2 ds

Kiyy =g [Z2Z Y'+¥ 2')ds~ Ay [ZY(Z 2-T ¥')ds - Dy [¥2(2 -Y"? )ds

Koo =\dgs ~ 455 )[ ZV2'vids Dy [¥'? 22ds (A.13)
Ky =4 [Z Y47 2'f ds+ 455 [(Z 2 -T v') ds+ Dy, j(z’2 y2F as

Kio =g [Z V47 2 WY ds+ A [(Z2'-T Y')¥2' ds+ Dy [ (27 - 'z ds

Kipio=Ags [Y?Y' ds+ 455 [Y?2 ds+Dyy [ Y7227 ds

APENDICE 11

Las resultantes de las fuerzas aplicadas a la viga, que aparecen en la ecuacion (30), se
definen como sigue:

q.=[q.ds+[[ ] dsdn . a,=[a,ds+[[F, dsan

= [, ds+ [[ 7. dsan . b=[q0,ds+ ([ f0dsdn
mz=jqx?ds+jjfxydsdn , my=jqjds+”fx2dsdn
m, =[G.7-3,2)ds+ [[(F.5- 7,2)ds dn+ .y, —q,7, (AILD)
m,=m, +q,z L My =m, g,y
A, =[qYVds+[[fydsan , A =[qZds+][fzdsdn

A =[@,Z +.7)ds + [[ (£, 2+ £.7)ds an
Ay =4y + 4.+ 4,50 +4.2

Las resultantes de las fuerzas aplicadas en los extremos de la viga, que aparecen en la
ecuacion (30), son:

N:ﬂﬁx ds dn ., 0, =”79}, ds dn

0. =sz dsdn , M, =”ﬁxyds dn

M, =j pZdsdn Ez”]‘)xa)dsdn

M, =j 5.7+ 1,)-D, (7 +2,))ds dn (A.I1.2)
Z, ”pyyds an 7 :”ﬁzids dn

7. ” 7+ Dp.y)ds dn

” ery0 +p Z+ZO))den
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