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Resumen La solucion exacta del problema de vibracion transversal de placas redanguares
isotropas resulta de dificil obtencion, salvo en € caso en gque dos bordes opuestos de la
misma sean simplemente apoyadacs, y los otros dos no sean ambos libres. El problema se
torna aunmas complejo, cuandoen la placa exsten agyeros para € paso de condictos, 0
zonas de la placa que poseen propiedades mecanicas diferentes, causadas por defedos de
fabricacion, o po dafics localizadcs 0 pa reparaciones. En estos casos, cobra vigencia la
utili zacion de métodos aproximadcs para determinar los parametros dindmicos. En €
presente trabgo, se presenta unaresefia e resultados obtenidos para placas vibrantes
redangdares con dversas complgiidades en su daminio. EI método dilizado es € de
Rayleigh — Ritz, implementado através de un dgoritmo que facilita la construcaon ce las
matrices de energia involucradas en € determinarte — eauacion, para olktener los autovalores
asociadcs con las freauencias naturales del problema. S reaurrié a conjuntos de funciones
viga paa apoximar la amplitud ce la deformacion. Cabe recordar, que la primera vez que
se utilizaron funciones viga en forma intensiva paa calcular autovalores de placas
homogéneas vibrando transversalmente fue en e ya clasico trabgo de Dana Young
“Vibrations of redanguar plates by the Ritz Method’ publicado en 1950en e Journal of
Applied Mecharics ™.
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1 INTRODUCCION

En la adualidad, € auge de los materiales compuestos, y de materiales homogéneos con
caraderisticas ortétropas e incluso anistropas %, haceque sean muy adeauadas para @ andlisis
dindmico, las metodd ogias aproximadas de cdculo. No olstante es conveniente la alaptadon
y mejoramiento de tales metoddogias tanto alas paosibili dades de cdculo aduales, como alos
requerimientos de los nuevos materiales.

El presente trabgjo presenta d andisis del comportamiento dindmico de placa
redangulares ortétropas que @rtienen inclusiones de materiales diferentes, tienen diversas
condciones de borde y la presencia de ayujeros.

Puede halarse @undante bibliografia reladonada on € andlisis de placa llenas
construidas de materiales isotropas * *, pero resultan escasos |os trabajos encontrados cuando
Se presentan caraderisticas como |las mencionadas en el parrafo anterior °.

Basta @n recordar brevemente d gran uso de estos elementos estructurales, en casi todos
los campos de la ingenieria, citando a modo e gemplo € uso de placa con perforadones
para d paso de mndLctos, lareparadén de paneles navales® con materiales de caaderisticas
diferentes, o construidas con material ortétropo, la utilizadon de placa de drcuito impreso
perforadas, € andlisisindiredo del deterioro pa corrosion entre otros.

1.1 Presentacion del modelo

El esquema simplificado celafigura 1l presenta ¢ modelo estructural a andlizar, una placa
redangular con unagujero o con un rche de material ortétropo, con de de sus lados
empotrados, unosimplemente gpoyadoy €l otro simplemente gpoyado olibre.

v Placade material

y i ,
T SA oL isétropo u ortétropo
b
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arche ortétropo
E _____ p p SA
Yo -
Vil ,
X
- - —>
X X E a

Figuran 1: Placaredanguar E-E-SA-SA o E-E-SA-L sometida avibradones transversales libres, anali zada para
dosreladonesdelado:a) A =ab=1, b)A=ab=15.

En lafigura 1, Xe y son las coordenadas espadales en € plano ce laplacgay b las
dimensiones de ladosy X, X,,V,;e Y, definen las coordenadas de los vértices del redangulo

gue crresponck d agujero de borde libre o a parche. Segiin € caso, se plantean los modelos
estructurales que @rresponden alaplacak-E-SA-SA, y alaplacaE-E-SA-L. Se omparan los
resultados obtenidos en ambaos casos de vinculadon, con € fin de analizar e cambio en €

838


xyz
ENIEF 2003 - XIII Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

xyz


marce
838


D. H. Felix, D. V. Bambill, C. A. Rossit, P. A. A. Laura

comportamiento dndmico del sistema aando € vinculo simplemente goyado fala o es
eliminado pa razones de redisefio, produciéndase latransicion del primer a segundomodelo.

2 SOLUCION ANALITICA

El tratamiento clésico uilizado en la determinadon ce las freauencias naturales de
vibradén transversal de una placaredangular, empleando € método energético de Rayleigh-
Ritz*, comienza on la definicion de la anplitud de desplazamiento transversa W(x,y). En
este trabajo las funciones coordenadas que definen la anplitud de desplazamiento de la placa
vibrante son las expresiones de las funciones viga ’, que satisfacen idénticamente las
condciones de borde esenciales 0 geométricas en e contorno exterior de la placa Si las
coordenadas de posicidn, y las variables que las invalucran, son convenientemente expresadas
en forma adimensional, se puede escribir lafuncion amplitud de desplazamiento como:

M N
WOY= D > Amn XnlX) YY) (L)
m=1L n=1
donce
x=X/a . y=y/b )

Las reladones funcionales X, (X) e Y, (y) son las funciones viga degidas de aaerdo a las
condciones de borde de la placa y A,,, son coeficientes indeterminados. Para los casos

resueltos en € presente estudio, fue necesario emplea las funciones coordenadas
correspondentes a una viga Empotrada - Smplemente Apoyada en la direcaon x, y las
correspondentes a una viga Empotrada - Smplemente Apoyada o Empotrada— Libre en la
direcdény segiine caso, y que tienen las sguientes expresiones generales ”:

Xm(x)=cosh(, x)-cos(k,, x)—r, [ senlfk,, x)—ser{k,, x)] (3.9)

Y,(y)=cosh(k, y)-cos(k, y)-r, [ senlfk, y)-serfk, y)] (3.b)

Lasconstantes r,, y r,,, asi como los autovalores k., y K, del problema de vibradon libre de
laviga, dependen de sus condciones de vinculadon.
En el caso delaviga Empotrada- Smplemente Apoyadaes
_ cosh(,,)—cos(k.,) (= cosh(k,)—cos(k, )
" senifk. )-ser(k.) . " senlik )-ser(k,) “)

y losautovaloresk, y k,, sonlasraicesde la ewiadOn caraderistica
tan(k)tanh(k) =1 (5)

En & caso de la viga Empatrada — Libre, los coeficientes de las funciones viga
correspondentes on:

839


xyz
D. H. Felix, D. V. Bambill, C. A. Rossit, P. A. A. Laura

xyz


marce
839


ENIEF 2003 - XIIl Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

_cosh(k,)+cos(k,) ' _cosh(k,, )+cos(k,)
" senh(k,)+sen(k,) . " senh(k,)+sen(k,) ©

y sus autovalores k., y k,, sonlasraices dela exziadon trascendente:

cos(k)cosh(k)=-1 (7

2.1 Método de Rayleigh-Ritz

Lafuncional energéticaque gobierna d sistema estructural propuesto resulta de plantea la
diferencia entre lamaxima energia de deformadony laméxima energia dnética

Jiwi=U_ -T_ )

Considerando que los materiales, tanto de la placa omo del parche, pueden tener
caraderisticas ortotropicas, de awerdo ala dasicala natadon ce Lekhtnitskii 2, la funciona
Se expresa mwmo:

2D, v a 4D
—_ 2 2
‘][W] _E I 3 D1Wxx+a—1bzwxxwyy +FD2WVV+ abk

4D

W/, de dy
U

. 0
£V W W, b D2 W2, +—E W2 de dy (9)

NI, N

2
Ithdxdy L pe” [hw? dxdy
ab A

siendo @ralaplaca

A-A,: € dominio de integradon, correspondente ala placa resultado ce la diferencia entre €
areatota del redangulo delaplacay e areadel agujero o parche onsiderado,

D,, D, y Dy lasrigideces flexionales y torsional de las direcdones principal es el asticas,

V2, Uno ek los coeficientes de Poisson,

y p ladensidad, todcs correspondentes al material de laplaca

h es e espesor tanto de laplaca omo del parche,

w eslafreauencianatural circular de vibraddntransversal del sistema estructural.

Andogamente D; , D,, D, Vv, y p,. definen las propiedades del material ortGtropo que
conforma d parche.
Las W, Wy, ¥y W,, denotan las derivadas parciaes de la anplitud de desplazamiento

respedo alas coordenadas adimensionales espadalesx ey.
Findmente, derivando la epresion (9) respedo a cala uno c los coeficientes
indeterminados A, seobtiene d sistemade ewiadones homogeneo
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aJ[w] _
0A,,
cuyo determinante permite cdcular los coeficientes de freauencia natural de la estructura, que
se expresan adimensionalmente wmo: Q (w, ) =,/p h/D, a’w,.

(10)

3 RESULTADOSNUMERICOS

Siguiendo & proceso resefiado previamente, se analizé € modelo estructural de lafigura 1.
Las propiedades de |os materiales para los casos anali zados s resumen en latabla 1.

Tabla 1: Reladones de las propiedades mecanicas de |os materiales correspondientes a los casos anali zados

Placaisotropa an agujero D,=D,=D, D,=035D; v=0.30
D,=D,=D, D, =0.35D;
Placa 2T K
v =0.30
Placaisotropa @n parche ortétropo D, _ D, _ D, — 050
Parche D D D
V2 =030; Pr =1
o)
Placaortétropamadza D,=D,=D, =050D; v, =0.30

La ubicadén y € tamafio del agujero o dal parche redangular queda definido pa las
coordenadas de los vértices del mismo. En los casos estudiados € adopd: x3=0.1, x=0.3,
y1=0.1ey,=0.3.

Con d fin de mntrastar los resultados obtenidos & enpled un algoritmo de dementos
finitos ® para obtener valores de referenciay se utili z6 ura malla de 400 elementos en € caso
de placa cuadradas, y de 600 elementos para las placa redangulares. Se presentan en todcs
los casos |os primeros cuatro coeficientes adimensionales de freauencia natural .

Si bien € planteo analitico-numérico desarrollado permite implementar un ndmero
arbitrario de términos en la serie que groximala anplitud de desplazamiento transversal, se
estim6 conveniente utili zar 400 términos (M x N), de awerdo a los datos obtenidos de un
andlisis previo de mnwergencia. En tal sentido se ha observado, como era esperable, ura
convergencia més lenta aando la placa posee uno ¢ sus bordes libre. Los resultados
cdculadaos, tanto con e métodoanalitico como con e de dementos finitos, se presentan en las
tablas 2, 3, 4y 5, y en todcs los casos ® observa un excdente awerdo entre los valores
obtenidos por ambas metoddogias.
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En latabla 2, para d caso de placas isOtropas madzas, se muestra una tercera fila con valores
correspondentes a los presentados por Leissa °. Seglin se observa d aauerdo en todos los
casos es muy bueno.

Los valores cdculados a analizar los modelos de la figura 2 se presentan en la tabla 2,
clasificados sgun las caraderisticas del material y lareladon e lados A de la placa En los
casos presentados en dcha tabla, que crresponce ala placaE-E-SA-SA, no se observa en
general variadones importantes de los coeficientes de freauencia d comparar los resultados
cdculados para la placa isétropa @n aguellos correspondentes a la placa del material
ortotropo elegido. No olstante se presentan dcs excepciones. Parala placamadza asadrada d
segundo coeficiente de freauencia natural Q, resulta ser significaivamente mayor (16,4%) en
la placaisétropa que en la placade materia ortotropo. En tanto que en la placaredangular
conreladon celadosA=1,5, el tercer coeficiente de frecuencia natural Q3 esun 27,2% mayor
para @ caso isotropo que d correspondente de material ortétropo.

Los valores obtenidos para los modelos de la figura 3, dacas isdtropas y ortétropas E-E-
SA-SA sepresentan en latabla 3.

En los casos sguientes, tablas 4 y 5, se andlizaron daca en las que se reanplaz6é uno
los bordes smplemente gpoyado pa unolibre, para estudiar como esta modificadén afedala
respuesta dindmicade laplaca

Latabla4 contiene los cuatro primeros coeficientes de freauencia natural de placa madzas
E-E-SA-L, indicadas en lafigura 4. En esta tabla se presenta una situadon similar ala que se
observa en latabla 2, los coeficientes de freauencia natural para & material ortétropo elegido
resultan ser un pao mas atos que para @ materia isotropo, con algunas excepciones de las
que se destacan dcs casos. €l coeficiente Q4 de la placa ciadrada es un 11,3% maés ato en la
placade materia isdtropoque en laortétropay e coeficiente Q3 paralas placa redangulares
resulta 11,9% superior para & materia isotropo comparado con € ort6tropo.

Los valores cdculados a analizar los modelos de la figura 5 se presentan en la tabla 5,
clasificados gun las caraderisticas del material y lareladén celados A delaplaca

Asimismo se observa que d comportamiento dnédmico de las placa no se ve dedado
sensiblemente s se compara los modelos de placa que tienen un agujero, con los
correspondentes a placa smilares en las que se ha onsiderado un p@rche de material
ortétropo ¢k iguales dimensiones (tablas 3y 5).

Si se observa en cambio, ura marcada diferencia d alterar la condcion e borde, y
comparar los valores caculados en las placa E-E-SA-SA (tabla3), con los determinados en
placa smilares E-E-SA-L (tablab).

4 CONCLUSIONES

La observadén ce los resultados obtenidos permite concluir que para  model o estructural
planteado, la modificaddn ce las condciones de borde, consistente en este cao, en cambiar
un apoyo simple por un bade libre, modifican de manera muy significativa las freauencias
naturales de vibradon transversal del sistema @mo es obvio.
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Figura 2: Placa rectangular E-E-SA-SA maciza sometida a vibraciones transversales libres, analizada para dos
relacionesdelado: ) A =alb=1, b)A =ab=15.

Tabla 2: Primeros cuatro coeficientes de frecuencianatural Q, =./p h/ D azwi parala placa E-E-SA-SA.

Placa isotropa
Q Q, Qs Q,
M A 27.0543 60.5385 60.7860 92.8350
EF 27.0541 60.5391 60.7867 92.8373
A=1 [Ref® 27.056 60.544 60.791 92.865
Placa ortétropa
Q Q, Qs Q,
M A 26.1425 51.9958 61.7599 91.0640
EF 26.1421 51.9962 61.7606 91.0666
Placa isotropa
Q, Q, Q, Q,
M A 44.8905 76.5447 122.318 129.393
EF 44.8904 76.5450 122.319 129.394
A=15Ipee 44893 76.554 122.330 129.410
Placa ortétropa
Q Q, Qs Q,
M A 39.6767 76.4478 96.1603 131.876
EF 39.6763 76.4480 96.1607 131.876
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Figura 3: Placaredanguar E-E-SA-SA con urainclusion, sometida avibradones transversales libres, analizada

paradosreladonesdelado: ) A =alb=1, b)A=ab=15.

Tabla 3: Primeros cuatro coeficientes de freauencia naturales Q, = ./p h/ D azwi paralaplacaE-E-SA-SA.

Placa isotropa con agujero
Ql QZ Q3 Q4
M A 26.7176 60.1271 60.3857 92.7264
3= EF 26.6912 590.8712 60.3807 92.3401
=1 Placa isotropa con parche ortétropo
Ql Q2 Qg Q4
M A 27.1254 60.4983 60.8860 92.6722
EF 27.1243 60.4970 60.8806 92.6625
Placa isotropa con agujero
Ql QZ Q3 Q4
M A 44.3640 75.7870 121.714 128.802
EF 44.2571 75.3502 120.968 128.197
A=15 — -
Placa isotropa con parche ortétropo
Ql Q2 Qg Q4
M A 44,9598 76.6224 122.066 129.483
EF 44,9564 76.6157 122.045 129.478
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Figura4: Placarectangular E-E-SA-L maciza sometida a vibraciones transversales libres, analizada para dos
relacionesdelado: ) A =alb=1, b)A =ab=15.

Tabla4: Primeros cuatro coeficientes de frecuencianaturales Q, = ./p h/D aza)i enlaplaca E-E-SA-L.

Placa isotropa
Q Q, Qs Q,
M A 17.5716 36.0373 51.9248 71.1459
EF 17.5375 36.0234 51.8130 71.0775
A=1 [Ref® 17.615 36.046 52.065 71.194
Placa ortétropa
Q Q, Qs Q,
M A 17.9243 35.0055 52.4832 63.9326
EF 17.8703 34.9828 52.3051 63.9241
Placa isotropa
Q Q, Qs Q,
M A 20.9940 55.0287 63.1629 98.9499
EF 20.9638 54.9135 63.1544 98.8961
A =15 |Ref?® 21.035 55.184 63.178 99.007
Placa ortétropa
Q Q, Qs Q,
M A 21.3726 55.9949 56.4167 99.6764
EF 21.3219 55.8344 56.3765 99.5913
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Figura5: Placaredanguar E-E-SA-L con urainclusion, sometida avibradones transversales libres, analizada
paradosreladonesdelado: ) A =alb=1, b)A=ab=15.

Tabla5: Primeros cuatro coeficientes de freauencia naturales Q, = ./ p h/D azwi en uraplacaE-E-SA-L.

Placa isotropa con agujero
Q; Q, Qs Q,
M A 17.4710 35.6545 51.8039 70.7223
3= EF 17.4334 35.5869 51.6673 70.4193
=1 Placa isotropa con parche ortétropo
Ql QZ Qg Q4
M A 17.5888 36.1155 519468 71.2171
EF 17.5545 36.0998 51.8345 71.1457
Placa isotropa con agujero
Q Q, Qs Q,
M A 20.7942 54.7610 62.4609 97.7081
EF 20.7569 54.6109 62.3165 97.1993
A=15 — -
Placa isotropa con parche ortotropo
Ql QZ Qg Q4
M A 21.0057 55.0414 63.2331 98.9754
EF 20.9734 54.9248 63.2178 98.9051

En lo referente a la metoddogia planteada, puede dedrse que la cnwvergencia del
algoritmo es muy satisfadoria, aln en € caso en gue la placaposee un bade libre, y se
destaca ¢ hecho e que en muchos de los casos puede incrementarse la predsion aumentando
el nimero de términas utili zados en la funcién qle groximala anplitud de desplazamiento
transversal. En este sentido un pocedimiento simplificadoy sistematico que fadlitael empleo
de la metoddogia désica se halla parcialmente implementado y en proceso de desarrollo pa
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