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Resumen. En este artículo se desarrolla una solución numérica para el caso de vigas 
horizontalmente curvadas, sometidas a la acción de cargas móviles verticales y horizontales. 
Este estudio extiende y complementa a muchos de los recientes estudios sobre vibraciones 
inducidas por cargas móviles en puentes entre otras aplicaciones de vigas curvas no flexibles 
por corte, ya que aquí se emplea una formulación de viga curva con deformación por corte 
completa. El concepto de deformación por corte completo implica, la incorporación de 
deformación por corte debido a la flexión y debida al alabeo por torsión no uniforme. Se 
desarrolla un elemento finito acorde con la teoría general de viga curva y se emplea un 
esquema de cálculo basado en el método de Newmark para efectuar el análisis paramétrico 
correspondiente, y cotejar las diferencias entre soluciones con modelos que contemplan y 
desprecian la flexibilidad por corte.   
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1 INTRODUCCIÓN 

Las vibraciones en el plano y fuera del plano en vigas curvadas horizontalmente han 
atraído la atención de muchos investigadores durante años. Históricamente el análisis 
dinámico en vigas curvas (de paredes delgadas o no) fue dirigido principalmente al caso de 
vibraciones fuera del plano (es decir fuera del plano que contiene la línea curvada de centros 
de referencia de la viga) y al caso particular de cargas móviles con el fin de modelar puentes 
curvados [1]. La respuesta de vigas curvas en relación con cargas móviles o transitorias es 
diferente de aquella prevista para sus homónimas estáticas. A su vez cargas móviles pueden 
inducir diferentes patrones de vibración, especialmente en vigas construidas con materiales 
compuestos. En el análisis dinámico de vigas curvas isótropas, durante los últimos veinte 
años, se han utilizado diferentes tipos de modelos. Recientemente, Yang y colaboradores [1] 
utilizaron un modelo de vigas curvas que desprecia los efectos de flexibilidad por corte. Por 
otro lado Wang y Sang [2] utilizaron un modelo de viga curva que considera efectos de corte 
flexionales pero despreciaron efectos de corte por alabeo debidos a torsión no uniforme. Los 
autores [3] estudiaron problemas de vibraciones de vigas curvas de paredes delgadas de 
material compuesto, empleando un modelo que contempla la flexibilidad por corte completa, 
es decir, flexibilidad por corte debida a flexión y debida a torsión no uniforme. Una revisión 
en la literatura técnica-científica, permite establecer la escasez de investigaciones en 
problemas de vibraciones transitorias en vigas curvas de paredes delgadas construidas con 
materiales compuestos. 

En este artículo los autores, introducen una generalización de los modelos de vigas curvas 
con paredes delgadas de materiales compuestos por ellos desarrollados[4], con el objeto de 
contemplar solicitaciones transitorias. Se emplea el método de elementos finitos para estudiar 
diferentes tipos de cargas transitorias y sus patrones de vibración en vigas curvadas 
construidas con materiales compuestos con diferentes secuencias de laminación. A su vez, se 
efectúan estudios comparativos en relación a la influencia del efecto de deformación por 
corte. 

2 DESCRIPCIÓN DEL MODELO ESTRUCTURAL  

Se considera una viga curvada en el plano, con sección genérica de paredes delgadas como 
la expuesta en Figura 1. En ella se pueden apreciar los dos sistemas de referencia cartesianos 
y dextrógiros, que se emplean. El sistema de referencia { }zyx ˆ,ˆ,ˆ:C , es el principal y sobre el 
mismo se mide la mecánica global de la viga. El sistema de referencia secundario { } 
es solidario a la línea media del perfil seccional y, en el mismo se evalúan las características 
propias de la sección transversal. Las coordenadas (s, n) son tangente y normal a la línea 
media, respectivamente, tal como se puede apreciar en la Figura 2 a. En tal figura se muestra 
el perfil de una sección genérica de paredes delgadas, donde se ven las entidades geométricas 
que permiten definir la cinemática de la sección y por ende de la viga. En tanto que en la 
Figura 2.b se muestra la manera en que se idealiza la sección, como si se tratara de una 
sucesión de segmentos indefinidamente pequeños, cada uno de los cuales responde al 
comportamiento de una placa plana. 
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Figura 1. Viga curva genérica de paredes delgadas con sus sistemas de referencia básicos 

  
(a) (b) 

Figura 2. Descripción del perfil y entidades geométricas de una sección genérica 
 
Los puntos P, C, OP y O son el polo de la sección, el centro geométrico de la sección, el 

centro de referencia y el origen de la coordenada “s”. Con el objeto de simplificar la 
descripción analítica del modelo los tres primeros puntos se consideran coincidentes. Algunas 
teorías [5] de materiales isótropos suelen definirse en función de dos polos, para poder 
simplificar las expresiones constitutivas en virtud de la anulación de determinadas integrales 
en el área, sin embargo en el caso de materiales anisótropos, la presencia de acoplamientos 
intensos, no permite tal anulación, conduciendo a expresiones mucho más complejas. 
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3 DESCRIPCION DEL MODELO MATEMATICO 

El modelo matemático en el que se sustenta este estudio fue desarrollado por los autores 
para analizar problemas de vibraciones libres en el contexto tanto de materiales isótropos [5] 
como de materiales compuestos laminados [3,4].  

El comportamiento dinámico de una viga curva flexible por corte, con los aportes de 
flexibilidad cortante debida a flexión y a alabeo por torsión no uniforme, puede representarse 
con la siguiente formulación de trabajos virtuales 

04321 =+++ LLLL  (1) 

Donde L1, L2, L3 y L4 son los trabajos virtuales de los esfuerzos internos, de las fuerzas 
de inercia, de las fuerzas externas y de las fuerzas de amortiguamiento respectivamente, los 
cuales vienen dados por: 

[ ]
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 (2) 
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L
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[ ]
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∫
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[ ]∫ ++++++=
L

xxyzczycxc dxuuu δθδφδθδδθδδ 76543214 DDDDDDDL  (5) 

En las expresiones (2) a (4) se han efectuado las siguientes definiciones: 
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donde las constantes  y se definen de acuerdo a la siguiente expresión: ρ
ijJ µ

ijJ

{ } { }∫= A
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j

a
iijij dAgg  1 ,, )()(

F
µρµρ JJ   con 
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a ω  (26) 

Siendo ρ y µ la densidad y la constante de amortiguamiento, respectivamente y F  dada por: 
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yR
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=F  (27) 

En las expresiones (6)-(8) se definen las resultantes de tensión en el área que identifican a 
los esfuerzos representativos de una viga, estos son Esfuerzo Normal, QX; Momentos 
Flectores, MY y MZ; Bimomento, B; Esfuerzos de Corte, QY y QZ; Momento de Torsión 
Pura, TSV , Momento Flexotorsor, TW y momento torsor total MX. 

Las expresiones (9)-(11) representan las componentes de carga externa, definidas en 
función de cargas volumétricas xX , yX  y zX . Mientras que las expresiones (12)-(25) 
representan las funciones de inercia y de amortiguamiento estructural del cuerpo curvo 
asociadas a fuerzas de inercia y de amortiguamiento.   

En (2), las εDi representan deformaciones generalizadas, las cuales vienen descriptas en 
función de los desplazamientos generalizadas mediante las siguientes expresiones: 
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En (28), εD1 significa la deformación axial, εD2 y εD3 significan las deformaciones 
flexionales, εD4 es la deformación por alabeo, εD5 y εD6 son las deformaciones por corte 
flexional, εD7 es la deformación por corte torsional y εD8 es la deformación por corte puro o de 
Saint Venant. En tanto que uxc, uyc y uzc representan desplazamientos del centro seccional en 
las direcciones X, Y y Z respectivamente; φx, θy y θz  representan las rotaciones en las 
direcciones X, Y y Z respectivamente; en tanto que θx es una magnitud que pondera el alabeo 
seccional a lo largo dela estructura de la viga.  

4 DESCRIPCIÓN CONSTITUTIVA 

El modelo descrito someramente en el Apartado 3, se completa con la formulación 
constitutiva que se sustenta en imponer las siguientes restricciones: 

0=== sssnss MNN  (29) 

Luego, con las condiciones (29), las relaciones constitutivas básicas se pueden escribir en 
términos de las resultantes de tensión en el espesor , , ,  y  como 
función de las deformaciones de placas, de acuerdo a la siguiente expresión: 

xxN xsN xnN xxM xsM
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siendo  
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ds
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Las deformaciones descriptas en el sistema de referencia de la membrana y las funciones 
ωP, r(s), l(s) y ψ(s) son funciones que permiten definir el alabeo seccional[6].  

De forma que teniendo en cuenta (30) y considerando (31) a (33), la expresión general de 
las ecuaciones constitutivas de los esfuerzos en función de las deformaciones generalizadas 
queda con la siguiente forma: 

{ } [ ]{ }∆E
E JQ =  (34) 
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Los elementos de la matriz constitutiva (37) de los esfuerzos se obtienen con la expresión: 
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para {i, j}={1,..,8} y  {h, k}={1,6} y con los vectores: 
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5 FORMULACIÓN DE ELEMENTOS FINITOS  

Para efectuar el estudio paramétrico del problema, se emplea un elemento finito de eje 
curvo desarrollado previamente por los autores[7] para el análisis estático de vigas curvas de 
materiales compuestos. El elemento finito consta de siete grados de libertad en cada uno de 
sus dos nodos. Los desplazamientos son descritos en la siguiente forma matricial[6,7]: 

{ } [ ]{ }(e)UFU  =  (41) 
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0xx00000xx0000
0xx00000xx0000

0xxx0000xxx000
0000xx00000xx0
0000xx00000xx0

0000xxx0000xxx

7877767473727

676663626

575653525

4746454342414

363533323

262523222

1615141312111

ffffffF
ffffF
ffffF

ffffffF
ffffF
ffffF

ffffffF

=
=
=
=
=
=
=

 (43) 

donde las funciones de forma fij se muestran a continuación: 

( ) ( ) ( ) x1xxx 744111 −=== fff , ( ) ( ) ( ) xxxx 784514 === fff   (44 a) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3xx
3

x1xxxxxxx 222
625715665312 −−

−
=−=−=−=== ηηηffffff  (44 b) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3xx
3

x1xRxxxx 222
42234626 −−

−
=−=−== ηηηffff  (44 c) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )32
2

47164313 x2xx3
3

Rxxxx ++−=−=−==
ηffff  (44 d) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )32
2

63523322 x2xx3
3

x1xxxx ++−+−====
ηffff  (44 e) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )32
2

67563625 x2xx3
3

xxxxx ++−−====
ηffff  (44 f) 

( ) ( ) ( )2
2

7672 x2x31
R3

xxx +−=−=
ηff , ( ) ( ) ( )( )3xx

R3
x1xxx 222

7773 −−
−

=−= ηηηff  (44 g) 

donde  

[ 10x
L
xx
e

,con ∈= ] ,     
R2

Le=η  (45) 

Siendo Le y R la longitud del elemento y el radio de la viga curva respectivamente. 
Ahora bien, introduciendo (43) en (41) y luego en las expresiones (1) a (5), operando en la 

forma convencional, se obtiene la clásica ecuación general del método de elementos finitos: 

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }PWMWDWK =++ &&&   (46) 

donde , , [ ]K [ ]GK [ ]D  y [  son la matriz de rigidez global, la matriz de rigidez 
geométrica global, la matriz de amortiguamiento global y la matriz de masa global, 
respectivamente. En tanto que, 

]M

{ }W ,{ }W& ,{ }W&&  y { }P  son el vector global de 
desplazamientos nodales, el vector global de velocidades nodales, el vector global de 
aceleraciones nodales y el vector global de cargas nodales. 

Para el cálculo de las matrices de rigidez se ha empleado técnicas de integración reducida 
selectiva[8] para evitar problemas de bloqueo por corte.  

6 ESTUDIOS PARAMETRICOS 

En este apartado se efectúan algunas aplicaciones del modelo matemático, con el objetivo 
de obtener factores de magnificación dinámica para el análisis de las vigas curvas flexibles 
por corte bajo cargas móviles. Para ello se emplea en el método de elementos finitos, una 
rutina típica del método de Newmark. El algoritmo es implementado sobre la plataforma de 
Mathematica considerando el elemento del apartado anterior, donde son empleados 
multiplicadores delta de Kronecker[9] para obtener el vector de cargas nodales equivalentes 
durante el período de estudio. Para efectuar los cálculos bajo cargas móviles es necesario 
efectuar un estudio de vibraciones libres para establecer el período fundamental de la viga, 
que se representará con TT = 1/f1, siendo f1 la frecuencia fundamental. El período fundamental 
se emplea para obtener la velocidad crítica VCR de la carga, que se supondrá constante a lo 
largo de la viga curva.   

Ahora bien, se analiza el comportamiento de una viga curva de perfil rectangular 
construida con AS4/3501-6 (ver Tabla 1) de laminación cross-ply {0/90}6 en cada segmento. 
La longitud y el radio de la viga curva son  L=R=762 mm. y sus dimensiones seccionales son 
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{h, b, e}={25.24, 51.54, 0.762} mm.. La carga móvil es QZ = 1000 N (ver Figura 3) y se la 
supone en un rango de velocidades entre 1/8 y 2 veces de la velocidad crítica. Para poder 
comparar las respuestas se define TT como el tiempo empleado por una carga moviéndose a 
un velocidad determinada, en transitar el tramo de la viga. 

Tabla 1: Datos geométricos y de laminación. 

 

 
AS4/3501-6 

E11 = 141.96 Gpa, E22=E33=9.79 Gpa 
G12=G13= 6.00 Gpa, G23= 4.83 Gpa 

ν12=ν13=0.24,  ν23=0.5  
 

Secuencias de Laminación 
[0/90/0/90/0/90] 

 

 

 
Figura 3. Viga curva simplemente apoyada sometida a carga QZ móvil.  

Tabla 2: Condiciones de Borde . 

Para caso simplemente apoyado 
L0,en x0 ======== XYZxyczc QMMBuu φ  

Para caso biempotrado 
L0,en x0 ======== XYZxcxyczc uuu θθθφ  

 
En la Figura 4 se muestra la evolución del desplazamiento del centro de la viga, para 

diferentes velocidades de translación, con una condición de borde simplemente apoyada en 
cada extremo. La definición de las condiciones de borde se puede seguir de la Tabla 2. En la 
Figura 5 se puede observar la variación con la relación de velocidades de los factores de 
magnificación dinámicos para un modelo flexible por corte y otro no flexible por corte, los 
cuales se definen de acuerdo con la expresión (47).  
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( )
( ) Estáticozc

Dinámicozc
DIN 2Lu

2Lu
/
/

=Λ   (47) 

En la Figura 5, se pueden apreciar dos zonas definidas como subcrítica y postcrítica. En la 
primera ΛDIN crece con la relación de velocidades hasta llegar a la velocidad crítica, luego en 
la zona postcrítica, el factor ΛDIN  comienza a decrecer mas allá de un valor 1.25 en la 
relación de velocidades. Nótese que ΛDIN del modelo con corte es ligeramente inferior que el 
del modelo no flexible por corte. 

 

 
Figura 4. Evolución del desplazamiento en el centro de la viga simplemente apoyada. 

 
Figura 5. Factores de magnificación dinámicos. 
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En la Figura 6 se puede apreciar el efecto del amortiguamiento estructural en la variación 
del desplazamiento del punto central respecto de la variable de tiempo adimensional en un 
arco flexible por corte como el descrito en Figura 3, pero empotrado en ambos extremos y con 
laminación CUS de {0/45}3.   

 

 
Figura 6. Efecto del amortiguamiento estructural en un arco biempotrado. 

Se puede observar que en la medida que aumenta el parámetro de amortiguamiento µ, se 
reduce la amplitud del desplazamiento absoluto del centro de la viga. Por otro lado, un 
incremento de 100 veces en el parámetro de amortiguamiento produce una reducción del 25% 
en el desplazamiento máximo. 

 

7 CONCLUSIONES 

En este artículo se ha efectuado un análisis del comportamiento de vigas curvas de 
materiales compuestos ante cargas móviles. Se ha efectuado una extensión a un modelo 
previamente desarrollado por los autores, para contemplar adicionalmente el amortiguamiento 
estructural de tipo Rayleigh. Se han efectuado estudios  paramétricos donde se ha podido 
observar el incremento de los factores de magnificación dinámicos en la medida que aumenta 
la velocidad de translación de la carga a lo largo de la viga curva en relación con la velocidad 
crítica de translación de la misma. Se ha observado que los factores de magnificación 
dinámica son menores en el caso de un modelo flexible por corte en comparación con el 
homónimo modelo no flexible por corte. Se han efectuado estudios paramétricos para analizar 
el efecto del amortiguamiento estructural en la dinámica de vigas curvas de materiales 
compuestos, hallándose que es necesario un incremento muy grande en los parámetros de 
amortiguamiento para reducir los desplazamientos flexionales. Se ha observado también que 
los desplazamientos verticales tienen valores máximos cuando la carga móvil se desplaza a 
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125 % del valor de la velocidad crítica para una configuración geométrica y de laminación. 
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