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Resumen. En este articulo se desarrolla una solucion numérica para el caso de vigas
horizontalmente curvadas, sometidas a la accion de cargas moviles verticales y horizontales.
Este estudio extiende y complementa a muchos de los recientes estudios sobre vibraciones
inducidas por cargas moviles en puentes entre otras aplicaciones de vigas curvas no flexibles
por corte, ya que aqui se emplea una formulacion de viga curva con deformacion por corte
completa. El concepto de deformacion por corte completo implica, la incorporacion de
deformacion por corte debido a la flexion y debida al alabeo por torsion no uniforme. Se
desarrolla un elemento finito acorde con la teoria general de viga curva y se emplea un
esquema de calculo basado en el método de Newmark para efectuar el andlisis paramétrico
correspondiente, y cotejar las diferencias entre soluciones con modelos que contemplan y
desprecian la flexibilidad por corte.
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1 INTRODUCCION

Las vibraciones en el plano y fuera del plano en vigas curvadas horizontalmente han
atraido la atencion de muchos investigadores durante afios. Historicamente el andlisis
dindmico en vigas curvas (de paredes delgadas o no) fue dirigido principalmente al caso de
vibraciones fuera del plano (es decir fuera del plano que contiene la linea curvada de centros
de referencia de la viga) y al caso particular de cargas moviles con el fin de modelar puentes
curvados ", La respuesta de vigas curvas en relacion con cargas moéviles o transitorias es
diferente de aquella prevista para sus homonimas estdticas. A su vez cargas moviles pueden
inducir diferentes patrones de vibracion, especialmente en vigas construidas con materiales
compuestos. En el andlisis dindmico de vigas curvas isotropas, durante los ultimos veinte
afios, se han utilizado diferentes tipos de modelos. Recientemente, Yang y colaboradores [
utilizaron un modelo de vigas curvas que desprecia los efectos de flexibilidad por corte. Por
otro lado Wang y Sang ! utilizaron un modelo de viga curva que considera efectos de corte
flexionales pero despreciaron efectos de corte por alabeo debidos a torsion no uniforme. Los
autores ! estudiaron problemas de vibraciones de vigas curvas de paredes delgadas de
material compuesto, empleando un modelo que contempla la flexibilidad por corte completa,
es decir, flexibilidad por corte debida a flexioén y debida a torsiéon no uniforme. Una revision
en la literatura técnica-cientifica, permite establecer la escasez de investigaciones en
problemas de vibraciones transitorias en vigas curvas de paredes delgadas construidas con
materiales compuestos.

En este articulo los autores, introducen una generalizacion de los modelos de vigas curvas
con paredes delgadas de materiales compuestos por ellos desarrollados!), con el objeto de
contemplar solicitaciones transitorias. Se emplea el método de elementos finitos para estudiar
diferentes tipos de cargas transitorias y sus patrones de vibracion en vigas curvadas
construidas con materiales compuestos con diferentes secuencias de laminacion. A su vez, se
efectian estudios comparativos en relacion a la influencia del efecto de deformaciéon por
corte.

2 DESCRIPCION DEL MODELO ESTRUCTURAL

Se considera una viga curvada en el plano, con seccion genérica de paredes delgadas como
la expuesta en Figura 1. En ella se pueden apreciar los dos sistemas de referencia cartesianos
y dextrogiros, que se emplean. El sistema de referencia {C: %, 7,2}, es el principal y sobre el

mismo se mide la mecénica global de la viga. El sistema de referencia secundario {4 :%,$,7}

es solidario a la linea media del perfil seccional y, en el mismo se evalian las caracteristicas
propias de la seccion transversal. Las coordenadas (s, n) son tangente y normal a la linea
media, respectivamente, tal como se puede apreciar en la Figura 2 a. En tal figura se muestra
el perfil de una seccion genérica de paredes delgadas, donde se ven las entidades geométricas
que permiten definir la cinematica de la seccion y por ende de la viga. En tanto que en la
Figura 2.b se muestra la manera en que se idealiza la seccién, como si se tratara de una
sucesion de segmentos indefinidamente pequenos, cada uno de los cuales responde al
comportamiento de una placa plana.
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segtnentos del
petfil seccional

Figura 1. Viga curva genérica de paredes delgadas con sus sistemas de referencia basicos

(@) (b)

Figura 2. Descripcion del perfil y entidades geométricas de una seccion genérica

Los puntos P, C, Opy O son el polo de la seccion, el centro geométrico de la seccion, el
centro de referencia y el origen de la coordenada “s”. Con el objeto de simplificar la
descripcion analitica del modelo los tres primeros puntos se consideran coincidentes. Algunas
teorias ) de materiales isotropos suelen definirse en funcion de dos polos, para poder
simplificar las expresiones constitutivas en virtud de la anulacion de determinadas integrales
en el 4rea, sin embargo en el caso de materiales anisotropos, la presencia de acoplamientos

intensos, no permite tal anulacioén, conduciendo a expresiones mucho mas complejas.
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3 DESCRIPCION DEL MODELO MATEMATICO

El modelo matematico en el que se sustenta este estudio fue desarrollado por los autores
para analizar problemas de vibraciones libres en el contexto tanto de materiales isétropos !
como de materiales compuestos laminados .

El comportamiento dindmico de una viga curva flexible por corte, con los aportes de
flexibilidad cortante debida a flexion y a alabeo por torsion no uniforme, puede representarse
con la siguiente formulacion de trabajos virtuales

L, +L,+L;+L,=0 (1)
Donde L, L,, L3y L4 son los trabajos virtuales de los esfuerzos internos, de las fuerzas

de inercia, de las fuerzas externas y de las fuerzas de amortiguamiento respectivamente, los
cuales vienen dados por:

L, - L[QX e — My 8¢,y — My 55, — B Se,y, |dx +
+L[QY 8,5 +Q, 8, + Tgy 06 + Ty O, |dx (2)
L,= L (M, 6u,. + M,60, + M50, + M, 60, + M, i, + M, i, + M5 Jix (3
L, = —L [Q,(x.0) S, +Q,(x,0)56, +Q, (x,1) 60, +Q, (x,1) 56, |dx -

- [0, + Q0 +Q, (x5, Jax

L, :j [D15“m +D,ou, +D;60. + D,ou,, +D;00, + Do, + D7519x]dx (5)
| )
En las expresiones (2) a (4) se han efectuado las siguientes definiciones:
{Qx’MvaMZ’B}:jUxx{l’Z:y: ofdd, {QYan}:L {O-xy’axz}dA (6)
A
ow ow ow ow
{TSV ’TW } = IA {|:O_xz (y _Ej — 0y (Z + 5J:|a{o-xy 5 +o,. g}} dA (7
MX :I [O-xzy —nyZ]dA = TSV +TW (8)
A
= 1 = 1 = ¥y
Q, (x,1) =LXX Srdd, Q,(x) :IAXYFdA, Q, (x,1) :—LXx - ©)
= 1 = z = @

- | X. —a4 =—| X. —d4 =——| X =au
Q,(x,7) L = dA, Qg(x,t) L = dA, Q,(x,t) L = d. (10)
= = 1

Qﬁ(x,t)zL(Xzy—Xy Z)FdA (11)
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2J7 p P P A y Y
e e B g

R R R R R
=Jfii,. —Jbd, (13)
M, =— J + J5 i +J00. + Jp—ﬁ 0. +J20 (14)
13 R 33 23 R y 37Yx

I\/I4 = Jlll;iizc + le3 “x (15)

J, J5JL JZ, 245, Ji Ji
M, {J@ Sl ﬁ—R—?] (J;g - Jez +[J;; T R““ JH [Jﬁ —%]9( (16)
M, = —Jgii,, +J%i., +(J% + I3 )8, (17)

J’ 2Jr J”P J? .. .

M, = —(Ja +%}ue +(J§ et JH [J ‘f]gy +Ji0, 18

. 2J- J” J JLo gL Je J*
ool b g o
=Jlii, —Jfid, (20)
D :_Juﬁu‘ T I TR Y, @1)

3 13 R xc 33¥z 23 R y 37%x
D4 = Jll{i/izc + Jllg "x (22)
JH J J JN.. ya H I
D, = —Jii,, +Jhii, + (5 + LW, (4)
J~ 2J# J4 ). JX ). .

D, = —(J{Q +%Jiixc +[Jé‘2 Y +R;4§j92 J{Jz’ﬁ —%ng +Ju0, 25)

donde las constantes J y J/'se definen de acuerdo a la siguiente expresion:

1 dY dZ
poqH (@) 5 (a) = (a) _
{JU i } J.{p,,u}gl g, —dA con g {] Z+n 7 Y nds,wp+nl(s)} (26)

Siendo py ula densidad y la constante de amortiguamiento, respectivamente y ~ dada por:
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R

F =
R+y

@7

En las expresiones (6)-(8) se definen las resultantes de tension en el area que identifican a
los esfuerzos representativos de una viga, estos son Esfuerzo Normal, Qx; Momentos

Flectores, My y M, Bimomento, B, Esfuerzos de Corte, Qyy @z Momento de Torsion
Pura, Tsy, Momento Flexotorsor, 7y y momento torsor total My.

Las expresiones (9)-(11) representan las componentes de carga externa, definidas en
funcion de cargas volumétricas X, X , Yy X.. Mientras que las expresiones (12)-(25)

o
representan las funciones de inercia y de amortiguamiento estructural del cuerpo curvo
asociadas a fuerzas de inercia y de amortiguamiento.

En (2), las gp; representan deformaciones generalizadas, las cuales vienen descriptas en
funcién de los desplazamientos generalizadas mediante las siguientes expresiones:

ou_ U, 00, ¢
%1:(@—;%} %f[a—xy*f} o8
(06, 10u,, _ 80x_169y b
037 ax Raox ) T\ ax Rox (28 b)
ou . ou
ngz(a—;—ez , Epg= a;c—eyj (28 ¢)
g, g, 0
Epy :(E—HX » €pg= E—%J (28 d)

En (28), &p; significa la deformacion axial, &p, y é&p; significan las deformaciones
flexionales, &ps es la deformacion por alabeo, &ps y &ps son las deformaciones por corte
flexional, gp; es la deformacion por corte torsional y &ps es la deformacion por corte puro o de
Saint Venant. En tanto que u.., u,. y u.. representan desplazamientos del centro seccional en
las direcciones X, Y y Z respectivamente; ¢, 6, y 6. representan las rotaciones en las
direcciones X, Yy Z respectivamente; en tanto que &, es una magnitud que pondera el alabeo
seccional a lo largo dela estructura de la viga.

4 DESCRIPCION CONSTITUTIVA

El modelo descrito someramente en el Apartado 3, se completa con la formulacion
constitutiva que se sustenta en imponer las siguientes restricciones:

Ny=N, =M =0 (29)

Luego, con las condiciones (29), las relaciones constitutivas basicas se pueden escribir en
términos de las resultantes de tension en el espesor N, N ., N, M, y M  como

funcién de las deformaciones de placas, de acuerdo a la siguiente expresion:

Xx XS xn 2
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N Ay Aig 0 By By |6
N Ais A5 0 Bis B ||V
Not=[ 0 0 45" 0 0 {7, (30)
M., B Bijs 0 Dy Dy ||Ky
M _§16 Eaa 0 516 566_ Ky

siendo

az dy
Ey = [ng —Y(s)eps —Z(8)ép, _a)P(S)gm] F .k, = {gé‘m _ggm _1(5)5134} F G

dy dz
Vs = |:g5D5 +g5m +[r(s)+l//(s)]5D7 +‘//(S)508:| F oKk, = [_ 2e ) +‘9D7] F (32)

dz dY
Vin = |:_ Eps T €pe +Z(S)‘9D7j| F (33)
ds ds

Las deformaciones descriptas en el sistema de referencia de la membrana y las funciones
wp, 1(s), I(s) y y(s) son funciones que permiten definir el alabeo seccional'®.

De forma que teniendo en cuenta (30) y considerando (31) a (33), la expresion general de
las ecuaciones constitutivas de los esfuerzos en funcién de las deformaciones generalizadas
queda con la siguiente forma:

0% )=, ]{4) (4)

Donde {QE } es el vector de esfuerzos generalizados de viga, {A} es el vector de
deformaciones generalizadas y [J | es la matriz constitutiva de los esfuerzos. Los cuales se
describen a continuacion:

0*}={oy, M, M, B 0, 0, T, T,} (35)
{A}z{gm, —€py>s ~€p3s ~E€pys Epss E€pss Eprs ‘9D8}T (36)

11 11 11 11 16 16 16 16 7]
Jyn Jn Sy Sy S5 Sy Sy S

7:]= S U g g e
sim g e
s
s

Los elementos de la matriz constitutiva (37) de los esfuerzos se obtienen con la expresion:
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th IAkh g,(b)g,(b))F ds+I B,, g,(b)g,d) +g(d)g“’))F ds +

(H) (C) (C) =(d)5(d) (38)
jA Fds+jth g."g; )F ds
para {i, j}={1,..,8} y {h, k}={1,6} y con los vectores:
_ dY d
g? —{1 Z(5),Y(5),0p(5)— == =7 () = p(s), z//(s)} (39)
—@—@omﬂg-QQKM%—W %gZJgu)muz} (40)
d ds ds d

5 FORMULACION DE ELEMENTOS FINITOS

Para efectuar el estudio paramétrico del problema se emplea un elemento finito de eje
curvo desarrollado previamente por los autores!’”! para el analisis estatico de vigas curvas de
materiales compuestos. El elemento finito consta de siete grados de libertad en cada uno de
sus dos nodos. Los desplazamientos son descritos en la siguiente forma matricial®":

w)=[Flv®) (41)

siendo
00,0, 0,000, 0, F i 0.0 0,6,0)
o sl sl (421b)

y las componentes de [ #] dadas por:

[F ]_[ ) (x) 13( ) 0000 f14(f) 15(7_5) (_) 000 0]
[F,]=[0 £, (ﬂooooogg)zgxooo

0]
[3]—[ 32(x) 33()00000f() (X)OOOO]
[F,=looor, () f, (ﬂf()OOOOfAﬂ &)M&)] (43)
[ﬂFMOOOQAﬂf()OOOOOf ) 0]
[Fa]:[o 000 faz()_c) f63( ) 00000 f66(x 67(x) 0]
[F7]:[0 0 0 0 f72()_c) f73()_c) f74()_c) 0 0 0 0 f76()_c) f77()_c) f78()_c)]

donde las funciones de forma f; se muestran a continuacion:

f, (f):fw ()_c)=f74()_c):1—)_c 1y ()_C): (f): (f):_ (44 a)
£ Dy (D)= (R)= 1, (F)= 1 (F)= 1, (5)= @( S BT
£,5(X)=1 5 (X)=—1F;(X)=—1,, (f)zw(fzﬂz -xn’ _3) (44 ¢)
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2
£ D=t (D)=, (R 1, (F)=" {37 47427 (44 d)
2
£, (F)=F,,(F)=F,, (¥)=F,, (x):(z-x)ﬁ?(-s# +x+2%° ) (44 ¢)
2
f,.(%)=f,,()=f., (¥)=f,, (x):z—%(—sxz +x+2%" ) (44 1)

_ 2 _ _
£, (x)=—F, ()_c)z%(]—.?)_wb_cz), £,(x)=—f, (f)zw(fznz—fnz—.?) (44 g)

3R
donde
L
L% con xe€[0,1], 77:2;2
Siendo L. y R la longitud del elemento y el radio de la viga curva respectivamente.
Ahora bien, introduciendo (43) en (41) y luego en las expresiones (1) a (5), operando en la
forma convencional, se obtiene la clasica ecuacion general del método de elementos finitos:

(3w}« [DYo |+ [miv )= (P} (46)

donde [K], [KG], [D] y [M] son la matriz de rigidez global, la matriz de rigidez

geométrica global, la matriz de amortiguamiento global y la matriz de masa global,
respectivamente. En tanto que, {W},{W},{W} y {P} son el vector global de
desplazamientos nodales, el vector global de velocidades nodales, el vector global de
aceleraciones nodales y el vector global de cargas nodales.

Para el célculo de las matrices de rigidez se ha empleado técnicas de integracion reducida
selectiva™ para evitar problemas de bloqueo por corte.

X= (45)

6 ESTUDIOS PARAMETRICOS

En este apartado se efectiian algunas aplicaciones del modelo matematico, con el objetivo
de obtener factores de magnificacion dindmica para el andlisis de las vigas curvas flexibles
por corte bajo cargas moviles. Para ello se emplea en el método de elementos finitos, una
rutina tipica del método de Newmark. El algoritmo es implementado sobre la plataforma de
Mathematica considerando el elemento del apartado anterior, donde son empleados
multiplicadores delta de Kronecker! para obtener el vector de cargas nodales equivalentes
durante el periodo de estudio. Para efectuar los célculos bajo cargas moéviles es necesario
efectuar un estudio de vibraciones libres para establecer el periodo fundamental de la viga,
que se representard con 77 = 1/f;, siendo f; la frecuencia fundamental. El periodo fundamental
se emplea para obtener la velocidad critica Vg de la carga, que se supondrd constante a lo
largo de la viga curva.

Ahora bien, se analiza el comportamiento de una viga curva de perfil rectangular
construida con AS4/3501-6 (ver Tabla 1) de laminacion cross-ply {0/90}¢ en cada segmento.
La longitud y el radio de la viga curva son L=R=762 mm. y sus dimensiones seccionales son
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th, b, e}={25.24, 51.54, 0.762} mm.. La carga mévil es Qz = 1000 N (ver Figura 3) y se la
supone en un rango de velocidades entre /s y 2 veces de la velocidad critica. Para poder
comparar las respuestas se define 77 como el tiempo empleado por una carga moviéndose a
un velocidad determinada, en transitar el tramo de la viga.

Tabla 1: Datos geométricos y de laminacion.

]_T """"""" 1 AS4/3501-6
: E” = 14]96 Gpa, E22:E33:9. 79 Gpa
25.24 | G1,=G,3= 6.00 Gpa, G»;= 4.83 Gpa
|

L Vo= V13:0.24, V23:0.5
U 1

5154 Secuencias de Laminacion
[0/90/0/90/0/90]

Figura 3. Viga curva simplemente apoyada sometida a carga Q, mévil.

Tabla 2: Condiciones de Borde .

Para caso simplemente apoyado
U, =uU, =¢x =B=M,=M, =QX =0 enx=0,L
Para caso biempotrado

u,=u,=¢ =u,=60,=0,=60,=0 enx=0,L

En la Figura 4 se muestra la evolucion del desplazamiento del centro de la viga, para
diferentes velocidades de translacion, con una condiciéon de borde simplemente apoyada en
cada extremo. La definicion de las condiciones de borde se puede seguir de la Tabla 2. En la
Figura 5 se puede observar la variacion con la relacion de velocidades de los factores de
magnificacién dindmicos para un modelo flexible por corte y otro no flexible por corte, los
cuales se definen de acuerdo con la expresion (47).
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:uZC (L/2 )| Dinamico (47)
N (L2)

Estatico

En la Figura 5, se pueden apreciar dos zonas definidas como subcritica y postcritica. En la
primera Apyy crece con la relacion de velocidades hasta llegar a la velocidad critica, luego en
la zona postcritica, el factor Apy comienza a decrecer mas alla de un valor 1.25 en la
relacion de velocidades. Notese que Apy del modelo con corte es ligeramente inferior que el
del modelo no flexible por corte.

Uge (Lf2) [m]
o.03

0O_0Z&

0.0ls

o_oos

tfTr

0.2 0.4 0o.& o,z 1

0. 005 Vo Ver=0.125 Vo Vep=0.5 Vo Vep=1.0 Vol Vop=1.5 Vo Vop=2.0

Figura 4. Evolucion del desplazamiento en el centro de la viga simplemente apoyada.

Antn

Modelo con Corte

------ Modelo sin Corte

: : : . . : : o
o.z5 0.8 o.75 1 1.25 1.5 1.75 4

Figura 5. Factores de magnificacion dinamicos.
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En la Figura 6 se puede apreciar el efecto del amortiguamiento estructural en la variacion
del desplazamiento del punto central respecto de la variable de tiempo adimensional en un
arco flexible por corte como el descrito en Figura 3, pero empotrado en ambos extremos y con
laminacion CUS de {0/45};.

Uge (L/2) [m]

0.004 ¢

p=0
E=100
u=1000
H=10000

0.003

I

o.00z

0.001 ¢

tfTT

|

Figura 6. Efecto del amortiguamiento estructural en un arco biempotrado.

Se puede observar que en la medida que aumenta el parametro de amortiguamiento p, se
reduce la amplitud del desplazamiento absoluto del centro de la viga. Por otro lado, un
incremento de 100 veces en el pardmetro de amortiguamiento produce una reduccion del 25%
en el desplazamiento maximo.

7 CONCLUSIONES

En este articulo se ha efectuado un analisis del comportamiento de vigas curvas de
materiales compuestos ante cargas moéviles. Se ha efectuado una extension a un modelo
previamente desarrollado por los autores, para contemplar adicionalmente el amortiguamiento
estructural de tipo Rayleigh. Se han efectuado estudios paramétricos donde se ha podido
observar el incremento de los factores de magnificacion dindmicos en la medida que aumenta
la velocidad de translacion de la carga a lo largo de la viga curva en relacion con la velocidad
critica de translacion de la misma. Se ha observado que los factores de magnificacion
dindmica son menores en el caso de un modelo flexible por corte en comparaciéon con el
homoénimo modelo no flexible por corte. Se han efectuado estudios paramétricos para analizar
el efecto del amortiguamiento estructural en la dinamica de vigas curvas de materiales
compuestos, hallindose que es necesario un incremento muy grande en los parametros de
amortiguamiento para reducir los desplazamientos flexionales. Se ha observado también que
los desplazamientos verticales tienen valores maximos cuando la carga movil se desplaza a
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125 % del valor de la velocidad critica para una configuracion geométrica y de laminacion.
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