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Resumen. La dindmica de las estructuras flotantes amarradas esta fuertemente influenciada
por la no linealidad proveniente de los amarres. Estos son cables o cadenas poco tensos que
mantienen a la plataforma flotante en su posicién. Ante una perturbacion de la posicion de
equilibrio e cambio de geometria de dichos cables induce una elasticidad fuertemente no li-
neal. Usualmente se proponen modelos de forma tal de obtener una ecuacion diferencial go-
bernante que surge de sucesivos truncados con lo que se llega a una ecuacion del tipo Duf-
fing. En este trabajo se analiza un modelo de plataforma en 2D con dos amarres. La plata-
forma tiene 2 grados de libertad h (vertical) y q (horizontal) de los cuales se prescribe e mo-
vimiento vertical como arménico. Se obtiene asi un sistema de un grado de libertad (masa,
resorte no lineal y amortiguador). Se utiliza el ampliamente conocido método de series de po-
tencias para abordar la ecuacién diferencial no lineal. A través de desarrollos algebraicos que
involucran la inversion de series, se obtiene una expresion para e término no lineal sin trun-
cado, mediante algoritmos de recurrencias. Se incluyen jemplos numéricosy los resultados se
muestran como trayectorias, diagramas de fase, mapas de Poincaré y espectro de potencia.
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1 INTRODUCCION

Las Series de Potencias son ampliamente conocidas para abordar una gran variedad de proble-
mas. En este trabgjo son utilizadas tanto para @ planteo de las ecuaciones gobernantes de una plata-
forma flotante amarrada mediante cadenas poco tensas, como para resolver |a ecuacion resultante.

La dindmica de estructuras flotantes ddl tipo estudiado en este trabgjo ha sido estudiada por va-
rios autores, por ejemplo, Esmailzadeh y Goodarzi®, Sannasirgj et al.? Sarkar and Eatock Taylor?,
Smith and MacFarlane®. En particular, los autores del primer trabajo mediante sucesivos truncados
en las expansiones de Taylor dotuvieron una ecuacion dd tipo Duffing. En @ presente trabgjo, en
cambio, lano linealidad es considerada a través de una expresion sin truncados.

Es un moddo ample de un oscilador no lined con amortiguamiento. La no linedidad que provie-
ne del cambio de geometria de los cables (catenarias) es planteada con la técnica de las Series de
Potencias.

Usudmente la solucion de este tipo de sistemas diferencides se obtiene por medio de herramien-
tas numéricas (esquemas de integracion tempord, e.g. Runge-Kutta, Método de Nevmark, diferen-
ciacentra, ver por gemplo Bathe®).

En egte trabgo se utiliza d método de series de potencia en forma Sstematizada. Anteriormente
los autores resolvieron ecuaciones diferencides fuertemente no linedes con esta metodol ogia (Fili-
pich and Rosales’, Filipich et al.”).

2 PLATAFORMA FLOTANTE AMARRADA: DESCRIPCION DEL MODELO

Es conocido que las estructuras flotantes amarradas, son importantes tanto en laindustria petrole-
ray gasifera como guias para la navegacion. Estas estructuras son conocidas generdmente como
CALM (Catenary Anchor Leg Mooring). Los cables son estructuras que se adaptan a las cargas
dado que, dentro de ciertos rangos, sufren un cambio en su geometria mas que un cambio en su
estado tensond. Esta caracterigtica introduce fuertes no linedlidedes en & sisema, Sin congiderar las
propiedades dédticas y linedles del materid y lalinedidad de las cargas. El andisis tiene que ser ca
paz de mangar esta complgidad. Cuando € sstema es perturbado por acciones de mar, la res-
puesta dd mismo puede sufrir cambios cuditativos en su comportamiento (bifurcaciones) bgo cam-
bios en los parametros involucrados.

En egte trabgo se estudia un modelo de CALM congtituido por un un oscilador masa-resorte no
lined-amortiguador con dos grados de libertad: () (heave, en inglés) y (Q) (surge, eninglés). La
accion horizontal de las olas dd mar es smulada con una fuerza amonica. Se prescribe ademas, €
movimiento vertica, por 1o que se andiza un sstema de un grado de libertad. Aunque este es un
model o smplificado, se hace especid atencidn en lano linedidad que surge del cambio de la geome-
tria de los cables. El método de las series de potencias permite modelar completamente tal no linea-
lidad sin truncados. La ecuacion diferencid no linedl, es entonces resuelta con también con la gplica
Cion de series de potencia.
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El dgoritmo resultante se muestra con un gemplo numérico en d que se varialafrecuenciadela
fuerza perturbadora encontrandose cambios cualitativos en la respuesta dinamica.

Estudios futuros deberian incluir otros dementos dd moddo fisco con @ objeto de lograr una
mejor representacion de la estructura, tal como las acciones hidrodinamicas sobre los cables. No
obstante, la metodologia propuesta aqui puede ser (til para determinar completamente la no lineali-
dad proveniente de los amarres.

2.1. Planteo dela Ecuacion diferencial gober nante

EnlaFigural, se describe d modeo de dos dimensiones, referido a un sistema de coordenadas
fijo X-Y. Sus principaes componentes son la plataformay |os amarres (cadenas, cables)

e

Figura 1: Configuracion geométrica del modelo del sistema CALM de dos dimensiones

Los dos grados de libertad elegidos son los desplazamientos horizonta (surge, en inglés) y verti-
cd (heave, en inglés) dd centro de masa de la plataformarigida, q =q(t) Y h=h(t) respectivamente.
Suponemos que la fluctuacion dd nivel de agua del mar h es gobernada por una funcién armonica,
esto es, h=h,coswt . De este modo, la ecuacion que gobierna € desplazamiento horizonta del

sstemade un grado delibertad es:
mij+Cy d+ (T, - Tg,) = F (1) 1

donde m es la masa de la plataforma, C, esd coeficiente de anortiguamiento, T,, y T, sonlas
componentes horizonta de la tenson en las cadenas en los puntos A (I: izauierdo) y B (r: derecho)
respectivamentey F(t) esunafuerza dinamica (por gemplo, la perturbacion horizontal debido alas
olas). El punto denota derivadas con respecto a tiempo. Aunqgue la ecuacion (1) parece a primera
vigta una ecuacion diferencia smple, los términos entre paréntesis en € miembro izquierdo son fuer-
temente no lineales. Mé&s alin, sus expresiones explicitas en términos de la varidble h'y g no sonin-
mediatas. Por gemplo, Esmailzadeh y Goodarzi® proponen varios truncados de las expansiones de
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Taylor parallegar a una ecuacion gproximada dd tipo Duffing. En cambio, en este trabgjo se propo-
ne un procedimiento para obtener una ecuacion sin truncados.

Seguidamente se plantea e dgebra correspondiente d tratamiento del cambio de la geometriade
los cables.

2.2. Catenariasde amarre

Inicidmente la geometria de las cadenas est& gobernada por la Sguiente rlacion no lined:

e &exXo u
Y =b, ecoshg—: 14 2
é &b g O

dondeb, =T,/r , T, eslatenson en € punto de pendiente nula (O u O') del cable,y r essu

peso especifico. Por smplicidad, suponemos que @ cable se mantiene con la tangente horizonta en
el punto de amarre. En particular, en € punto A,

aeL

e
H = b, osh - 3

C>EC'

0
05
end tiempoinicid t =t,. Después de dglin tiempo t, € punto A{to (respectivamente. B|t0) Se move-
raauna nueva poscion dada por:

H +h(t) =b"" [coshq - 1] 4
dondeb =T,/r y T, eslacomponente horizontal delatenson en d cable de amarreen d instante t

yq' = gL*q(t) g/b " donde e signo més corresponde ala cadenaizauierday € signo menosala

derecha
Puede demostrarse que las aceleraciones de las masas localizadas en € centro de gravedad de
cada cable estan dadas por:

: o +ho ch_ a6
X" =¢Fb" 2b' Fb' s (5)
&1 [T

donde I* es la longitud dd cable. Introducimos ahora la variable tempora adimensondizada
t =t/T con T unintervao de interés (eegido arbitrariamente). Denotemos las derivadas con res-

pectoat conbarra, osea, d(-)/dt :m. Luego, laecuacion diferencid (1) queda:
mg +C,Tq +T*(Ty, - Ty) =F )T (6)

El término rdativo alatension en las cadenas sera
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(T, - T;X):“(i +%!) @

2.3. Expresion notruncada delatension en los cables

El objetivo es obtener una expresion completay explicitadel tipo b = b (g, h) . Aqui se dige una
dternativa de modo tal de no tener que truncar las expresiones en la deduccion de las ecuaciones
gobernantes. Para lograrlo se plantean adgunos pasos agebraicos. Como veremos, todas las varia
bles involucradas serén expandidas en series de potencies de gy h. Brevemente,  objetivo se lo-
graatravés delainverson de series dobles. Llamemaos

f“( ) aa+h/Ho H+h coshq 1
L&ltq/Ly Ltq q

En addante, los superindices | y r en g seran suprimidos y solamente se usaran cuando sea ne-

cesario. Como se sabe, la expansion en Serie de Taylor del coseno hiperbdlico es

8)

~ ._coshg-1 o Koo 1 a
f@)=——=aga" with 9= et (k=135, ) ©)
Desarrollanos € término izquierdo de la ecuacion (8) de la Siguiente manera:
Had+h/HO o o ., i
'g'h’ 10
LSizqiLy M (10)

donde los vaores de los coeficientes de A'j'r son conocidos. Como se observa de la ecuacion (9) es
necesario expandir mediante serie de Taylor alafuncion g,

qk:é éTkijqihj (11)
i

Ahora, § combinamos las ecuaciones (9) y (11) se obtiene

f(@.h) :é. é Fijqihj P K= é. O T (12)

o o k=1,3,5;--

donde ( ), indica que las series comienzan desde ( )= 0. De (8) y (10) seinfiereque F, = A,.

Evidentemente,q “"* =qq . Esta tltima ecuacion permite encontrar una solucion por medio de recur
rrencias agebraicas. Ahora, de la definicion de producto de series

Ty = aa kp11G- n)i-p) k=123, ; Toi =d0id0j (13)

o Po

donde los d;; son las delta de Kronecker. Los coeficientes T,; se pueden obtener como una recu
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rrencia

A - _é. Ok T
T, = (25 ;0= (T100 = O) (14)
O
y de este modo queda perfectamente determinado g paracadavalor deqy h (Ver ecuacion (11)).
S ademas expandimos la funcion

bl,r :é é Bl-'rqihj (15)
i

donde los B;" son los coeficientes buscados y alin desconocidos hasta agui. Luego, de la notacion

de laecuacion (4)
q"'b" =Lxq (16)
lacud en término de las ecuaciones (11) y (15) queda
apori'éa?ori'boori'
caaT;qh=caaBp’qh’==aa c'qh’ (17)
ei | ge i | [} i

conC,'j'r =dyd,;L+d,d,; . Laexpansion de laecuacion (17) eslamanerade encontrar unarelacion
de recurrencia para | os cosficientes BI'J.’r . El producto de series conduce a

Clljyr = é é T]knai- K -n) (18)

ko Mo

Después de rescomodar términos se obtienen las siguientes ecuaciones de recurrencias

G- (St St Sy) d
B =— I T - W)
_ 100 kl | (19)
4 . _ o d
Sy =a TuBj. Sy Ta A TuaBiowg-n
S k n

donde k; indica i =1, etc. Findmente, por medio de la ecuacion (15), lafuncion b = b (q,h) (di-

rectamente proporciona a la tensén de la cadena) queda completamente definida. Conocidos los
datos del problema b queda completamente determinado para cualquier valor de gy h. Los pasos

del agoritmo para encontrar los Bl'j'r e pueden resumir de la sguiente manera:
Paso 1. Los coeficientes A'i" son obtenidos de las expresiones (10).
Paso 2: Las ecuaciones (14) y (13) permiten € cdculo delos Ty .
Paso 3: Los coeficientes Ci'j ‘" son determinados por medio de la ecuacion (18).
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Paso 4: Unavez cdculadaslassumas S, S, Y S, IosB,'j’r Se derivan delaexpresion (19).
Paso 5: Latension para cada q y h se puede encontrar después de obtener b con la ecuacion
(15).
De este modo, pudimos obtener una expresion explicita de b (proporciond alatension de la

cadena) que conservan la no linealidad bgjo estudio (aguella generada por € cambio de la geometria
del cable).

3 SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DIFERENCIAL USANDO SERIES
DE POTENCIAS

Introducimos las seriesalgebraicasen t  paralas sSguientes funciones del tiempo

S i 8 Ty i . OTE-{ i ¥ i

g:]kH:a letl, gbl,rEI:a\/iLt : gth:am : [F]:aGIt :

’ '° . : (20)
gH+hb'" g=q u/"t'

Observese que en este caso los coeficientes h; se pueden encontrar por medio de las expansio-
nes de las funciones coseno con una serie de Taylor en t . También los coeficientes G, se conoce-

ran una vez que la fuerza perturbadora sea introducida. La ecuacion de recurrencia para encontrar
los coeficientes Q,;,,, quedaentonces

117G €CTQ,, i Ul
Quisg) = R - € © 9 +ﬂ*gji+2' Ui|+2 (y (21)
Mytla & (+2) | 0

4 RESULTADOSNUMERICOS

Mediante un gemplo numérico se muestra la eficiencia dd agoritmo de las series de potencias
propuesto. Una plataforma rigida bidimensional es modelada elésticamente soportada nediante
catenarias de amarre como dos cadenas o cables. En referencia ala Fig. 1 los vaores adoptados
son L=40m,H=20m, h,=1.5m, C,=100N/m, m=1000kg,w =0.25rad/s,

K :0.0005HnLqW2, r =50 N/m, m, eslamasade lacadenaym, =m +2m, . Lafuerza hori-
zontal perturbadora se supone como F(t) = F sin (wft) sendo w, esd pardmetro eegdo para
este estudio. Se estudié un amplio rango de frecuencias w, Yy se muestran dgunos resultados de

interés. Se encontrd que 20 términos en la suma son suficientes para lograr la convergencia de los
resultados. En todos los casos se adopté d intervalo de interés arbitrario (equivaente a paso de
tiempo) T =55 . El Sgema se pone en movimiento desde € reposo.
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El movimiento horizontd q(t) para una frecuencia de la fuerza w ¢ =0.2 rad/s se grafica en las

Figuras 2 y 3, con los diagramas de fase y € espectro de potencia S (FFT) respectivamente. Ade-
més se muestra latrayectoria g - h enlaFigura4.
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Figura 2. Diagramade fase delavariable . Tiempo del experimento: 5000 s. W § =0.2 rad/s.

0

S*

Figura 3. Espectro de potencia (FFT) deq. S o %.Wf =0.2 rad/s.

De los resultados puede observarse que la sefid de q se estabiliza, luego dd trangtorio, en un
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movimiento periodo-1. En efecto, la seccidn de Poincaré (no mostrada aqui) es un Unico punto es-
tacionario y @ espectro de potencia (Figura 3) muestra un pico predominante en f=0.004 Hz. Hay
también una pequefia cantidad de energia drededor de f=0.04 Hz , que se encontrd presente en
todo € rango de frequencias de la carga analizadas. Esta relacionado con la frecuenciaimpuesta d
movimiento verticd (i.e h(t) =1.5c0s0.25t, w =0.25rad/s P f » 0.04Hz).

1.5+

0.8

h ot

051

454+

' ' ' ' L ' n
u] 0.0s [} 0.5 0z 0245 0z
q

Figura4. Trayectoria - h paralos primeros 1000 s de movimiento. W f =0.2rad/s.

Se puede observar un cambio cuditativo cuando la frecuencia de la fuerza perturbadora es
w =0.3 rad/s. La Figura 5 muestra € plano fase de q y la seccion de Poincare superpuesta. El Cilti-

Mo tiene tres puntos estacionarios indicando un movimiento periodico con periodo-3.
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Figura5: Plano fasey seccion de Poincar del movimiento horizontal g. Tiempo de experimentacion: 5000s. w, =0.3
rad/s. Nota: Los puntos de Poincaré se muestran como pequefios circul os para una mejor observacion.

Un comportamiento particular se encontrd con w ¢ =1.344 rad/s. Figuras 6 a 10 muestran latra-

yectoria, plano fase, seccion de Poincaré y € espectro de Fourier del movimiento horizonta g. El
experimento numérico fue llevado a cabo durante 5000 segundos aunque la trayectoria se muestra
parae primer rango de 1000 s.

00357
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0.025-5-
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0.015-5

0010

D.DDS-:

o 200 400 500 500 1000
ame

Figura6: Trayectoriadel movimiento horizontal. w, =1.344 rad/s
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Figura7: Diagrama de fasePhase. Intervalo de tiempo: 5000 s. W, =1.344 rad/s
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Figura 8. Seccion de Poincaré. Tiempo de experimento: 5000 s. w, =1.344 rad/s
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258+
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a 0.05 0.1 0.5 0z 025 0.z

Figura 9: Espectro de Fourier. S © «5/5 W, =1.344rads.

Dd andliss de los diagramas se puede concluir que se produce un movimiento cuas-periodico
cuando & parametro estudiado w, es 1.344 rad/s. En efecto, se presenta una modulacion en la

trayectoria (Fig. 6), La seccion de Poincaré resulta en una curva continua cerrada (Fig. 8) y en

espectro de Fourier se distinguen picos (Fig. 9) que no tienen relaciones raciondes entre dlos. En la
Fig. 10 se muestra la trayectoria g-h en € tiempo t. Como se sabe, una caractéristica de los movi-
miento cuasi-periddico es que la curva de la trayectoria llena un dominio cerrado, € cual se obsrva
enlaFig. 10.

0.025 5000

Figural0: Trayectoriag-h. w, =1.344 rad/s
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5 CONCLUSIONES

El muy conocido método de las series de potencias fue utilizado aqui con dos propésitos. El pri-
mero fue abordar los términos no lineales en un problema dinamico. El uso de las series de potencias
en dos variables y su inverson resultd conveniente para obtener una ecuacion diferencid sin trunca
dos. El procedimiento fue ilustrado con € planteo de la ecuacion diferencid gobernante de un mode-
lo de plataforma flotante amarrada por medio de cables no tensos (CALM). Dicha estructura fue
modelada como un modelo masa-resorte fuertemente no lineal-amortiguador. La nolinedidad surge
de cambio en la curva catenaria de los cables. Se asumié un desplazamiento vertica y una carga
horizontad armaénicos. Las ilustraciones numéricas fueron también resudtas utilizando series de po-
tencia Se digido a w, como parametro de estudio. Se encontraron cambios cuditativos en la res-

puesta dinamica (bifurcaciones) en € rango de frecuencias de 0.2 a 1.5 Hz. Existe una transicion de
soluciones de periodo-1 a multiperiodicas. Por otro lado no se encontraron ni caos ni amortigua:
miento numérico en los g emplos estudiados.

El tratamiento de lanolinedidad con este conocido método esta sendo actuadmente incluido en €
estudio de otros model os mas compleos de este tipo estructural.
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