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Resumen. La prediccion de oscilaciones puede realizarse a través de métodos analiticos o
numéricos incorporando a la simulacion numérica herramientas de tipo analitico. Dentro de
esta variedad de métodos, aquellos que usan la respuesta en frecuencia describen la parte
lineal del sistema con una funcién de variable compleja en lugar de una ecuacion diferencial.
La ventaja principal reside en la posibilidad de contar con una representacion grafica
ademas de la interpretacion fisica que tiene la respuesta en frecuencia, aungque para ser
aplicados a sistemas no lineales se requiere la solucién de problemas con operadores
multilineales. El uso de la periodicidad a través de series de Fourier, que proveen una
descomposicion de sefiales periddicas en un conjunto de términos, resulta una forma natural
de aproximacion por truncacion de series. Para € analisis aproximado de fendmenos
oscilatorios en una Unica frecuencia con algun posible corrimiento, resulta adecuado que las
variables dinamicas sean aproximadas por una suma de términos periodicos. En este trabajo
se aplicara la técnica de balance armonico a dos métodos para la prediccion de oscilaciones:
el método gréfico de Hopf y e de Buonomo. Se obtiene un conjunto de ecuaciones
determinantes para conocer la solucion. Estas son resueltas en forma explicita, de manera
gue tanto la frecuencia como los coeficientes de Fourier de la oscilacion no lineal pueden
determinarse con € uso de simples férmulas de recurrencia, las cuales también incluyen los
efectos significativos de contribuciones de armonicos de Ordenes superiores, permitiendo
evaluar la oscilacion no lineal en forma explicita en términos de los parametros de circuitos.
El jemplo de aplicacion empleado sera la ecuacion de van der Pol.
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1 INTRODUCCION

Las técnicas de balance arménico son ampliamente difundidas para describir oscilaciones
sinusoidales y serdn aplicadas al conocido oscilador de van der Pol intentando ademas
describir la distorsién que las mismas sufren. Varios autores han aplicado en el pasado
diversas metodologias'™ a este problema no sdlo con fines de andlisis, sino también para ser
usadas como herramientas de disefio. Algunos de estos métodos han sido desarrollados en €l
dominio tiempo y usan teoria de perturbaciones™®, mientras que otros procedimientos utilizan
algunas ventajas que aparecen en e denominado dominio frecuencia®®’. De hecho, en la
mayoria de las configuraciones de osciladores sinusoidales, las condiciones de oscilacion se
cumplen cuando un punto de equilibrio pierde su estabilidad mediante la variacion continua
de un pardmetro y aparece un ciclo limite. Este fendmeno ha sido caracterizado
mateméticamente y se lo conoce como bifurcacion de Hopf®,

El problema de calcular la forma de onda de salida de estado estacionario de osciladores no
lineales sinusoidales implica conocer su amplitud y su frecuencia. Se deben andizar dos
consideraciones muy importantes: como establecer las condiciones que debe cumplir el
circuito para asegurar la existencia de una oscilacion periodica estable y como obtener una
representacion analitica de la oscil acién para predecir su amplitud y frecuencia.

Uno de los métodos ingenieriles mas conocidos es la versiéon del teorema de bifurcacion de
Hopf en e dominio frecuencia’®, que obtiene ventagjas de predicciones locales obtenidas
aplicando balances armoénicos aproximados de distintos 6rdenes. Este método es practico para
caracterizar oscilaciones en sistemas realimentados no lineales con no linealidades suaves,
cuando se varia un pardmetro distintivo en el modelo matematico. Una desventgja de este
enfoque es la necesidad de obtener una realizacion adecuada del sistema tal que los célculos
se vean minimizados, proceso que debe realizarse casi de manera artesanal. Por otra parte,
dada la naturaleza local del método, si €l sistema es atamente no lineal o e parametro de
bifurcacion estalejos del valor critico, se requieren férmulas de bifurcacién de alto orden para
obtener una mejor aproximacion o para estudiar fendmenos més compleos como la
bifurcacién de doble periodo, bifurcacion simétrica, bifurcaciones secundarias, etc'**.

La aplicacion del método de perturbacion clasico de Poincaré a balance arménico provee
condiciones simples y generales que aseguran la existencia de oscilaciones periddicas
estables. Esta propuesta tiene su origen en un trabajo de Buonomo y Di Bello® que aborda
rigurosamente y en términos generales e problema de determinar la forma de onda de salida
de un oscilador casi sinusoidal desarrollando un modelo perturbaciona de osciladores de lazo
simple realimentado. Asi se construye un proceso iterativo que provee una solucién periddica
de la ecuacién diferencial no lineal del oscilador a manera de una expansion asintética en un
parametro de perturbacion.

Como en e método anterior, se obtiene un conjunto de ecuaciones determinantes para
conocer la solucion. Estas son resueltas en forma explicita, de manera que tanto la frecuencia
como los coeficientes de Fourier de la oscilacion no lineal, y de esta forma no sélo su primer
armonico, pueden determinarse con € uso de simples férmulas de recurrencia, las cuales
también incluyen los efectos significativos de contribuciones de armoénicos de Ordenes
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superiores. Para aproximaciones de érdenes mas bajos, estas formulas asintéticas resultan
extremadamente simples y son féciles de calcular para aplicaciones précticas, permitiendo
evaluar la oscilacion no lineal en forma explicita en términos de parametros de circuitos
lineales y no lineales. S el sistema es atamente no lineal o e parametro de bifurcacion esta
lgjos del valor critico, se requieren formulas de ato orden, dada la naturaleza loca del
método.

El trabajo se ha organizado como sigue: En la Sec. 2, se incluye una pequea resefia del
teorema de bifurcacion de Hopf en el dominio frecuencia, mientras que en la Sec. 3 se
presenta e método de Buonomo. Luego, en la Sec. 4, se muestran aproximaciones cuasi-
analiticas de la solucién para ambos métodos junto con las distorsiones halladas comparando
con las simulaciones numéricas. Finalmente, en la Sec. 5 se presentan algunas conclusiones.

2 TEOREMA DE BIFURCACION DE HOPF EN EL DOMINIO FRECUENCIA

Supdngase que el sistema realimentado no lineal multivariable mostrado en la Fig. 1(a),
descripto por
X=-Tx
donde T es un operador no lineal, puede expresarse como un sistema en cascada de una parte
lineal gy otrano lineal sin memoriaf, como se muestraen laFig. 1(b) tal que
x=—gf (x, 1),

donde f:R" - R™ esunafuncién no lineal suave C%,y g es un operador lineal con matriz
de transferencia G(s) y u es €l pardmetro de bifurcacién. Los puntos de equilibrio se hallan
resolviendo

X=-G(0)f (X ).

Lamatriz de transferencia del sistema linealizado es GJ, donde J = of /0 x| .

Los cambios en la estabilidad del punto de equilibrio X relacionados con perturbaciones en
el pardmetro p, se encuentran asociados a lugar caracteristico del sistema linealizado con
respecto a punto (-1+j 0) donde | = J-1 eslaunidad imaginaria..

El teorema de Hopf en e dominio frecuencia provee condiciones para asociar estos
cambios en la estabilidad del punto de equilibrio con la aparicion de ciclos limites. Un método

para determinar tales condiciones consiste en buscar directamente la respuesta oscilatoria,
tratando de gjustar un conjunto solucion de laforma

2q
X = >A<+Rezoak exp( jkat),

donde w es la frecuencia de oscilacion y los coeficientes ax son generalmente vectores (o
numeros) complejos dependiendo que & sistema sea monovariable o multivariable.
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Figura 1: (a) Sistemano lineal realimentado. (b)Estructura standard.

La solucion se obtiene gréficamente en el dominio frecuencia resolviendo la siguiente
ecuacion escalar

2q 1
Mjo) =L+ &6 @

donde A(jw) es e autovalor de G(s)J cuyo lugar caracteristico pasa por € punto critico
(-1+j 0) en la condicion de bifurcacion, 6 es una medida de la amplitud de la oscilacién del
primer armonico y ¢, son algunas funciones de w que dependen de las derivadas de f
calculadas en X . Esta ecuacion puede resolverse directamente o por aproximaciones sucesivas
truncando para un determinado orden k. Para cada k se obtiene una solucién (8,w) que
corresponde a lainterseccién de la curva descripta por la parte derecha de (1) con el gréfico de
A(jw) . El proceso iterativo se lleva a cabo hasta que la solucién resulte satisfactoria.

Si se opta por obtener una aproximacion de orden cero, es decir, A(jw) =-1 existe un

anico vaor de w que satisface (1) y es e valor en € que ocurre la bifurcacion. Esto implica
graficar una familia de curvas para distintos valores del parametro de bifurcacion u. Por ello
resulta mas razonable buscar una frecuencia wy que verifiqgue que Im (A(wr))=0 y que
Re (A(wg)) seacercano a punto (-1+ 0).

Considerando una aproximacion de primer orden para (1) setiene

AMjw) = -1+&,(wR) &, @)

de donde se observa que tendra solucion si la semirrecta con origen en (-1, 0) en la direccion
de &, corta e gréfico de A(jw). En la interseccion se obtienen cwy y 61 Segin € teorema
gréfico de Hopf, existe un ciclo limite, en un entorno del punto de equilibrio X, cercano a
61vcos wit, donde v es el autovector derecho de G(j wk)J.

El teorema de Hopf en el dominio frecuencia permite establecer que la solucién (w;, 6) de

(2) corresponde a una solucion localmente Unica de balance arménico de segundo orden para
un ciclo limite en e sistema, teniendo en cuenta que 6; es suficientemente pequefio’.
Lasolucion a balance de segundo orden es

2
X = >A<+Regak exp( jkat)

donde los coeficientes a, son funciones de 6 y de ciertas funciones Vix que pueden obtenerse
en Mees’. Como x tiene frecuencia w, también la tendra una funcion f(X) y pueden calcularse

1188


xyz
ENIEF 2003 - XIII Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

xyz


marce
1188


M. S. Padin, F. |. Robbio, J. L. Moiola

sus coeficientes de Fourier FX como funciones de los a,. Las férmulas explicitas de los ax en
términos de cuatro’ y hasta ocho® arménicos estan disponibles en laliteratura.

3 METODO DE BUONOMO

Se presenta en esta seccién el método de Buonomo para obtener una aproximacion a la
solucion periddica. La Fig. 2 muestra el diagrama de flujo del modelo de corriente alterna de
un oscilador electrénico, con lazo de realimentacion simple. El operador lineal Ty(s) es la
funcion de transferencia de rama directa y, a diferencia de la propuesta anterior, es la parte
lineal del circuito (resistores, fuentes controladas, capacitores, inductores, etc.) pero
incluyendo también la parte lineal de la no linealidad. Esta viene expresada por la relacion
cociente entre dos polinomios de coeficientes reales,

X _ S h ST 4 s +h,
Y s'+a _s"t+..+as+a,

T,(89) =

Por otro lado, € lazo de reaimentacion comprende la parte no lineal del oscilador y es
descripto por lafuncién no lineal agebraica
y=3a(x)
f(0)=0

donde la funcién f(x) y la constante  determinan la agudeza 'y € grado de la no linealidad,
respectivamente. Como se ha incluido la parte lineal de la no linealidad en T4(s), se tiene que
la derivada de f(x) es nula en x=0.

S P(s) y M(s) son los polinomios resultantes de la aplicacién de la transformada de

Laplace sobre e operador diferencia, como P(s)X = kM(s)Y, la ecuacion que describe el
comportamiento del circuito sera

P(D)x = kM (D)&F (x) G

donde D indica e operador derivada con respecto al tiempo. Ahora se escribira esta ecuacion
involucrando un parametro peguefio. Si e circuito se comporta como un oscilador cas
sinusoidal, la salida en estado estacionario x debe ser una funcion periédica del tiempo,
tendiendo a una sinusoide pura A,cos(w,t) cuando un parametro pequefio £ del circuito

tiende a cero.
Lasalidadel oscilador casi sinusoidal puede de estaforma ser expresada como

X(t,€) = A(€) codw(t] + &n(t, &), (4)

donde A(€) Cos[w( £)t] indica que la componente arménica fundamental de X, tiende a la
sinusoide limite, y con ¢eh(t,€) se nota la funcion periddica resultante de x que tiende a cero
con &. Consecuentemente, la ecuacion (3) serd linead para € igual a cero y tendra a
A cos(w,t) como funcién periddica. Para un oscilador casi sinusoidal la funcién de
transferencia Ty4(S) y (3) se expresan en términos del parametro &
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Figura 2: Diagrama en blogue de un circuito oscilador.

N(s)
s -eos+p’ )
H(D)(D? - &0D + p)x =M (D) f (x)

Ti(s) =k

donde N(s) indicalafuncion raciona M(s)/H(S).

Para establecer las condiciones bajo las cuales e circuito tiene una salida de estado
estacionario de forma casi sinusoidal, como la propuesta en (4), se considera en lugar de (5),
el sistema equivalente de ecuaciones obtenidas tratando de manera separada la fundamental y
las armoni cas superiores en dicha ecuacion para x

w’-p

H(D)( +0D)Acos(ax)+M(D)Df[Acos(aI} oE 0 (6a)

H(D)(D? - 0D +p)h - M(D)(F0 ) f[Acos(ch) & 0 (60)

donde O es e operador que a ser aplicado a una funcién periddica da su componente
armoénicafundamental y (300 ) esel operador complementario.

Para obtener la condicién de oscilacion, sea F(A) la funcion descriptora de la no linealidad
f(X) que se asume analitica en x a igua que a(€) y p(€), por lo que entonces (5) tiene una
solucion periodicacasi sinusoidal como la presentada en (4), tendiendo a A, cos(w,t) cuando
£ - 0, si y solo si laecuacion no lineal

F(A)=-Z% ,  I1mN,#0, ()
ImN,
0,=0(0), N, =N(jw,), admite a menos una solucion simple positiva A,, es decir, con
derivadano nula F'(A,) .
Sefijan las cantidades positivas A, y w,, con €l fin de describir un procedimiento iterativo

basado en el método de perturbacion de Poincaré, para de ese modo calcular la solucién como
unafuncion analiticade €. El procedimiento consiste en construir la amplitud y la frecuencia

del arménico fundamental y los coeficientes de Fourier eH_ de eh(t,€) por medio de sus
desarrollos en series de potencia de &. Asi la solucion toma la forma
X(t) = X, +X,E +X,E° +..., €ON X, = A;cosI, X, = A cosd +h, h =Re(H, & +H e +.)
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y 9 =wt donde los coeficientes A _,,w, Yy H,., k=2,3,..., se determinan por férmulas de
recurrencia comenzando con los coeficientes w,, A, w, y H,,, de la primera aproximacion a
la solucion. Estos se obtienen resolviendo simples ecuaciones determinantes de primer orden.

El procedimiento presentado permite determinar una representacion completa de la
solucion. De acuerdo al método de parametro pequefio de Poincaré, se obtienen las

ecuaciones determinantes para Ay, wy Yy H,,, imponiendo que deben iguaarse los

coeficientes de términos con potenciasigualesen € y e mismo orden de armanicos.
Se incluyen algunas de las ecuaciones determinantes, particularmente las de primer y
segundo orden.

Ho(i)<p1_2wowl i g, (*6)'% ~Mg(i)F, =0 (8)
Ho(imaw?Z(-m? +)H,,, - M,(imF,, =0

Deaqui y de (7) resulta

ImNGR o p _ReNGFy,
W, 0, V2w,  2wA

A) =
De la ecuacion (8) la expresion de los coeficientes de Fourier de armonicos superiores de
h]_ €S,
A =— N(imw,)F,.,

" wy(mt-D
Para un balance de orden 2, se deben considerar los términos en £2. De esta forma resulta®

A = —0,Wy Ay +1MZ,
Wy "'(Bcgl) "'Bél))ImNo

4 RO
zzﬁ(ﬁ—wl _B *B; ReNOJ+&+ ReZ,
A \ 200, 2w, 20, 2wA,
donde
Hy(J)Qu(] _ M, (j)F
, = 1(J)Q1(J)—(wf+100wl)ﬁb— 1) o W,

Ho (1) Ho(i)
y los polinomios correspondientes son
Hy(im) = w,H® (jma,)
M, (jm) = ;M@ (jmay,)
Qu(J) = pr—2wow; — ] Gy
y W, es el término que tiene en cuenta la influencia de los armonicos superiores sobre Z,,
obtenido de iteraciones anteriores
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W, = No[BOHo, +(BY +B)ReH,, +j(BY ~BY)ImH,, +(BY’ +B)ReH,, +..]

de esta Ultima ecuacion, se pueden calcular las expresiones de | os coeficientes de Fourier

_ 1 . . L _ _ .
Hn, = wg(mz_1)H(jmw0)(M1(Jm)Fm,o+Mo(Jm)Fm,l Ho (IMQ,(Jm) +H, (JmQy(imH,y, ) -

4 CIRCUITO DE VAN DER POL
Se presenta en este trabajo |a ampliamente estudiada ecuacién de van der Pol:

x+e(x% =1 +x =0 ©)
gue admite una representaci én en variables de estado como:

X =%, (10)

% = =% —E(X ~1)X,.

Estas ecuaciones son las de un oscilador arménico simple con un término de
amortiguamiento no linea &(x* -1)x. El mismo actlia como un amortiguamiento positivo para

|X>1 pero negativo para |x<1. Produce un decaimiento en las oscilaciones de grandes
amplitudes y, por e contrario, un crecimiento de las mismas para valores pequefios de | .

Esto hace que €l sistema se establezca en una oscilacién autosostenida donde la energia
disipada sobre un ciclo balancea la energia adquirida. La elaboracion de esta idea conduce a
gue la ecuacion de van der Pol tiene un Unico ciclo limite estable para cadavalor de € >0.

El sistema linealizado tiene autoval ores imaginarios puros cuando € =0, dando lugar a la
condicion de bifurcacidon. Sin embargo, para 0<e¢ <<1, € sistema presenta un ciclo limite
estable, mientras que para €<0 presenta un ciclo limite inestable. Esta situacion esta
directamente relacionada con que € =0 es una bifurcacion degenerada ya que para este valor
se desvanecen los términos no lineales. En otras palabras, no se puede aplicar € teorema de
bifurcacion de Hopf &,

A fin de resolver el sistema aplicando |la metodologia propuesta en la Seccion 2, se redliza
un cambio de variables para remover la degeneracién y tener asi una realizacion sencilla®?

u=g”x (11)

y de estaforma
U+u+u’t—-eu =0.

La relevancia de este cambio de variables es tal que modifica la naturaleza de las
soluciones originales. Analizando € sistema original de van der Pol (9) se observa que
aparecen ciclos limites para valores de ¢ <0, mientras que al realizar el cambio propuesto en
la Ec.(11) la bifurcacion de Hopf es la clasica: aparecen solo ciclos limites estables para
valores positivos del pardmetro de bifurcacion.

Finalmente la ecuacion transformada resulta
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)'(1 =X, (12)
Xy = =X =X X, +EX,.
5 RESULTADOS

Considérese para € circuito planteado en las Ecs. (12) la siguiente realizacion con € fin de
aplicar el método descripto en la Sec. 2 (de agui en mas denominado MC por Mees-Chua)

A_DO 10 . EDE Co 1 og
=0 0; =00 =1 = :
1 -15 Elm ED 10

A partir de estas consideraciones € término no lineal resulta g(X,X,) =X, +%,(€ =X,
donde lafuncién de transferencia es

1 o
s +s+1 Eﬁ%

G(s)=C(s -A) "B =

y=x=-e; G(0)f(e)=-e.
El punto de equilibrioes & =€, =0,y & Jacobiano resulta

\]:(Zgél _(1+£)_é12)‘é1‘ =(0 H1+g)).

-8,-0
Los autovalores en la condicion de bifurcacion son
A =0
_ —(1+e)iw _
2T - Fiw

Resolviendo estas ecuaciones para las partes real e imaginaria, se obtiene que w,,; =1y
para obtener A (iwy), donde w, satisface que Im{/\2 (in} =0, resulta w; =1.

L os autovectores son
o ) (s X)

Siguiendo con el método planteado se tiene que &, = —% . Luego A, = —% =-1 —%92 :
de donde resulta
6 =22 . (13)

Por Ultimo la respuesta sera, expresada en diversas formas equivalentes
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[Hi24/e0
Je
T B
El—2|\/7(cost+|smt)D [pJ/e sintO
H 24/ (cost +isint) H ﬁzx/gcostﬁ
D(l(t)D [-2./e sintD
FeF 2\/€ cost
Volviendo alas variables originales (aplicando el escalado delaEc. (11)), setiene

e(t) = Rel]

D(l(t)D F2sint [
BeF F2costd’

(14a)

(14b)

(140)

Siguiendo ahora el calculo para la formulacion de ato orden propuesta, se expone €

operador proyeccién y los coeficientes necesarios para construirla:

EIVz /D

U/ }/D

D,=D, =D, =0

Vo, =V =Vi3 =V =V, =V, =0
1 OO

V, =_—1— 0
® 82 (B+3i) B0

Por o tanto la solucion propuesta expresada en las variables originales sera ahora

P=

Sicos(&HD) E
(Rsint0 64+ 9¢? 0

-6 0
%COStD 5%64 +£952 cos(3t +® +%)E

-3¢0

@ =arctg B_H

La correccién en frecuencia se obtiene a implementar &,

donde

1 (3+8)
ST
64 (64+9e2)"
Para obtener una mayor precisién se realiza una mejora en la aproximacion:
1 (64-9¢?)-i48e aig
O o O
42 (p4-9¢?) +ag? 0 90

Vi =
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VOG =V26 =O’ V15 :\/17 :O

1 1 B-i3 O
82 (64+9¢7) P +i240

Vs =

& = s 96 -5 +(& ~27) e’ +i[153 12} .

Esinteresante resatar la validez de esta aproximacion. Dado que se trata de una expansion
en series en funcion del pardmetro 6, éste debe cumplir 6 <1. Por lo tanto, de acuerdo a la

relacion establecida en (13), serd vdida cuando € < % . Finalmente y con esta advertencia, la
correccion esta dada por

_ 5376¢° cos3t +96¢°(64 - 9¢”)sin 3t
_ % cog(3t + D) 5 2
o) = 2sint) | Joa+0? . (64-9¢%) +48¢ ks
2cost —6¢ cos(3t D+ ;y) 28857 (64~ 9¢” ) cos3t +13824¢° SinJ
V64+9¢” ? (64-9¢?) +4ge?

E_ 128¢? cosBt + 48¢® sin5t E

+0 64-+9¢” 0.

[0-144¢3 cos5t +384¢2 sin5t 0
64+ 9¢?

En la Fig. 3 se observa la onda de salida obtenida a partir de la simulacién del oscilador
con las ecuaciones que incluyen la transformacion propuesta en (11) y la obtenida aplicando el
método MC para un valor de € dado. En la misma figura, puede observarse el alto contenido
de armonicos presente en la onda obtenida usando el método MC.

Oscilador de van der Pol modificado para epsilon 0.1

Amplitud
o

-- Simulacién

-- Método de Mees-Chua -

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 3: Onda de salida del oscilador de van der Pol modificado
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Por dltimo se construye una medida de comparacion entre ambas sefides a partir de la
prediccion de la amplitud maxima de la oscilacion en funcién a valor del pardmetro €. Enla
Fig. 4 se muestran tanto |os resultados obtenidos por simulacién como por via analitica, donde
Se observa que esta variacion no es monétonamente creciente como era de esperar.

La aplicacion a oscilador de van der Pol del método presentado en la Secciéon 3 fue
ampliamente desarrollada por Buonomo™*, y es de ali donde se obtiene la siguiente
aproximacion de cuarto orden

X(3,) = (2+4e” —;8;6")cos? +(—de ~Le°)sin(B) H ~Ee? +1%ke ‘)coyP ) -

22—34essin(SzS’)+(—9—56£2 +1865 54)005(59) —L£28n(79) +:538 ¢ * coy( B ) +5okt  codP ) +6(5 5)

110592

—1_1 g2 17 4 6
w=1-% &+ & +0(£°).

Sistema de van der Pol modificado

081 Método Mees-Chua

x1 maximo
o
(53]

=]
IS
T

. . . . . .
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
epsilon

Figura4: Amplitud maxima de lavariable x; en funcién del parametro ¢ .

La forma de onda generada por esta aproximacion puede observarse en la Fig. 5 como asi
también la obtenida a través de simulacion. Es notoria la mejora obtenida al aplicar este
método a la ecuacion original de van der Pol con respecto de los resultados obtenidos en la
Fig. 3 por el método MC.

En este caso |la medida propuesta para establecer la diferencia entre la amplitud méximay
€, esmostradaen laFig. 6 y se observaque el comportamiento es monétono creciente, siendo
a su vez la cota para € mucho mayor. Segin Buonomo™, es véido el desarrollo hasta
£E<27.

La distorsion armonica es claramente dependiente del pardmetro ¢ . Una medida de ellase
obtiene™ calculando en forma porcentual el cociente entre e valor medio a lo largo de un
periodo de lafundamental y el correspondiente para las armonicas, si

e =e +
oOrdenes de los balances
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donde e; es e valor medio de la sefidl a examinar, e, de la fundamental y €, de los
armonicos, esto es

1
ef = %J(-)r efundamental Zdt ' earr'r()nico ==?Z Jg [%2 +e§ +pt '
Ladistorsion armonicatotal porcentual, sera entonces
%THD = |2 .
€

Oscilador de van der Pol (epsilon=0.100)
T T T T T

x1
o

-- Método de Buonomo

151 -- Simulacion
2+
25 L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura5: Forma de ondade lasalida para € = 01.

Sistema de van der Pol
21 T T

N

o

©
T

N

o

>
T

N

o

i
T

Método de Buonomo

.

Simulacién

N

=]

)
T

x1 maximo
[ [ [
© © ©
Iy (=} <] D
T T ——

e

©

N
T

=
©

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
epsilon

Figura 6: Amplitud maxima de la variable x; en funcion del parametro € .
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Con los métodos implementados y los valores de los pardmetros de perturbacion propuestos,
se obtienen (mediante el cdlculo através de un paquete simbdlico) los resultados presentados
enlaTablaly graficadosenlaFig. 7.

Tabla 1: Distorsion arménica porcentua paradistintosvaloresde €.

£ %THD Buonomo %THD Mees-Chua
0.01 0.125032 0.3994579
0.03 0.375156 4.32173
0.05 0.625461 11.9689
0.10 1.25281 47.6957
0.124 1.55515 73.1851
0.30 3.82791
0.40 5.1584
0.50 6.55454
Distorsién amonica total porcentual en funcion de epsilon
80 T T T
*
70+ |
60 - ‘;“J Método de Mees-Chua
50 *
% 40
30+
20+
10+ /sk
/*/ Método de Buczpomo *
= e

S . . . . . .
0 0.05 01 015 0.2 0.25 03 035 0.4 0.45 0.5
epsilon

Figura 7: Distorsion armonica total porcentua en funcién de €.

6 CONCLUSIONES

Se ha mostrado como las aproximaciones de alto orden para la deteccion de oscilaciones
(en cercanias de una bifurcacion de Hopf) pueden dar informacion acerca de los primeros
arménicos y por ende estudiar € fendmeno de distorsion de la onda sinusoidal del oscilador.

Se ha tratado un oscilador ampliamente estudiado como el de van der Pol, para € cual se
han presentado dos desarrollos cuasi-analiticos de la solucion oscilatoria, y calculado dichas
soluciones para distintos valores del parametro de perturbacién. Se exhiben resultados sobre la
distorsiéon presente y la influencia que la variacién de un parametro gerce sobre ella. En
caso de la aplicacion del método de MC, éste solo puede hacerse sobre un sistema modificado
pues € sistema original no cumple con los postulados del teorema de bifurcacién de Hopf. En
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cambio, para el método de Buonomo es notoria la extension de |os resultados en términos del
parametro de bifurcacion. Ambos métodos presentan la posibilidad del estudio de armonicos
de alto orden que tienen importancia en varias aplicaciones de la ingenieria eléctrica para
poder cuantificar la distorsién arménica y asi contribuir a disminuir pérdidas energéticas,
mejorar prestaciones de osciladores puramente sinusoidal es, disminuir efectos no lineales, etc.

7 REFERENCIAS

[1] J. Hale, Oscillationsin Nonlinear Systems, Dover Pub. Inc., (1963).

[2] M. Basso, R. Genesio y A. Tes, “A frequency method for predicting limit cycle
bifurcations’, Nonlinear Dynamics 13, 339-360, (1997).

[3] A. Buonomo y C. di Bello, “Asymptotic formulas in nearly sinusoidal nonlinear
oscillators’, IEEE Trans. on Circ. and Systems-1: Fund. Theory and Applics 43, 953-963,
(1996).

[4] G. M. Maggio, O. De Feoy M. P. Kennedy, “Nonlinear analysis of the Colpitts oscillator
and applications to design,” IEEE Trans. on Circ. and Systems-I: Fund. Theory and
Applics. 46, 1118-1130, (1999).

[5] G. M. Maggio, M. di Bernardo y M. P. Kennedy, “Nonsmooth bifurcations in a
piecewise-linear model of the Colpitts oscillator”, IEEE Trans. on Circ. and Systems -I:
Fund. Theory and Applics. 47, 1160-1177, (2000).

[6] W. Szemplinska-Stupnicka y J. Rudowski, “Bifurcation phenomena in a nonlinear
oscillator: approximate analytical studies versus computer simulation results,” Physica D
66, 368-380, (1993).

[7] A.l. Mees, Dynamics of Feedback Systems, John Wiley and Sons, Chichester, (1981).

[8] A.l.Meesy L. O. Chua, “The Hopf bifurcation theorem and its applications to nonlinear
oscillations in circuits and systems’, |EEE Trans. on Circ. and Systems 26, 235-254,
(2979).

[9] J. L. Moiolay G. Chen, Hopf Bifurcation Analysis — A Frequency Domain Approach,
World Sci. Publ. Co., Vol. 21, Singapore, (1996).

[10]M. Belhag y M. Houssni, “Symmetry-breaking and first period-doubling following a
Hopf bifurcation in a three dimensional system”, Mechanics Research Communications
22, 221-231, (1995).

[11] M. Belhag, M. Houssni, E. Freire y A. J. Rodriguez-Luis, “Analytical prediction of the
two first period-doublings in a three-dimensional system”, Intnl. J. of Bifurcation and
Chaos 10, 1497-1508, (2000).

[12] S. H. Strogatz, Nonlinear Dynamics and Chaos — With Applications to Physics, Biology,
Chemistry and Engineering, Addison Wesley, (1994).

[13] A. Buonomo, “On the periodic solution of the van der Pol equation for small values of the
damping parameter”, Intnl. J. of Circuit Theory and Applications 26, 39-52 (1998).

[14] A. Buonomo, “The periodic solution of the van der Pol’s equation”, SAM Journal
Applied Mathematics 59, 1356-1371 (1998).

[15] N. Mohan, T.M. Undeland y W. P. Robbins, Power Electronics, Addison Wesley, (1989).

1199


xyz


xyz
M. S. Padín, F. I. Robbio, J. L. Moiola

marce
1199




