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Resumen. Se presenta el modelo LATERAL, para determinar el perfil lateral de la velocidad
longitudinal en cauces naturales compuestos. Se basa en € Modelo de Distribucion Lateral
(LDM) de Wark et. al (1990), e cual representa la variacion lateral de la velocidad
promediada en la vertical. EIl modelo de turbulencia empleado es € de la viscosidad de
torbellino de Boussinesg. Para su resolucion se utiliza la solucion analitica de Shiono y Knight
(1988). <e la aplica a cada intervalo de discretizacion en que se subdivide a la seccion
transversal, quedando parametros libres. Se imponen condiciones de compatibilidad en e
limite entre intervalos. Estas ecuaciones, mas las condiciones de contorno, constituyen el
sistema del cual surgen como solucién los valores de los parametros. Se muestran en detalle
las condiciones de compatibilidad posibles y se analiza la secuencia de pasos del algoritmo de
célculo y la resolucion del sistema de ecuaciones. EI modelo numérico se valida comparando
sus predicciones con mediciones de campo y laboratorio, obteniéndose un acuerdo muy
satisfactorio. EI modelo construido constituye una herramienta préctica en problemas de
transporte de sedimentos y contaminantes, o0 como interpolador inteligente para determinar
caudales a partir de mediciones puntuales de velocidad (* aforo”).
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1 INTRODUCCION

Laegtimacion de ladigtribucion latera de velocidades en cauces natura es congtituye un problema
de relaiva complgidad en la Hidraulica a superficie libre. Los procesos de transferencia de cantided
de movimiento en la direccion horizontal perpendicular aladd flujo principa limitan la gplicacion de
los tradicionales méodos unidimensionales (ecuacion ce Manning), derivando en soluciones mas
complgas. Una de €elas es la que se basa en la integracion de la ecuacion de cantidad de
movimiento en la direccion dd flujo (ecuacion de Navier — Stokes) en combinacion con laecuacion
de continuidad, para un flujo permanente y uniforme, asumiendo como modelo de turbulencia d de
laviscosdad de torbellino o de Boussinesq, y que da lugar ala ecuacion diferencid del denominado
método de la digtribucion laterd (LDM, por sus siglas en inglés):
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enlacud:

r = dendgdad dd fluido

g = aceleracion de la gravedad

S = pendiente longitudinad ddl lecho

Y = profundidad de flujo

V = vdocidad dd flujo

y = coordenada horizontal medida transversal ala corriente (ver Figura 1)

s=taud laterd

f = coeficiente de friccion de Darcy

| =viscosdad adimensiond de torbellino de Boussinesg.

En € desarrollo de esta ecuacion se asumio que latension de corte turbulenta.en un plano vertical
pardelo alacorriente vae

t,=re IS @

Laecuacion (2) congtituye & modelo de Boussinesq de turbulencial.
La ecuacion diferencid ordinaria (1) puede resolverse numéricamente?, o bien andl iticamente® en
la hipdtess de que € fondo es horizonta o de variacion lined en latransversa.

2 SOLUCION ANALITICA

Shiono y Knight® obtienen |as siguientes soluciones andliticas de la ecuacion (1):
- Parafondo plano (horizontd) (s® ¥):

3
f ©)

_ hy
Vi) = \/ a,e’ +he

400


xyz


xyz
ENIEF 2003 - XIII Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

marce
400


J. F. Weber, A. N. Menéndez

- Parafondo lined (inclinado) (0 < s< ¥):

V., =YY +hY Yt +wy

en estas ecuaciones.
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Figura 1. Seccion transversal tipica de un canal de seccion compuesta

En las ecuaciones (3) y (4), los codficientes a y by se obtienen d plantear las condiciones de
contorno que corresponden ala de no dedizamiento en los contornos rigidos y las de continuidad de
la funcion velocidad en cada cambio de pendiente transversal del fondo, llegando de ese modo aun
sstemalined de ecuaciones que permite cacular |os vaores de estos coeficientes.

A partir de la ecuacion (1), o delas (3) y (4), es posible ver que para un tramo de la seccion
transversal determinado, € modelo anditico a utilizar tiene dos parametros, uno que pondera la
friccion con @ contorno fijo (parédmetro f) y otro que considerala difusién de momentum (pardmetro
|). En redlidad, para una geometria como la representada en la Figura 1, € modelo completo dela
SECCiON posee seis pardmetros, dos por cada subseccion (3 valoresdef y 3valoresdel ).
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3 CONDICIONESDE COMPATIBILIDAD Y DE BORDE

La organizacion de sistema de ecuaciones que surgen de plantear las condiciones de contorno,
para la determinacion de las congtantes @ y by de cada tramo, parte del planteo de dichas
condiciones de contorno para un tramo genérico i , como se ve en laFigura 2°.

Sea un tramo de una seccidn locdizado entre los puntos i e i+1, de coordenadas y; € Vi1
respectivamente. Dicho tramo recibird la denominacion (i). Sea, en este tramo, un punto genérico de
coordenada y, con una profundidad Y(y) y unaveocidad V(y). Laley que describe lavelocidad en
este tramo, es decir a partir dela cual se obtendra e valor de velocidad mencionado previamente, se
denominard V(i). Las velocidades en los puntos i e i+1, por pertenecer a dos tramos contiguos,
deben satisfacer |as ecuaciones de velocidad de cada uno de esos dos tramos. Dicho de otro modo,
e vaor de lafuncion V debe ser Unico en los puntos nodalesi ei+1. Ademas, lafuncion V debe ser
continua en los puntos mencionados, por lo cuad no sdlo se debe garantizar la unicidad de la
velocidad, sino también de la derivada en esos puntos, es decir, la derivada de V con respecto ay
debe ser lamisma en los puntosi e i+1 ya se determine através de la ecuacion del tramo localizado
alaizquierdao ala derechadd punto.

e
1]

Wi Wi Wird

Yi ) Wi

i1
Figura 2. Nomenclatura de un tramo genérico para el algoritmo del modelo LATERAL

S s conddera ahora d punto i+1 de la misma Figura 2 e interpretando para € mismo las
condiciones definidas en € parrafo anterior, setiene:

. .+ . 2 .+ 2
Ve =g e (VO =) ®

En la cud d subindice hace referencia d punto donde se esta evaluando la funcidn, en tanto que
el superindice hace referenciad tramo que da origen ala ecuacion utilizada.
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O bien, reemplazando alas velocidades por sus expresiones dada por (4):

Y|)_:1(| (i)+Yi;¥(i)_lbg) Yl)qwl)agﬂ) Y|+i/(l+1) 1b(|+1) (\N(|+]) W(i))Yi+1 )

Se debe redlizar un andiss Ssmilar paralas derivadas. En ese caso,

i (i+ i) \2 i+1) \2
VO v v afe?) w0
iy iy fiy iy
Ademés, se debe tener en cuentaque Y esunafuncion dey:
Y5 =Y @
SUI
Reemplazando la ecuacion (11) enla(10) y derivando, se obtiene:
(i) (i+1)
y() Y ()-190) Y UL i LY y (i+1)- 14 (i+1)
() Y|+1 + Y|+1 bZ T i) Y|+1 a -
st S 12
y O +1Y y (i+)- 2jn(i+D) — ww
S g T b g g+

Las ecuaciones (9) y (12) conforman las dos ecuaciones que corresponden d punto i+1. En elas
gparecen como incognitas las constantes a'y b correspondientes a cada uno de |os tramos vecinos
(i) e (i+1), de modo que en estas dos ecuaciones hay 4 incognitas. Por cada punto adicional vecino
que s agregue a planteo, sdlo se incorporardn dos incdgnitas adicionaes (las constantesa y b del
tramo agregado), mientras que se acoplan dos nuevas ecuaciones, se ve facilmente, entonces que
con € planteo de estas ecuaciones, se tendra un sistema de N-2 ecuaciones con N incognitas, con 1o
cuad estarén fatando dos ecuaciones adiciondes (surgidas de imponer condiciones de borde de no
dedizamiento en los extremos) que se denominaran ecuaciones de borde.

Volviendo a las ecuaciones (9) y (12), e imaginando la estructura de la matriz de coeficientes
principal del Sstema, es posible ver que la misma debe adoptar unaformasmilar aladelaFigura3,
es decir se trata de una matriz tetradiagona ordenada.

Las ecuaciones (9) y (12) han sido desarrolladas para cada uno de los cuatro casos posibles de
encuentro; @ presentado anteriormente se refiere d que en la Figura 4 aparece como caso (a),
correspondiente a encuentro de dos fondos linedles. Existe la posibilidad de que € punto i+1 surja
del encuentro de un fondo lined y uno plano (caso (b)), de un fondo plano y uno lined (caso (c)) o
bien de dos fondos planos (caso(d)).

Independientemente del tipo de encuentro en cuestion, las ecuaciones (8) y (10) Sguen Sendo
vdidas parad punto de encuentro.
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Figura 3. Estructura de la matriz principal de coeficientes

N
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fo) fd)

Figura 4. Tipos de encuentro entre tramos

A continuacion se presentan las ecuaciones de compatibilidad correspondientes a los casos (b)
(ecuaciones (13) y (14)), caso (c) (ecuaciones (15) y (16)) y caso (d) (ecuaciones (17) y (18)).
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(i) h () i+ OPSUION (i+D\yy (i+D) (i+D\/-y (i41)-1 —,,(i+1) 8gSOY+1
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af)eh(i)y”l +bl(i)e'h(i)yi+1 - a1(i+l)eh(i+l)yi+1 - b1(i+l)e'h(i+l)yi+1 -

_ e 1 10 (11
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h(i)eh(i)y'ﬂal(i) - h(i)e-h(i))’i+1bl(i) - h(i+l)eh(i+l)yi+1a1(i+1) +h(i+1)e-h(i+1)yi+1bl(i+l) =0 @

El programa LATERAL decide en cada punto qué par de ecuaciones debe calcular y por lo
tanto qué valores debe asignar a los codficientes a'y b en lamatriz de laformaindicadaen laFigura

4.
L as ecuaciones de borde, que en cauces naturaes por |o general se dan sobre tramos lineales, se

deberian escribir de lasiguiente forma, parae caso dd primer punto (y = 0):
V,¥ =V, =0 (19)

Lo cud s verifica paratodo vaor de ay b, yaque paray =0, Y = 0. Por €lo, se debe plantear
dicha condicion de un modo levemente distinto:

V) =dv 20)

donde dy y dV son vaores pequefios de lavariabley y V respectivamente, y que corresponden

alaminima profundidad de flujo y la minima ve ocidad.
En d caso dd Ultimo punto de la seccidn, la ecuacion de borde toma una forma smilar:

Vi g =dv 1)

sendo N @ nimero de puntos en la seccion transversal.
Los valores de dy y dV, s bien podrian aparecer como un par de parametros adicionaes ddl
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modelo, en redidad tiene sdlo efecto loca, en la capa limite desarrollada en contacto con € borde
rigido, sobre todo para planicies anchas; valores del orden de 0,1 my 0,1 nVs, respectivamente, han
demostrado empiricamente ser aceptables en las agplicaciones efectuadas en cauces naturaes,
debiéndose reducir ambos (y sobre todo el primero) en € caso de canaes de laboratorio”.

El sstema de N ecuaciones lineades con N incdgnitas, surgido de las ecuaciones (8) a (21), se
puede resolver a través de la diminacion gaussana, dada la digposicion de la matriz principa de
coeficientes (ver Figura 3). Este cdculo debe llevarse a cabo con dta precison numérico, yaque
problema planteado estd mal condicionado debido a que existen varios Ordenes de magnitud de
diferencia entre los vaores de los coeficientes de lamatriz (10 en algunos casos).

4 ALGORITMO DEL PROGRAMA “LATERAL”
Los objetivos dd programa LATERAL, paralos cuaes fue desarrollado, son los siguientes:

>

>

>
>

Determinar € vaor de las congtantes caracteristicas de cadatramo h, y y w (ecuaciones
(5) a(7)), apartir delosparametrosny | dato.

Organizar y cdcular los vdores de la matriz principd de coeficientes y d vector de
términos independientes que surgen de plantear las condiciones de contorno, para la
determinacion de las congtantes a; y by (ecuaciones (8) a (21)).

Resolver @ sistema de ecuaciones antes mencionado, y

Calcular las velocidades alo largo ddl perfil cada un cierto Dy propuesto.

El agoritmo globd del programa LATERAL se puede resumir en |os Sguientes pasos.

1.

Lectura del archivo de datos: € archivo de datos del programa es un archivo de texto,
gue contiene |os Siguientes datos:
0 El nimero de puntos de la seccion transversd y la pendiente longituding
0 Las coordenadas y y z de cada punto, junto con los valores de n y |
correspondientes a tramo comprendido entre @ punto en cuestion y d siguiente
(en d caso dd dltimo punto, estos vaores deben ser nulos)
0 Losvdores dy y adV, es decir la minima profundidad de flujo y la minima
velocidad respectivamente.
o El vdor de Dy que utilizara € programa para determinar las coordenadas de los
puntos donde presentard, como resultado, € valor de la velocidad.
Visualizacién tabular y gréafica de datos geométricos. d programa permite visudizar
los datos geométricos (seccidn transversal) ya sea en unatabla o en un gréfico.
Calculo de los coeficientes del modelo: permite calcular los coeficientes a; y by de cada
subtramo, resolviendo € sistema lined de ecuaciones conformado por |as ecuaciones de
compatibilidad y las de borde.
Célculo de la distribucién de velocidades. dado un paso de caculo Dy, cdcula las
velocidades promediadas en la verticd através de las ecuaciones (3) y (4).
Presentacion de resultados: d programa permite visudizar |os resultados tantoen forma
gréfica como tabular.
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5 APLICACION

Se presentan a continuacion agunos resultados de la gplicacion dd moddo LATERAL en la
prediccion de la distribucion laterd de velocidades, comparados con valores medidos. La Figura 5
corresponde a un caso de laboratorio, en e Flood Channel Facility en HR Walingford, UK®. La
Figura 6 corresponde a un caso de campo: € rio Severn en Montford, UK*. Findmente, la Figura7
corresponde a otro caso de campo: € rio Alto Parand, Argentina, con velocidades medias en la
vertica medidas parala determinacion del caudd (aforo).

1.6

Caso 2 14 Caso7
14l — — — Analitica
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Figura 5. Perfiles de velocidad predichos por LATERAL vs datos experimentales — FCF, HR Wallingford

Caso 1 Rio Severn
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Figura 6. Perfiles de velocidad predichos por LATERAL vs datos experimentales — Rio Severn, UK
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Figura 7. Perfiles de velocidad predichos por LATERAL vs datos experimentales— Alto rio Parana

Se obsarva que d modelo anditico/numérico logra un acuerdo satisfactorio para todos los casos y,
en particular, muy bueno para€ caso experimenta y € dd rio Parana

6 CONCLUSIONES

Laimplementacion de la solucion anditica de Shiono & Knight en forma automética a través del
programa LATERAL permite su gplicacion a caso de seccionesirregulares (naturaes).

Esa solucion puede asi ser utilizada como un interpolador de base fisica para d completamiento
del perfil latera de velocidades, lograndose de ese modo estimaciones mas precisas dd caudd total
gue las que se obtienen por € método tradiciond (interpolacion linedl).

El guste de los parametros dd modelo anditico, que se puede lograr en forma relativamente facil
a través de la aplicacion recursva del programa LATERAL, permite su extrapolacion en la
aplicacion de model os mas elaborados (hidrodindmicos 2D, dispersion de contaminantes, etc.).

Se debe tener en cuenta d mal condicionamiento del sistema de ecuaciones resudlto, que puede
conducir a resultados con desviaciones locaes importantes. Felizmente, en |os pocos casos en que
se producen, esas desviaciones son fécilmente detectables a smple vida, y pueden evitarse variando
levemente agunos de |os parametros.
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