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Resumen. En e presente trabajo se desarrolla una técnica de “ Dominios Desplazados’

como una alternativa variacional para la estabilizacion de las ecuaciones de transporte y, en
general, para tratar las inestabilidades numéricas presentes en problemas con fuertes
gradientes o capas limites. Este método conduce bajo ciertas circunstancias a las
formulaciones clasicas de estabilizacion, tales como SUPG y FIC. Conjuntamente, se
propone un método para la determinacion de los desplazamientos. Se aplica la técnica aqui
desarrollada a problemas de adveccién-difusion-reaccién unidimensionales comparandose
los resultados con las soluciones exactas y |as obtenidas con el esquema de Galerkin puro.
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1. INTRODUCCION

Es bien sabido que lograr un esquema numérico adecuado para la resoluciéon de las
ecuaciones de transporte bajo regimenes de adveccion dominante representa, actualmente,
uno de los principales objetivos en € campo del modelado computacional. En e contexto de
métodos numeéricos tales como DiferenciaFinitas (DF), Volumenes Finitos (VF) y Elementos
Finitos (EF) una solucion inmediata ha sido encontrada a introducir alguna clase de difusion
artificial que realice un balance adecuado de las ecuaciones y que evite la aparicion de
oscilaciones en la vecindad de elevados gradientes.

En los Ultimos afios, un gran nimero de trabgjos se han dedicado a desarrollo y la
investigacion en este campo con € fin de establecer las raices de los problemas de las
inestabilidades numéricas ocurridas bajo las circunstancias expresadas®®. Recientemente,
Onfate y colaboradores han propuesto una via aternativa con € propésito de establecer
técnicas de estabilizacion en donde los términos que tienen el cometido de lograr e correcto
balance de las ecuaciones diferenciales sean incorporados en forma natural en la formulacién
del problema através de realizar adecuadas modificaciones en la derivacion de las ecuaciones
diferenciales que gobiernan e fenémeno®*°. Esta metodologia es denominada Método de
Calculo Finitesmal (MCF o FIC de su traduccion al inglés), que ademas plantea una ventgja,
y que es la posibilidad de determinar los pardmetros de estabilizacion de manera numérica
conjuntamente con la solucién, prescindiendo asi de las estimaciones a priori de dichos
coeficientes.

El propésito de este trabajo es presentar una técnica en dénde los términos que procuran la
eliminacién de las inestabilidades aparezcan naturamente en la formulacion variacional del
problema. Esta técnica puede interpretarse como una metodologia de “Dominios
Desplazados’ debido a que se parte de una formulacion variacional que introduce un
corrimiento del dominio original cuya magnitud es regulada en orden a obtener soluciones
estables.

Adicionalmente, para establecer un planteo completo del problema, se implementa una
técnica alternativa para obtener los parametros de desplazamiento de |os dominios que en esta
formulacion cumplen € rol de parametros de estabilizacion. La misma tiene origen en la
minimizacion de los cuadrados de los residuos desplazados. De esta manera la estabilizacion
se logra en base a las propias caracteristicas del problema al igual que en e MCF. Se destaca
el hecho que las soluciones mejoradas a partir de la recuperacion de gradientes no son
suficientes en presencia de fuertes capas limites, para lo cual se propone una modificacion en
la recuperacién de los gradientes a través de interpol aciones exponenciales en dichas zonas.

2. LA ECUACION DIFERENCIAL DE ADVECCION-DIFUSION

Varios problemas de la fisica se encuentran gobernados por ecuaciones diferenciales donde
el balance de los mecanismos de advecciondifusion se hace presente, tales como el de
transferencia de calor estacionaria. A los efectos de la presentacion del método
particularizamos a dominios bidimensionales, sin que esto implique una pérdida de
generalidad.
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De esta manera la ecuacion diferencial que gobierna estos fendmenos resulta en la
siguiente forma:

rx,y)=-vINT+N'™DNT+Q  con r(xy)=0 en W

Seu e, 00 d/x o
- u s - e u » - @ ]
g\’ya &0 ayg &1y

donde T es un campo escalar que representa la variable transportada, vy y vy son las
componentes de la velocidad en las direcciones X e y respectivamente, ax y ay son las
difusividades en las direcciones respectivas y Q es un término fuente por unidad de volumen.

Las condiciones de contorno sobre el dominio W completan la descripcion del problemay
se especifican, en general, de la siguiente forma:

T=T sobre G,

- - 2
q,=-n'DNT sobre Gy @

siendo & la frontera de Dirichlet, y Gy la frontera de Neumann. Ademas debe cumplirse que

GEG =Gyqe & CG = £

3. EL METODO DE LOSDOM INIOSDESPLAZADOS (MDD)

Las técnicas de tipo SUPG y GLS'?, se basan en el adicionado de términos de
estabilizacion en laformulacion variacional del problema con el objetivo de ponerle cotaalas
derivadas de menor orden, obteniendo los parametros de estabilizacion mn estimaciones a
priori de los errores de aproximacion. En contraste, e MCF modifica las ecuaciones
diferenciales del problema partiendo de balances en dominios de tamafio finito de los cuales
se derivan naturalmente los términos de estabilizacion, quedardo ciertos parametros libres
gue se gjustan conjuntamente con la solucion.

En este trabajo, se propone una aternativa a la derivacion de las ecuaciones estabilizadas
reformulando |as ideas generales subyacentes en el MCF devolviendo e punto de partida al
contexto variacional, a partir del concepto de residuos ponderados en dominios desplazados.

3.1  El concepto basico. Laformulacion general

Sea un problema cualquiera como puede ser e descrito por € residuo "r” de la (1), una
formulacion cléasica de residuos ponderados establece o siguiente:

\Sj(X')W(X')dX‘ =0 3

donde “w” eslafuncion de pesoy X’ es e vector posicion respecto del cua esté planteada la
resolucion del problema. La esencia del MDD se observa en la figura 1, e implica realizar un
desplazamiento del dominio en donde es formulado el problema variacional, es decir pasar de
las coordenadas X’ a X, lo que significa un cambio en el dominio de integracién con la
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consiguiente transformacién de coordenadas. De esta manera la expresion (3) puede
reformularse en el dominio desplazado W'y tiene su equivalencia en la expresion que sigue:

d(x')w(x')dx' = d(x hjw(x- h)J[dx =0 @

w W

siendo |J| e determinante de la matriz Jacobiana necesario para reglizar |a transformacion de

coordenadas, W es el dominio original en donde se plantea &l problemay h es un campo de
desplazamientos respecto del dominio W.

w

X1

—
X1

Fig.1 Desplazamiento del dominio.

Si se considera h como un campo de pequefios desplazamientos, es posible escribir los
términos desplazados desarrollados en serie de Taylor de primer orden de la siguiente manera:

r(x- h)=r(x)- hNr

w(x- h)=w(x)- h"Nw ©

Desde ya que un mayor orden de aproximacion en los desarrollos de Taylor es posible, sin
embargo, por simplicidad, nos acotamos al caso de primer orden. Por otro lado, la expresion
dada para € determinante del Jacobiano de la transformacion, considerando pequefios
desplazamientos, es la siguiente?:

9] =1- divh ©)
Luego de reemplazar la (5) y 1a (6) en la (4) se obtiene lo siguiente:
\ TR TR : -
Vér- h NrXW- h NWXl- divh)dw=0 @
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distribuyendo € producto de los dos primeros paréntesis de laintegral resulta:

w - thTRw - whTRir)L- divh)dw=0 -
W

donde se han eliminado los términos de orden ||h|°. Finalmente, luego de un poco de trabajo
algebraico se llega ala siguiente expresion:

drw - div (hrw) +hTRi(w r)div h)dW: 0 )
w

gue congtituye la formulacién de Dominios Desplazados con desarrollos de primer orden y
pequefios desplazamientos.

3.2  Formulacion simplificada

Partiendo de la expresion (9) vista en e apartado anterior, diversas simplificaciones
pueden realizarse con € objetivo de mostrar las coincidencias con otros métodos. De esta
manera, se podra obviar €l término que va con div (h) de acuerdo a alguna de las siguientes
consideraciones:

Restringir a campo de desplazamientos a movimientos isocoéricos, es decir, div (h)
nulo.
Considerar div () también pequefia, es decir, pequefias deformaciones volumétricas
ademés de pequefios desplazamientos, |0 que transforma a término que acompafia a
div (h) en (9) en un infinitésmo de orden superior y, por lo tanto, puede ser
despreciado.
Por Ultimo y ala manera de adelanto, en € caso discreto, podra considerarse un campo
h constante por trozos, es mas, h constante dentro de cada elemento asumiendo que la
integral planteada en W puede rescribirse como una sumatoria de integrales dentro de
cada elemento, como lo plantea el SUPG, obviando los saltos en la frontera entre los
mismos. Es posible asi deshacernos del término antes referido que acompania a la
divergenciadel campo h en (9).

Con las consideraciones mencionadas, |a expresion (9) resulta:

grw - div(hrw))dw=0 (10)
W
permitiendo obtener una expresién como la siguiente:
Jrw - T R(rw))dw= rw - whTRi(r)- rhT Riw))aw= 0 1
w w

gue es una expresion bastante general, de la cual pueden derivarse las expresiones del MCF y
del SUPG, entre otras, como asi también para € caso transitorio las expresiones de los
métodos de tipo Characteristic-Galerkin, todo esto de acuerdo a una eleccion adecuada de los
campos h. Es importante observar agui, que h es todavia un campo libre, y que puede ser
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elegido a priori, como en e SUPG u obtenido conjuntamente con la solucion como en €
MCF. Ademas, €l signo menos de la expresion (10) depende de la posible eleccion de los
desplazamientos relativos entre W y W de acuerdo a esguema de la figura 1, y que
natural mente puede ser invertido.

Es asi que s se eliminan los términos que van con e gradiente de las funciones de peso, o
equivalentemente, en la formulacion original (4), las funciones de peso se consideran
evaluadasen W, resulta:

Vc;{r - h"Rirjwdw=0 1)

que es una expresion andloga a la dedl MCF®. De la misma manera, cuando se hace lo propio
con e gradiente del residuo se arriba a la siguiente férmula, que es la expresion tipica de
SUPG:
W
Las afirmaciones anteriores son vélidas bajo una adecuada eleccién de los campos h con
las expresiones tipicas para ambos métodos.
3.3 EI MDD en suformadiscreta para el problema de adveccion-difusion

Paraintroducir e problema discreto considérese que una interpolacién de elementos finitos
de unavariable T puede ser escrita como:

— s -
j
donde f ; son las funciones de forma, lineales en este caso, y ?j son los valores nodales de la
funcién aproximada T . La aplicacién del método de elementos finitos tipo Galerkin puro ala
expresion (13) resulta, luego de integrar por partes convenientemente, en lo siguiente:
SuTe (e T3 J+ ()T DANE T faw= gRff; - hTRE BW- §iandG (g5
w w G
donde, para el caso bidimensional, se tiene que

éay Ou ehx huyu éy - hyuy - heuy U

A
D" =D- hu' =8 u u=é 0
0 ay g‘y x hyuyg & -hyue o ay-hyuyg

(16)

Como quedd evidenciado, para desarrollar €l problema de advecciondifusion
unidimensional se optd por una formulacion del tipo de la (13), que deriva en la expresion
(15) cuya equivalencia con e SUPG fue tratada anteriormente. Por esta razén, se optd por

trabajar realizando la siguiente consideracion h 3#® - % lo que no le quita generalidad al
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método, y se efectlia con €l objeto de poder tener marcada referencia en cuanto a los valores
de los desplazamientos que serdn computados respecto de los conocidos pardmetros de
upwinding utilizados en e SUPG!. En resumen, la expresion utilizada es |a siguiente:

€6 df thodf . df ;0 U= hdf; 6
SOUF | — + T + — oL — L (AW} = 3T + 2 —-2dW- (§;00G
&6 ' dx 8 2 gdx dxlljd H : " &' 2dxg Gd'q“ (17)

4. CALCULO DE LOSDESPLAZAMIENTOS

4.1  Estimacion delos desplazamientos en problemas unidimensionales de adveccion-
difusion
Con €l fin de estimar €l campo de desplazamientos “h” se hace necesaria una ecuacién que

lo determine con un criterio establecido. Para cumplir con esta premisa se propone €
siguiente funcional a minimizar:

2
. 1.¢é & ha

mny — X - —=%, dW (18)
2 Ve 24

donde iy es e residuo en la ecuacion diferencial que se obtiene a partir de un campo de
gradientes recuperado, como se discutira mas adelante. Lo anterior implica la minimizacion
de dicho residuo desplazado en una cantidad igual a la utilizada en la formulacion variacional,
en este caso tomamos h/2. S se restringe la pertenencia del campo h a espacio de las
funciones constantes por trozos, como es usual, h resulta constante elemento a elemento, y la
minimizacion de la (18) con respecto a parametro elemental h® (desplazamiento en el
elemento €) arroja lo siguiente:
h® dry,

LY
‘ﬂhN‘l* dW=0 con rd=ny- T (19)

N d
O™
We

S no se considera la dependencia funcional del residuo ry con el pardmetro ' es fécil ver
gue las ecuaciones se desacoplan generando una ecuacion por elemento dada por:

. h€ dry, 0
OgM " g AW=0 (20)
W, a

dry

luego de tener en cuenta que Gy =Cte en cada elemento.

Finalmente se arriba a la siguiente expresion, que resulta muy similar a la propuesta en
trabajos anteriores” 11?2 y equivalente a la arribada en los dltimos desarrollos presentados®2°:
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(e)
he = 2%_)_
& /dxp

Esasi que, de esta manera, se evidencia que la eleccion de esta expresion corresporde a un
criterio de optimalidad pero explicitAndose las hipétesis que estan en juego.

En caso de que el célculo de los desplazamientos arroje valores por encima de aquél
establecido como limite, que es & tamafio de elemento, se impone ese valor como
desplazamiento dentro de la formulacion. Por otro lado, si el denominador de la (21) resulta
menor que un e establecido para cada problema se elimina el calculo, colocando un valor nulo
de desplazamiento, de esta manera se evita que la ecuacion antedicha quede mal condicionada
frente a soluciones con gradientes nulos o extremadamente pequefios y donde los errores
numericos pueden degradar la estimacion, dejando de tener sentido la misma. Es de destacar
que frente a la misma situacion en otras técnicas de estimacior?, se propone € uso de h
correspondiente al valor critico del pardmetro de estabilizacion del SUPG. De esta manera,
esta consideracion permite que e método agregue upwinding solamente en aguellos lugares
donde es necesario estabilizar.

4.2  Proyeccion delosgradientes

Cuando la expresion (21) es utilizada en e problema de advecciondifusion se debe
plantear la necesidad de evaluar las derivadas involucradas en €l residuo origina de manera
de aprestar la expresion (21) para una adecuada estimacion. En consecuencia, y para evaluar
correctamente el residuo en la ecuacion diferencial, asi como su gradiente, se debe proyectar
el campo de derivadas hacia |os nodos reobteniendo valores de derivadas segundas constantes
dentro de cada elemento. De esta manera se podria escribir 1o siguiente:

rM:-u5+kd—D+Q (22)
dx
sendo D campo de gradientes recuperado (en e caso 1D) por medio de una proyeccion

tipo L2 del campo de las derivadas sobre el espacio de las interpolantes lineales con que
originalmente se aproximo laincognita del problema.

4.3  El problema dela capa limite

Sin embargo e método de proyeccion explicado anteriormente colapsa cuando se hacen
presentes variaciones abruptas de la solucion, como es el caso de una capa limite de espesor
menor que e tamafo de los elementos. En estas circunstancias, la proyeccion asi planteada
arroja valores de gradientes de orden Dx ! mientras que los valores reales son de orden d 2,
donde d es e espesor de la capa limite. Por esto es que se realiza una modificacion en la
proyeccion de gradientes en aguellos elementos donde se manifiesta la presencia de fuertes
capas limites de forma de reobtener valores que capturen mas fiddmente las variaciones

1496


xyz
ENIEF 2003 - XIII Congreso sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones

xyz


marce
1496


S. A. Urquiza, P. J. Blanco, S. Chevallier

abruptas de la solucion exacta. Esta necesidad surge del buen condicionamiento tanto del
residuo como de su gradiente para que, de esta manera, la expresion (21) tenga sentido.

Es asi que en los casos de fuertes capas limites y sOlo a los efectos de la recuperacion de
los gradientes, se propone la siguiente interpolacion exponencial:

on(u)l —

- - - Dx _
T0) =T + (T~ T )el—ll 0£XE DX (23)
e -

donde x es la coordenada local, sgn(u) introduce el sentido del campo de velocidades, T

representa la solucién nodal y | es e coeficiente que modifica el comportamiento de la
exponencial. La ecuacion paracalcular | se obtiene de igualar la derivada segunda en e punto
medio del intervalo -aproximada por diferencias finitas con los valores nodales de las
derivadas recuperadas correspondientes-, con e valor medio de la misma dada por la
interpolacion exponencial:

éB:+1 - Bi L:J
| =Dx6—— =0 (24)

gTi +1- Ti H

donde Di+1 se obtiene de derivar la expresion (23) y evaluarla en Dx.

5. PROBLEMASDE ADVECCION-DIFUSION UNIDIMENSIONALES

Se propone resolver la ecuacion de adveccién-difusion del campo de temperaturas en un
dominio unidimensional de longitud L con condiciones de Dirichlet en ambos extremos,
como indica la figura 2, y con términos de generacién de calor por unidad de volumen
determinados en cada caso. La discretizacion se realiza con Ng elementos lineales de longitud
Dx, con lo que se establecen de inmediato los valores del nimero de Pe local (Pe") y global
(Pe®). La cantidad de iteraciones realizadas se simboliza con N".

Q=QKX)

N elementos deigual longitud

Fig.2 Modelo genérico del problema aresolver.

La formulacion utilizada es la (17). Ademas se incluye el valor del pardmetro en caso de
que se utilizara un esquema SUPG, al que se denomina hy, y se define en base a la conocida
expresion' hg, 3 (1- 1/Pe)Dx .
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5.1

Ejemplo 1: término fuente nuloy Pe-=2

A continuacién se dan los datos que definen el problema y los resultados obtenidos:

0.8 1

021

04+

To | Tu | u | k L Dx | Ng

e

Pe® [ Pe- | Qx) | he | NT

0 114111 20 1 20

1.10°

80 2 0 05| 28

—- Galerkin—*—MDD E@ﬁ

123 456 7 8 9101 1213141516 17 18

X

11
0.9

0.8
0.7
0.6

h° 0.5

0.4
0.3
0.2

20 0.1

0

LENN SR SRS SEED SHE SEE SN SHE SEEN S S T T T T 1

123 456 7 8 9101121314151617 1819 20

Elemento

Fig.3 Comparacion del campo solucion y campo de desplazamientoscorrespondientes al jemplo 1.

5.2

Ejemplo 2: término fuente constantey Pe"=12.5

A continuacion se dan los datos que definen el problemayy |os resultados obtenidos:

041

0.35

0.3

0.25

T 021

0.15

0.1

0.05 1

0

To | To | u | k| L| Dx | Ng e Pe® | Pe- | Q(x) he | NT
0 0 500 | 1 [ 1 [ 005 | 20 | 610° | 500 | 125 100 0.046 7
~4—Galerkin ~+— MDD ~— Exactz 005 1
0045 1
004 1
0035 1
008 1
h’ 0.025 -
002 1
0015
0.01 1
0005 1
S B e S B IS B e ot+—rTTTtTtr Tttt T T T
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 123456 7 8910111213 14151617 1819 20

X

Elementc

Fig.4 Comparacion del campo solucion y campo de desplazamientos correspondientes al gjemplo 2.
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53  Ejemplo 3: término fuente senoidal y Pe-=2.5
A continuacion se dan los datos que definen el problemay los resultados obtenidos:

To | T. | u k L] bx | Ng e Pe® | Pe Q(X) hg | NT
0 0 1001 1]005] 20 310" | 100 | 25 | 100sen(px) | 003 | 6

17 —+—Galerkin_ —*— MDD —— Exacts 0.057
0.91 0.0454
0.81 0.04+4
0.71 0.0354
0.6 0.03
T0.57 h®0.0257
0.4 0.02
0.3 0.015-
0.2 0.014
0.11 0.0054

0 T T T T T T T T T t o+—t—T—T—T—T—T— Tttt Tttt t—T7T

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 12 3456 7 89101112 1314151617 1819 20

X Elemento

Fig.5 Comparacion del campo solucion y campo de desplazamientos correspondientes al jemplo 3.

6. PROBLEMASDE ADVECCION-DIFUSION-REACCION UNIDIMENSIONALES

Trataremos el problemadel transporte de concentraciones como otra posible aplicacién del
MDD. El fendbmeno fisico esta regido, para el caso 1D, por la siguiente ecuacion diferencial:
dc dC
-U—+a—s:-C+Q=0 (29)
dx  dx?
donde C esla concentracién y s es € coeficiente que pondera el fendbmeno de reaccién.

La aparicion de capas limites puede darse debido a un régimen de adveccion dominante
como a uno de reaccién dominante. El problema se caracteriza por los siguientes nimeros
adimensionales:

uDx _ sDx?

Pe=—— Rn
a a

(26)

Para desarrollar este problema se opté nuevamente por una formulacion del tipo de la (13),
realizdndose también la siguiente consideracion h 3#® - % de acuerdo a lo explicado

anteriormente. Luego de introducir una discretizacion de elementos finitos a la formulacion
variacional resulta:
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df df |
uh gdf ; [~ h df

— -7 S

)m) D~

j + &+

6 U, U hdf 6
- —% wac; = (%, + oL w+t
@u e 2 gdx dx Sé I X @ ul,d EI : Vggg ' 2dx g (27)

u—- sD+—Q‘dxu

mientras que para la estimacion de los desplazamientos se recurre a la expresiéon (21)
h® —2e uD+k—-sC+Qd
dx

obteniendo lo siguiente:
i o/

donde D ese campo de derivadas recuperado de la manera propuestaen el apartado 4.2 y
4.3.

(28)

6.1  Ejemplo 4: reaccion pura, Rn-=12.5

A continuacion se dan los datos que definen el problemay |os resultados obtenidos:

G | G | ulK S L | Dx | Na e Pe® [ P | R\® | RA" | Qx) | N
0 [ olo]a1]120000] 1] o005 2 | 110 0 0 [ 5000 | 125 | 1000 | 11
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0.1 \(A 0.035 1
008 - 003 1
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012345678 9101121314151617 1819 20

Fig.6 Comparacién del campo solucion y campo de desplazamientos correspondientes al ejemplo 4.

6.2

Ejemplo 5: reaccién dominante, Rn“=12.5y Pe‘=1

A continuacién se dan los datos que definen el problema y los resultados obtenidos:

do
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008 1 0.031
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002 1
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 01234567 8 91011213141516171819 20
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Fig.7 Comparacion del campo solucién'y campo de desplazamientos correspondientes al jemplo 5.

7. CONCLUSIONES

En este trabgjo se ha presentado una alternativa de estabilizacion numérica denominada
Método de los Dominios Desplazados para la resolucion de problemas por medio del método
de elementos finitos. Se destacan los puntos de contacto con el SUPG y con el MCF
especiamente, ya que la aternativa aqui propuesta ha sido inspirada en este ultimo.

En cuanto ala estimacion de los desplazamientos necesarios para estabilizar |as soluciones,
se derivaron expresiones que resultan similares a las propuestas en trabajos anteriores” 2, pero
reformuléndosel as en un contexto de optimizacion de residuos.

Del andlisisdel MCFy del MDD, y con € fin de lograr una correcta evaluacion del residuo
y su gradiente, se desprende una significativa dependencia de los desplazamientos respecto
del campo de derivadas proyectado. Esto llev6 alaimplementacion de formas especiales para
la recuperacion de los gradientes en los casos de fuertes capas limites, haciendo posible asi las
estimacion de los desplazamientos en dichas zonas. La interpolacion exponencia propuesta
mostré buen comportamiento, gjustandose a las necesidades de cada caso.

Para validar la técnica se analizaron diversos problemas donde los mecanismos de
adveccion-difusionreaccion se hacian presentes, obteniendo buenos resultados en todos los
casos analizados.
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